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I'REKAZIONE. 


Le  Opore  di  CREMONA  usciranno  in  tre  volumi.  Al  principio  del  terzo  volume 
,si  dira  brovomonte  dolla  vita  e  della  produzione  scientifica  dell'illustre  Autore. 
Qui  o  necossario  daro  al  lottoro  notizia  clei  criteri  che  Imnno  presieduto  alia 
pubbliea.zione:  in  particolaro  fargli  conoscere  le  norme  colle  quali  fu  condotta 
hi  revisions  doi  lavori  Cromoniani  ed  alcune  indicazioni  convenzionali  adottate. 

Devo  avvortirsi  anxitutto  cho  la  presente  pubblicazione,  fatta  sotto  il  pa- 
trooiriio  d(41a  IL  Accademia  dei  Lincei,  fu  affidata  acl  un  Comitato  composto 
dei  segutmti  Soci  doirAcoadcmia:  BERTINI,  OASTELNUOVO,  DINT,  D' OYIDIO, 
SRORK,  VTSRONRSK.  11  Comitato  elesse  a  suo  Presidente  il  prof.  DINI,  e  a  Di- 
rettoro  della  pnhWicaiaiono  il  prof.  BEBTINI,  e  si  rivolse,  per  essere  aiutato 
nolla  suddotta  rovisiono,  a  van  colleghi,  ai  quali  rende  qui  vivissime  grazie 
per  la  gentilo  loro  cooperassione.  Dei  lavori  contenuti  in  questo  primo  volume 
si  pnbblica.no  i  nomi  dei  riapottivi  revisori  (pag.  493)  e  lo  stesso  si  fara  per 
gli  altri  due  volumi. 

Un  primo  concetto  accolto  dal  Comitato  fu  che  si  dovessero  riprodurre 
tutte  l<i  puhblicassioni  Cremonianc,  anche  gli  esercizi,  gli  articoli  bibliografici  e 
le  commemorazioni,  per  presentare  compiutamente  Topera  scientifica  di  questo 
insigne  geometra,  che  da  semplici  inizi  assurse  a  tanta  altezza,  e  perche  chiare 
apparissoro  le  successive  e  varie  fasi  del  suo  pensiero:  tralasciando  pero  il 
Calcolo  ffrafico  o  la  Q-eometria  proiettiva  in  quanto  sono  libri  essenzialmente 
didattici  *).  Inoltre,  per  la  stessa  ragione  ora  detta,  si  e  creduto  conveniente 

*)  Una  nxiova  edissione  di  que«ti  duo  libri  forse  sar£  fatta  prossimamente 
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di  mantenere  generalrnente  rordino  cronologico  doi  lavori,  son/a  faro  fra  as 
alcana  distinzione. 

Un  altro  concetto,  tenuto  come  norrna  eosta-nto  dai  iv-visori,  fu  oho 
dovesse  rispottare  scrupolosamonte  la  redazkmo  dol  ritKMnxA,  sia  por  la  s< 
stanza  clie  per  la  forma.  Soltanto  si  giudieo  neoossario  in  quoi  pimti,  noi  qua 
occorrevano  rettificazioni  o  schiarimonti,  di  a-vvortirnoil  lei  ton*  in  nofo  oo 
locate  alia  fine  di  ogni  volume  e  indicate  con  |  'j,  |d|,*..,  per  divstinguorlo  dall 
note  che  il  CREMONA  appose  ai  suoi  lavori  quando  vonnoro  siampa.ti,  lo  qua 
sono  invece  indicate  con  *),**),...  e  sono  conservate,  (*.om^ ra.no,  a.  pip  di  pjs 
gina  di  oiascun  lavoro.  E  quanclo  qualohe  volta  6  oeooroa  nol  toslo  <>  noil 
note  una  osservazione  od  aggitinta  del  revisore,  quosta  o  sta.ta  st^uiprc,  [>osti 
fra  parentesi  qnadre:  [...]:  solo  tralasciandosi  di  notaro,  oho  nou  a.vr<»l)h(*  nvut? 
alcuna  utilita,  la  correzione  di  sviste  assolutamonto  ovid<Miti,  di  iunnnra/jon< 
errata  diformole  o  di  paragrali,  e  di  richiami  non  osaii-i^*). 

Nessun  rilievo  pero  e  stato  fatto  su  quollo  cos<5  diM  lavori  (1mmoniani  clu 
avevano  difetto  di  rigore  dipendente  chillo  sta.to  in  cui  t^ra.  la,  ^uoinotria  puni 
quando  quei  lavori  furono  scritti:  quali  lo  c.onsidi^rayjoni  <li  punt-i  inta^inan 
come  i  reali  senza  giustiftcazione;  le  considcra/join  non  s<^inprn  ri^<H*oso  di 
punti  successi vi;  la  trascuranza  di  dimostra/aoni  doiriiuiipo.ndtniKa  <li  <hito 
condizioni;  ecc.  N6  ordinariamente  si  sono  rilovatc  lo  o(u*o/iioni  <'ho  i  t<»nromi 
esposti  potevano  presentare  in  casi  particolari,  porcho  (^KKMONA  sottintondo 
quasi  vsempro  ne' suoi  enunciati  la  condiziono  "in  go^norale^,  oondi/aono  t'ho 
deve  quindi  tonersi  prescnte  nella  lettura  dello  tuotnorio  ( 'romoniano,  fnfino 
nessuna  osservazione  fu  fatta  sulle  inesattezze  rolativo  a.i  daii  Hi.orio.i,  ino«at- 
tezze  pure  dipendenti  dall'epoca  in  cui  quolle  momorio  furono  w^ritto  o  aiic.ho 
dalle  special!  condizioni  nelle  quali  allora  si  trovavano  gli  studi  goometnei 
nel  nostro  paese. 

La  R.  Scuola  degli  Ingegneri  di  Roma,  che  era  ponsiodo  la  Hibliotocu 


*)  In  simboli  usati  dal  CREMONA  sono  adoperate  qualcho  volta  le  partwltw  (jiiitctro,  inn 
evidente  che  cid  non  pu6  produrre  alcun  equivoco* 
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CREMONA,  ha  pennesso  al  Comitato,  con  cortese  arrendevolezza  ( per  cui  il 
Comitato  stesso  dichiara  qui  la  propria  gratitudine),  di  esaminare  le  copie  del 
lavori  di  CKKMONA  ed  i  raanoscritti  di  carattere  scientifico  e  didattico,  ivi 
contenuti. 

In  quelle  copie,  e  in  alcune  altre  donate  dal  CREMONA  al  BEBTINI,  si  tro- 
vano  numorose  aggiunte  manoacritte  del  CEEMONA  stesso,  delle  quali  non 
risulta  o  non  o  facile  assognaro  la  data,  Alcune  di  esse,  per  la  loro  estensione  ed 
aocuratossssa,  possono  con  molta  probability  riferirsi  al  tempo  in  cui  CEEMONA 
pcnsava  a.  propararo  una  edizione  delle  proprie  opere  (di  che  la  prima  idea  fu 
iutorno  al  1898  o,  sebbone  non  fosse  mai  abbandonata,  non  pote  per  varie 
ciroostan/jo  avore  attuasriono):  invece  altre  sono  certamente  anteriori,  perche 
hanno  soltanto  il  ouruttoro  di  appunti  o  ricordi  e  presentano  imperfezioni  che 
PAutoro  avrobbo  Sndnbbiamento  tolte  prima  di  inserirlein  una  nuova  edizione: 
alcune  sono  propriota,,  era  in  gran  parte  note,  ma  che  forse  erano  nuove  nel 
tempo  in  cui  fuwno  scritte:  altre  sono  schiarimenti  o  semplificazioni  o  nuove 
dimoatrassioni.  Tutto  furono  osaminato  colla  massima  diligenza  e,  quando  e 
state  poasibilo,  furono  introdotte  integralmente  nella  presente  pubblicazione. 
Furono  invoce  omt^so  o  rnodificato  quelle  aggiunte  manoscritte,  per  le  quali 
non  si  potova  fare  altrimenti,  nel  secondo  caso,  come  ben  s'intende,  dichia- 
randosi  volta  per  volta  cio  che  fu  mantenuto  o  variato  dell'osservazione  cre- 
moniana.  Sono  state  introdotte  inoltre  varie  correzioni  fatte  dal  CEEMONA 
stesso  noi  suddetti  oscwnplari  ed  in  altri  posseduti  dai  prof.1  G.  B.  GrrcciA  e 
(},  PITTAHRLLI,  che  ne  hanno  dato  gontilmente  comunicazione  al  Comitato. 

Per  mottore  in  evident  lo  detto  cose  postume  si  e  convenuto  che,  quando 
non  sieno  neoompagnato  da  una  esplicita  avvertenza,  vengano  collocate  sempre 
fra  sgraffe:  {.,.|:  tanto  so  sono  inserite  nel  testo,  quanto  se  sono  messe  nelle 
note  a  pin  di  pagina  o  nelle  note  a  fine  del  volume  *).  Ma  per  alcuni  lavori 
(fntroduzione..,,  Preliminari...,  ecc.),  pei  quali  talune  aggiunte  sono  tolte  dalle 
traduzioni  tedesche,  il  revisore  prof.  SEQEE  ha  esteso  qualche  volta  1'uso  delle 


*)  Soltanto  a  p,  83  di  questo  volume  una  nota  manoscritta  di  CKBMONA  6  indicata  con  (*)). 
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sgraffe  a  contrassegnare  anche  quelle  aggiunte,  come  sara  spiegato,  quando 
occorra,  in  apposite  note. 

I  manoscritti  lasciati  dal  CEEMONA,  il  cui  esame  fu  fatto  particolarmente 
dal  prof.  CASTELOTOVO,  contengono  riassunti  di  lavori  pubblicati  da  vari  geo- 
metri,  appunti  di  lezioni,  traccie  di  calcoli  e  di  studi,  ecc. :  ma  6  parso  al  Oomi- 
tato  cbe  nessuno  di  essi  avesse  sufficiente  interesse  o  fosse  maturo  per  la 
pubblicazione.  Cio  corrisponde  al  giudizio  che  di  quei  manoscritti  pronunciava 
lo  stesso  CREMONA,  il  quale,  come  e  affermato  da  tutti  i  suoi  cari,  nogli  ultirai 
anni  di  sua  vita  ebbe  piu  volte  a  dire:  nulla  trovarsi  in  essi  che  moritasse  di 
essere  stampato. 

L'edizione,  assunta  dal  comm.  U.  HOBPLI,  e  eseguita  dalla  Tipografia  NIOTBI 
di  Pisa.  All'editore  e  al  tipografo  vadano  vivi  ringraziamenti  per  le  cure  poste 
affinche  la  pubblicazione  riesca  degna  del  nome  di  OEEMONA. 


1 
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Annali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche  compilati  da  B.  ToRTOLrar,  tomo  sesto  (1855),  pp.  382-392. 


Sia  data  una  superficie  qualsivoglia,  rappresentata  dalF  equazione  ?(a?,y,#)  =  0, 
e  siavi  in  essa  una  linea  (a)  individuata;  e  s'imagini  la  superficie  sviluppabile  tangente 
la  superficie  qualsivoglia  lungo  quella  linea.  La  retta  caratteristica  della  superficie 
sviluppabile  e  la  retta  tangente  la  linea  (a),  nel  punto  comune  a  questa  linea  ed  alia 
caratteristica,  chiamansi,  com' 6  notissimo,  tangenti  coniugate,  e  la  teorica  di  esse  e 
dovuta  a  DUPIN. 

In  luogo  della  superficie  sviluppabile  immaginiamo  ora  una  qualsiasi  superficie 
inviluppante  una  famiglia  di  superficie,  le  quali  abbiano  un  contatto  di  un  ordine 
qualunque  colla  superficie  9  =  0  lungo  la  linea  (a) ;  le  rette  tangenti  questa  linea  e  la 
caratteristica  della  superficie  inviluppante  hanno  fra  di  loro  una  relazione  di  reciprocity 
di  cui  la  teorica  delle  tangenti  di  DUPIN  non  &  che  un  caso  particolarissimo.  E  al- 
1'  illustre  prof.  BORDONI  che  si  deve  il  merito  d'aver  cosi  trattata  la  quistione  nel  modo 
piii  generale  possibile,  mentre  essa  era  ancora  nello  stato  in  cui  Taveva  lasciata  DUPIN. 
Quest'  importante  generalizzazione  forma  lo  scopo  di  una  nota  del  suddetto  professore, 
inserita  nel  tomo  I  degli  Opuscoli  Matem.  e  Fisici  pubblicati  in  Milano  nel  1832. 

Qui  si  esporranno  alcune  proprieta,  le  quali  hanno  luogo  nel  caso  che  la  superficie 
inviluppante  abbia  colla  data  un  contatto  di  primo  ordine,  e  le  sue  inviluppate  siano 
sferiche. 

Sia  f(p,(i,r)  =  Q  Tequazione  delle  inviluppate  tangenti  la  superficie  data  lungo 
la  linea  (a);  le  due  rette  toccanti,  Tuna  questa  linea,  1'altra  la  caratteristica  della  super- 
ficie inviluppante,  nel  punto  ad  esse  comune,  possono  chiamarsi  coniugate,  denotando  col 
nome  di  coniugate  ordinarie  quelle  di  cui  DUPIN  ha  dato  la  teorica.  Siano  ax ,  ll ,  ^  ;  a ,  {3 , 7 , 
i  coseni  degli  angoli  che  le  tangenti  coniugate  fanno  con  tre  assi  ortogonali;  e 

Cremona,  tomo  I.  l 
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cMaminsi  X,  Y,  Z,  A,  B,  C,  G,  H,  K  ;  P,  Q,  R,  D,  E,  F,  S,  T,  U   i  valori  delle   derivate 
parziali 

d?     cly     d<p     d2y     dsp     d2<p      d2<p        d'3'f        d2? 

da'   ch/'   da'  cbTs>   dip'   d?  '   dyd*'   <kuk  '  daily  ' 

d£     #     df     dy     dy     dy      dy_     _dY_       ujf_ 
dp'  dj'  dr'  d/'  dg1"  df»'  dgdr'  dpdr' 


corrispondenti  al  punto  di  coordinate  x,y,e;  inoltre  pongasi  per  brevita 

,_F  +  Q2  +  B2 

~X2  +  Y2  +  Z2' 

La  proprieta  delle  tangent!  conjugate  e  rappresenta  dalla  equazione 


(1)  a,a(D—  A8)  +  6,p(E  —  BS)  +  clT(F  —  08) 

+  (6,T  +  c^)  (S  -  GS)  -)-  (Cla  +  alT)  (T  -  H3)  +  (a,|3  +  6,a)  (U  -  K3)  =  0 

la  quale  deduces!  facilmente  da  quella  clie  da  il  prof.  BORDONI,  pel  contatto  di  un 
ordine  qualunque  nella  nota  citata.  Ora  si  a 


f=  (p  —  „)*  +  (j  _  vf+  (r  -  wY  —  F  =  0 
essendo  u,v,w  parametri  arbitrari;  in  questo  caso  1'  equazione  (1)  diviene 

\l  (Ys  _|_  Y2  _|_  7a\ 
(2)  V  l  cos  e  =  A«i  «  +  Bfiip  +  C  <V,' 


ove  e  sia  Tangolo  che  la  retta  tangente  la  linea  (a)  comprende  colla  retta  tangente 
la  caratteristica  della  superficie  inviluppante  le  sfere  che  toccano  la  superficie  data 
lungo  la  linea  (a).  Le  due  rette  tangent!  nominate  si  possono  chiamare  sfero-coniugate. 
Siano  rx  ed  r*  i  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  alia  superficie  data  e  tangenti 
la  linea  (a)  e  la  caratteristica  considerata,  nel  punto  ad  esse  comune;  e  siano  El  ed 
B*  i  raggi  di  massima  e  minima  curvatura  corrispondenti  al  punto  stesso.  Avremo 
quindi,  com'e  noto, 

\l  (T2 
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da  queste  due  equazioni  e  dalla  (2)  deduces!  immediatamente 

X  A  K  H 

_    Y  K  B  Q 

~#~/        Z  H  G-  C 

0  X  Y  Z 


ossia 


1    ^cosge 

A8      -T 


Se  poi  chiamansi  6  e  61  gli  angoli  che  le  tangent!  sfero-coniugate  fanno  con  una  delle 
due  linee  di  curvatura  della  superficie  data,  corrispondenti  al  punto  di  coordinate 
o?,y,#,  Tequazione  precedente  si  muta  in  quest' altra 


tang  6  .  tang  6t  = : 


1 

'Jc 


quindi  concludiamo  il  seguente 

Teorema.  II  prodotto  delle  tangent!  trigonometriche  degli  angoli  die  due  linee  a 
tangenti  sfero-coniugate  esistenti  sopra  una  superficie  coinprendono  con  una  linea  di 
curvatura,  e  una  quantita  costante  per  uno  stesso  punto  della  superficie. 


Pavia,  il  3  settembre  1855. 
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Annali  di  Scienze  matematiche  e  ftsiche  compilati  da  B.  TORTOLINI,  tomo  settiruo  (1856),  pp.  99-105. 


II  teorenia  del  quale  questa  breve  nota  contiene  una  dimostrazione,  venne  enunciate 
per  la  prima  volta  da  ABEL,  in  una  lettera  diretta  a  LEQENDRE  *),  e  in  seguito  dimo- 
strato  dal  signer  BROCH**). 

LEMMA  L°  Siano  a0»0i »•••«•»-!»  quantita  qualsivogliano;  a  una  radice  primitiva 
delP equazione  af— 1  — 0;  e 

+    n  ««— * 

an  i<y.r 


supposto 

(1)  a  *=a' 

Si  moltiplichino  fra  loro  i  due  determinant! 


a0     0i  ...  an_a 

A  — 

1  1      1 

1   c/2     a8 

...  1 

2 

8 

n-1 

«»-i  «o  ...  a_ 

1  ar'aT 

L              an~l 

Eseguendo  la  moltiplicazione  per  linee,  ed  avendo  riguardo  alia  (1),  le  colonne  del 


*)  Crelle,  Journal  fur  die  Mathematik,  Band  6.  [Oeuvres  de  N.  H.  Abel,  nouv,   edit,, 
vol.  I!,  p.  276]. 

**)  Crelle,  Journal  far  die  Mathematik,  Band  20. 
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determinante  prodotto  riescono  ordinatamente  divisibili  per  6n,  613 ...  6^;  e  si  ha 


1  1 

1        ...    I 

1   <V 

-I  Q-n—l     •  •  •     O-n-1 

Icv 

at2                 n~1 

1  a, 

aj        .  .  .    af~l 

ma  il  determinante  che  entra  nel  secondo  membro  di  questa  equazione  e  eviclentemente 

(  n—l)  (n-2) 

eguale  a  (—  1)      *      A;  dunque 

(n-l)  (n.~2) 

~~~ 


II  teorema  espresso  in  questa  formola  fu  enunciato  per  la  prima  volta  dal  signer 
SPOTTISWOODE*);  la  dimostrazione  &  del  prof.  BRIOSCEI,  mio  valente  maestro. 

LEMMA  2.°  Si  considerino  le  a0,  a1?  ...  an^  come  funzioni  di  una  stessa  variabile, 
derivando  rispetto  ad  essa  il  determinante  D,  si  ha 


ove  Dr  &  il  determinante  che  si  ottiene  dal  determinante  D,  sostituendo  agli  elementi 
della  r  esima  colonna  le  loro  derivate.  Nel  determinante  Dr  dispongansi  le  linee 
(n  —  r  +  2)  esima,  (n  —  r  +  3)  esima,  ...  n  esima,  prima,  seconda,  ...(n  —  r-f-1)  esima 
in  modo  che  riescano  ordinatamente  prima,  seconda,...  (r—  1)  esima,  r  esima,  (r+1) 
esima,  ...  n  esima;  indi  si  dispongano  le  colonne  r  esima,  (r+1)  esima,  ...n  esima, 
prima,  seconda,  ...  (r  -  1)  esima  per  modo  che  divengano  prima,  seconda,  ...  (w  —  r  +  1) 
esima,  (n  —  r  +  2)esima,  (n  —  r  +  3)esima,  ...  wesima;  si  avra 


dunque 

LEMMA  3.°  Sia 


H== 


Crelle,  Journal  fiir  die  Mathematik,  Baud  5L 
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H 


Si  puo  dimostrare  die  Fespressione  -j  e  razionale  [3]  rispetto  a  dn.  Infatti,  dopo  aver 

ct 

divisa  la  seconda  linea  del  determinante  H  per  d,  se  si  moltiplicano  le  colonne  se- 
conda,  terza,  ...  ultima  per  dn,  dn~l ,...  d2  e  poi  si  dividono  le  linee  terza,  quarta,... 
ultima  per  d*,  d3, ...  d1*"1,  si  ottiene 


H 

d 


J[^ 

:  dn 


9:0 


TEOBEMA  DI  ABEL.  Sia  F(x)  =  0  Fequazione  risultante  dalla  eliminazione  della  y 
fra  le  due  equazioni  algebriche 


ove  K(#)  sia  una  funzione  razionale  ed  intera  di  #;  #o?  #x>-.«  3V~i^  funzioni  razionali 
ed  intere  della  stessa  %,  nelle  quali  pero  i  coefficient!  clelle  potenze  della  variabile 
siano  quantita  indeterminate,  supposte  funzioni  di  un'  arbitraria  t.  Siano  ^ ,  a2 , . . .  aw 
e  n  radici  dell'equazione  x" — 1  =  0,  e  facciasi  d==  l/E(x).  Pel  lemma  1.°  si  ha 


So 


22  d2 


Moltiplicando  le  linee  seconda,  terza,...  ultima  per  ar,  a*  , . .  .a^~\  ed  aggiungendo 
agli  elementi  della  prima  colonna  quelli  della  seconda,  della  terza,...  dell' ultima  mol- 
tiplicati.per  ar ,  a*  , ...  a^T"1,  e  inoltiplicando  quindi  di  nuovo  le  linee  prima,  seconda,... 
ultima  per  a" ,  a^"1 , , . .  ar  si  ha 


(2) 


gi  d     #2  d2 


ar 
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posto 

Sia  x  una  qualunque  delle  [i  radici,  supposte  disuguali,  dell' equazione  F  (x)  =  0,  e 
sia  8r  il  fattore  di  F  (x)  die  e  annullato  da  quella  radice.  Derivando  rispetto  a  t  la 
equazione  identica  F  (x)  =  0,  si  ha  (lemma  2.°) 


=  0 


ove  hs=~jj-ds',  -jf-  indica  la  clerivata  di  qs   rispetto   alia  sola  t  implicita  ne'  coef- 
dt          ctt 

ficienti.  Trasformisi  il  determinants  nelF  equazione  che  precede,  moltiplicando  le  linee 
seconda,  terza, ...  ultima  per  a,,,  a*  , ...  a'!"1  ed  aggiungendo  agli  elementi  deH'ultima 
colonna  moltiplicati  per  a"""1  quelli  della  penultitna,  terz' ultima, ...  seconda  mbltipli- 
cati  per  a;!~3,  o#~3,  ...  ar;  avendo  riguardo  all7 equazione  identica  6r  =  o,  si  ha 


•  nzr  H  ==  0 


posto 


Sia  a  una  quantita  costante,  f(x)  una  funzione  razionale  ed  intera  di 
plichi  la  (4)  per 


;  e  si  molti- 


si  avra 


f(x)      dx  nEf(x) 


In  questa  equazione  cambio  la  x  successivamente  in  tutte  le  radici  della  F(x)  =  0; 

TJ 

sommando  i  risultati  ed  osservando  essere  -=•  una  funzione  razionale  [3]  rispetto  ad  x 
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(lemma  3.°),  si  ha,  per  noti  teoreini  sullo  spezzamento  delle  frazioni  razionali 

dx 


y^tt 


-.-. 

~ 


d(a)¥(a) 


indicando  col  simbolo  U'f(x)  il  cofficiente  di  -  nello  sviluppo  cli  cp(a;)  secondo  le  po- 

00 

tenze  diseendenti  di  x.  Quiadi,  integrando  rispetto  a  t,  si  ha 


(5) 


(ar  1  (x  —  a)d(x) 


= 
dx  = 


»H(aO 


,    at  •+•  Lost.8. 
^ 


T~I  ,  , 
d(a)      F(o 

»/ 

Ora  deriyinsi  le  w  equazioni  (3)  rispetto  alia  sola  t  ;  poi  si  moltiplichino  le  equa- 
zioni  ottenute  dalla  derivazione  ordinatamente  per 


sommando  ciascuna  volta  le  risultanti  si  ha 


-,      . 

,  .  .  .  an  , 


quindi,  essendo  - 


sara 


cffl  ,  ,   rfH 

0     "  +Al 


ovvero 


c?H 
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e  per  la  (2) 

TT  =  ~?^^e;' 

quindi  la  (5)  diviene 

v'-V   1          f w a*—,       n        . /w 


(x—  a 


In  questo  risultato  consiste  appunto  il  teorema  di  Abel. 
Pavia,  2  maggio  1856. 


3. 

INTORNO  AD  ALCUNI  TEOREMI  DI  GEOMETRIA  SEGMENT  ARIA. 


Programme,  delVI.  It.  Ginnasio  licenU  di  Cremona,  alia  fine  dell'anno  scolastioo  1857,  pp.  1-U, 


Scope  di  questa  breve  nota  e  la  dimostrazione  di  alcuni  recentissimi  teoremi  enunciati 
dal  signer  DE  LAFITTE  nelle  questions  proposees  del  caJuer  de  mai  1857,  Annales  de 
Mafhematiqiies  redigees  par  M.  Terq'item.  A  tale  uopo  mi  serviro  delle  coordinate  trili- 
neari  e  delle  tangenziali,  cioe  faro  uso  di  quel  metodo  (si  elegante  ed  efficace,  ove  si 
tratti  di  teoremi  della  geometria  di  posizione),  die  alcuni  matematici  inglesi  chiamano 
abridged  notation  *), 

1. 

Si  abbiano  due  figure  omografiche,  poste  in  uno  stesso  piano.  E  noto  esistere  in 
generate  tre  rette  omologhe  a  se  medesime,  le  quali  si  denominano  rette  doppie.  I  punti 
d'intersezione  di  queste  rette  sono  punti  doppi.  Se  si  assumono  le  rette  doppie  come 
assi  di  coordinate  trilineari  (lines  of  reference),  le  formole  analitiche  per  la  trasfor- 
mazione  omografica  delle  figure,  riescono  assai  sernplici. 

Siano  a>b,c  quantita  arbitrarie;  x,y,#  le  lunghezze  delle  perpendicolari  condotte 
sulle  tre  rette  doppie  da  un  punto  qualunque  del  piano  delle  due  figure;  cio6  le  x,y,% 
siano  le  coordinate  trilineari  del  medesimo  punto.  Risguardando  questo  punto  come 


*)  Per  apprezzare  i  servigi  che  questo  mezzo  analitico  rende  alia  geometria,  vedi  i  lavori 
degli  abilissimi  geometri—BoBiLLiBR,  PL^CKBR,  SALMON,  HEARN,  BRIOSOHI,  FAURB,  ecc.  Annales 
de  Gergonne  —  Crelle,  Journal  flir  die  Mathematik  —  SALMON'S  Conic  Sections  —  SALMON'S 
Higher  plane  curves  —  HBARN  rs  Researches  on  curves  of  the  second  order  —  Annales  de 
M.  Terquem  —  Annali  del  signor  Tortolini  ecc, 
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appartenente  alia  prima  figura,  le  coordinate  trilineari  del  punto  omologo  nelTaltra 
saranno  generalmente  esprimibili  con: 

ax,    fy,    c%* 

Se  il  punto   (x,y,%)  movendosi  nel  piano  descrive  una  linea  rappresentata  dal- 
T  equazione  : 


il  luogo  geometrico  del  punto  omologo  avra  per  equazione: 


Cosi,  se  la  retta: 

Ao;  +  By  +  to  =  0 

si  considera  come  appartenente  alia  prima  figura,  la  sua  omologa  sara: 


Qualunque  conica  circoscritta  al  triangolo  avente  i  lati  nelle  rette  doppie: 

35  =  0,    y  =  Q,    ^  =  0 
e  rappresentabile  coll' equazione: 

(i)  i  +  ^  =  o 

x       y       z 

ove  l>m,n  sono  indeterminate.  Un  punto  qualunque  della  conica  si  puo  rappresen- 
tare  col  sistema: 

i  (i%  +  nx)  —  ^  >  T  (m%  ~f"  ny}  —  mx> 

i 

a  cui  si  puo  sostituire  il  seguente: 

x  :  y  :  %  =  (-7  —  1  j  I :  (t  —  1)  m  :  n 
ove  t  &  la  yariabile  che  indjvidua  il  punto  sulla  conica. 
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La  retta  che  unisce  il  punto  (tf),  considerate  come  facente  parte  della  prima  figura, 
al  suo  omologo,  ha  per  equazione: 

II         ^  ,         v      \ 

(2)  (b  —  c)  nx — (a  —  b)  1%  -\ •    (a  —  b)  m% —  (c  —  a)  nil  ]  =  0 

v  /  v         /  v          '       [    mt\  ] 

quindi,  qualunque  sia  t,  cioe  qualunque  sia  la  coppia  dei  punti  omologhi,  questa  retta 
passa  pel  punto  individuato  dalle  equazioni: 

b  —  o     c  —  a     __a  —  b 

I  m  n 

ossia  dalle: 

__      l  m  n 

(o)  x :  y  :  %  — 


b  —  c  '  c  —  a  'a  —  b' 

Questo  punto  evidentemente  e  sulla  conica,  e  per  esso  & 

_c  —  b 
c  —  a ' 

Lo  stesso  punto,  considerate  come  appartenente  alia  seconda  figura,  ha  per  omo- 
logo quello  che  ha  le  seguenti  coordinate: 

fA\  I  m  n 

(4)  x :  y  :  %  =  — — -  : 


a(b — c)  '   b(c — a)  '  c(a  —  b) 
il  quale  e  pure  sulla  conica,  e  gli  corrisponde: 

a(c  —  b) 


t  = 


b(c — a)  ' 


Per  ottenere  T  equazione  della  retta  che  passa  pel  punto  (3)  considerate  come  ap- 
partenente alia  prima  figura,  e  pel  suo  omologo,  basta  porre  nella  (2): 


!-!=»: 
e  —  a 


si  ha  cosi: 

(5) 


m  n 

La  tangente  alia  conica  nel  punto  (t)  ha  per  equazione: 

'.+!,+<«=«:„_« 

I       '   my  n 

dunque  la  retta  (5)  e  tangente  alia  conica  (1)  nel  punto  (3). 
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La  retta  che  unisce  il  punto  (t),  considerate  come  appartenente  alia  seconda  figura, 
col  suo  omologo,  e: 

a(b  —  c)  nx  —  c(a  —  b)  1%  -|  --  \c(a  —  b)  m%  —  b  (c  —  a)ny  ]  =  0 

lYVt  \  / 

la  quale,  qualunque  sia  t,  passa  pel  punto  (4). 

La  retta  che  unisce  il  punto  (4)  considerate  come  appartenente  alia  seconda  figura, 
col  suo  omologo,  e  rappresentata  dalF  equazione  precedente,  ove  si  faccia: 


cio&  dalla: 


I  '         m  n 


eppero  la  retta  medesima  e  tangente  alia  conica  nel  punto  (4). 

Cosl  e  dimostrato  il  teorema: 

Date  due  figure  omograftche  in  un  piano,  ed  una  conica  circoscritta  al  triangolo 
formato  dalle  tre  rette  doppie,  tutte  le  rette  che  congiungono  i  punti  di  essa,  considerati 
come  facenti  parte  della  prima  figura,  ai  loro  omologhi,  concorrono  in  uno  stesso  punto  A, 
il  quale  appartiene  alia  conica  medesima.  Considerando  A  come  punto  della  seconda  figura, 
ha  il  suo  omologo  B,  il  quale  appartiene  esso  pure  alia  conica,  ed  e  quello  in  cui  concorrono 
tutte  le  rette  congiungenti  i  punti  della  conica  (come  punti  della  seconda  figura)  ai  loro 
omologM.  I  punti  A  e  B,  considerati  come  appartenenti,  quello  alia  prima  e  questo  alia  se- 
conda figura,  hanno  i  rispettivi  omologhi  C  e  D.  Le  rette  AC  e  BD  sono  tangenti  alia  conica. 

Osservazione.  In  luogo  delle  formole  precedent!  se  ne  sarebbero  ottenute  altre 
meno  semplici  ma  del  tutto  simmetriche,  quando  si  fossero  assunte  le  equazioni: 

I  m  n 


'          (m  — 

in  luogo  di  quelle  assunte  effettivamente  per  rappresentare  il  punto  generico  sulla 
conica  (1).  Una  osservazione  analoga  valga  per  le  proposizioni  che  seguono. 

8. 

L'equazione  generale  di  una  conica  inscritta  nel  triangolo: 
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e  la  seguente: 

quindi  un  punto  qualunque  di  questa  linea  potra  rappresentarsi  col  sistema: 

t+l\*  1      It— 1\2  1       1 

o— I   7  :    "~o"~     w  :  ^ 
i  \         i 

e  Tequazione  della  tangente  in  questo  punto  sara: 

Questa  retta,  considerata  come  appartenente  alia  prima  figura,  ha  per  omologa  la: 

e  le  due  rette  s'incontrano  nel  punto: 


t  +  I  a(b  —  c)      t—lb(c  —  a)     c(a  —  b) 

/•y  •     1J   •     4"   -    ,  __  _  L  _    __J  __  L     •     __    _J  __  '      •     _2  __  L 

y  '  2  I         '2  m~~  '  "^        ' 

il  qual  punto,  qualunque  sia  t,  doe  qualunque  sia  la  coppia  delle  rette  omologhe 
trovasi  sulla  retta: 


Questa  equazione,  moltiplicata  per  la  quantita: 

—  a)  (c  —  b) 


c(b  —  a) 
assume  la  forma  (7)  ove  sia: 

(9)  - 

V  j 


c(b  —  a)       ' 
dunque  la  retta  (8)  e  tangente  alia  conica  (6)  nel  punto  (9),  cio&  nel  punto: 


I  m         "          n 

La  retta  (8),  considerata  come  appartenente  alia  prima  jfigura  ha  per  omologa  la: 

_  l_  _      i  __  m  n 

a*(b-c)  X  ^  V&=^)  y  +  ?^=^  ^===0 

e  questa  incontra  la  (8)  precisamente  nel  punto  (9). 
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Se  la  retta  (8)  si  risguarda  come  facente  parte  della  seconda  figura,  la  sua  omologa 
e  rappresentata  dalla: 

Z  m  n        _ 

(  JL  U  )  "7  &    \  'U  ~T~  7  %  —  ==  U 

v     '  b  —  c       '    c  —  a  J    '    a  —  b 

equazione,  la  quale  moltiplicata  per: 

±(c  —  a)  (c  —  b) 
a  —  b 

assume  la  forma  (7)  ove  sia: 


— 

dunque  la  retta  (10)  e  tangente  alia  conica  (6)  nel  punto  determinato  da  questo  yalore 
di  t    ossia  nel    unto: 


di  t,  ossia  nel  punto: 

(ii) 

v     ' 


m  n 


Analogamente  le  tangenti  clella  conica  (6),  considerate  come  appartenenti  alia 
seconda  figura,  incontrano  le  loro  omologhe  in  punti  tutti  situati  nella  retta  (10). 
Questa  retta,  considerata  come  appartenente  alia  seconda  figura  incontra  la  sua  omo- 
loga  nel  punto  (11). 

Concludiamo  quindi  il  teorema: 

Se  si  ha  una  conica  inscritta  nel  triangolo  formato  dalle  tre  rette  doppie,  di  un  sistema 
di  due  figure  omografiche,  le  tangenti  ad  essa,  considerate  come  appartenenti  alia  prima 
figura  incontrano  le  loro  omologhe  in  punti  tutti  situati  sopra  una  medesima  retta  L, 
eke  e  pure  tangente  alia  conica.  Questa  retta,  risguardata  come  appartenente  alia  seconda 
figura  ha  la  sua  omologa  M,  la  quale  tocca  anch'essa  la  conica  ed  e  guella  in  cui  le 
tangenti  della  conica,  considerate  come  facenti  parte  della  seconda  figura,  incontrano  le 
rispettive  omologhe.  Le  due  rette  L  ed  M,  considerate  come  appartenenti,  Vuna  alia  prima 
figura ,  I'altra  alia  seconda,  hanno  le  loro  omologhe  P  e  Q;  il  punto  comune  ad  L,  P  e 
quello  comune  ad  M,  Q  appartengono  entrambi  alia  conica. 

4> 

Riprese  le  denomination!  del  paragrafo  secondo,  si  considerino  due  punti 
(t  =  v),  (t  =  w)  sulla  conica  (1);  e  per  essi  le  due  rette: 

(12) 
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saranno  identiche  le: 
(13) 


Per  trovare  le  coordinate  trilineari  dell'  altro  punto  comune  alia  prima  delle  rette 
(12)  ed  alia  conica  (1),  elimino  %  fra  le  equazioni  di  queste  linee  ed  ottengo,  avuto 
riguardo  alia  prima  delle  (13): 


„  — ° 

da  cui: 

x :  y  =  —  M0 :  L ,    [5] 

quindi  pel  punto  richiesto  si  avra: 

t  =  —  - 

my  M ' 

Analogamente,  per  Taltro  punto  comune  alia  conica  (1)  ed  alia  seconda  delle  rette  (12), 
sara : 

mw  Q  " 

Eppero,  affinche  questi  punti  coincidano,  e  necessario  e  sufficiente  che  sia: 

L,.  v^?.w 

cioe: 


ove  s  &  un' indeterminata. 

Quindi  le  equazioni  delle  rette  (12)  divengono: 

vsnx  +  ny  +  (1  —  v)  (m  —  Z5)^  =  0 
wsnx  +  ny  -|-  (1  — w)  (m  —  Is)  %  =  0  . 

Affinelife  queste  rette  siano  omologhe,  ^  necessario  che  la  seconda  equazione  si  possa 
dedurre  dalla  prima  col  porre  in  questa: 

x     y     % 
a'   b*   c 
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ordinatamente  in  luogo  di: 

x,     y  ,     2; 

la  qual  condizione  da  quest'  unico  sistema  di  valori  per  v  e  w: 

a  (e  —  b)  c  —  b 

V=T  7  --  f  ,       ^  =  --  - 

b  (c  —  a)  c  —  a 

I  due  punti  a  cui  corrispondono  questi  valori  di  i  sono  omologhi  1'uno  delPaltro, 
e  sono  quei  medesimi  punti  (3)  e"  (4)  che  gia  si  sono  incontrati  nel  teorema  del  para- 
grafo  secondo.  Concludiamo  quindi  il  teorema: 

Su  di  una  conica  circoscritta  al  triangolo  formato  dalle  rette  doppie  di  un  sistema 
di  due  figure  omografiche  esistono  sempre  due  p^mti  (e  due  soli)  tali  che  due  rette  rotando 
intorno  ad  essi  ed  intersecandosi  sulla  conica  si  mantengano  costantemente  omologhe  nelle 
due  figure.  Tali  punti  sono  gli  stessi  A  e  B  di  cui  si  fa  cenno  nel  teorema  del  paragrafo 
secondo. 

5. 

Eiprese  le  denominazioni  del  paragrafo  terzo,  s'  imaginino  due  tangenti  alia  conica 
(6)  in  due  punti  fissi  (t=v),  (t  =  w),  ed  una  tangente  nel  punto  variabile  (t).  Questa 
tangente  incontra  quelle  rispettivamente  ne*  punti  determinati  dalle  equazioni: 


m      n 


_ 

*  4  /  4  m  '  n~ 

Affinchfe  questi  punti  siano  omologhi  ,  e  necessario  e  sufficiente  che  si  abbia: 
a:^+l=c:v  +  l,      b  :  w  —  l=c:  v  —  1 

da  cui  si  ha  Tunico  sistema  di  valori  per  v,  iv: 

V= 


a-b        '        ~  ' 

i  quali  valori  di  t  corrispondono  alle  due  tangenti  omologhe  (8)  e  (10)  della  conica  che 
ci  occupa.  \ 

Abbiamo  cosi  il  teorema: 

Date  due  figure  "omografiche  in  un  piano  ed  una  conica  inscritta  nel  triangolo  formato 
dalle  rette  doppie,  m  sono  sempre  due  rette  tangenti  alia  conica  (e  due  sole)  tali  che  una 

Cremonctj  tonao  I.  2 
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retta  la  qiiale  si  muova  mantenendosi  tangente  alia  stessa  conica,  incontri  quelle  in  due 
punti  costantemente  omologU  nelle  due  figure.  Quelle  due  rette  sono  le  L  ed  M,  gib  in- 
contrate  nel  teorema  del  paragrafo  ter#o, 

6. 

Pel  punto  doppio : 

imagine  una  retta  fissa: 

mx  —  ly  =  0 
ed  in  essa  il  punto  variabile: 

x y  % 

I       m      n 
ove  n  e  indeterminata. 

Una  retta: 

As  +  By  -f  C*  ==  0 

passera  per  questo  punto,  purche  sia: 
(14)  AJ- 

Questa  retta  incontra  la  sua  omologa: 


nel  punto: 

(b—c}  .  b(G  —  a)     ?<  (a—b) 
A        .        fi        :          —. 

Da  queste  due  equazioni  e  dalla  (14)  elimino  A,  B,  C,  ed  ottengo  cosi  Fequazione 
del  luogo  geometrico  de'  punti  analoghi  al  precedente  e  corrispondenti  ad  uno  stesso 
valore  della  variabile  n: 

al(b  —  c)   ,   bm(c—a)    ,   cn(a  —  b) 

.    _j  _i_    -  ,  -  ,_.„.,   Q 

x        ^         y          ^         % 
la  quale  rappresenta  una  conica  circoscritta  al  triangolo: 


La  tangente  a  questa  conica  nel  punto: 
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e: 

al(b  —  c)  y  4-bm(c  —  a)  x  —  0 

e  quindi  e  indipendente  da  n.  Dunque: 

Date  due  figure  omografoche  in  un  piano,  se  per  un  punto  doppio  si  conduce  una 
retta  fossa  A  e  su  di  questa  si  prende  ^m  punto  a,  tutte  le  rette  della  prima  figura  cJie 
passano  per  a  incontrano  le  loro  rispettive  omologhe  in  punti  situati  su  di  una  stessa 
conica,  che  passa  pe'  tre  punti  doppi.  Tutte  le  coniche  corrispondenti  agli  infiniti  punti 
della  retta  A  si  toccano  in  uno  stesso  punto,  il  quale  e  il  punto  doppio  pel  giiale  passa 
la  retta  A. 

Reciprocamente,  se  le  coniche  corrispondenti  a  due  punti  si  toccano,  questi  punti  sono 
in  linea  retta  con  un  punto  doppio  ed  il  contatto  ha  luogo  in  qiiesto  punto. 

Infatti,  i  due  punti  siano  determinate  dalla  equazione: 


I       m      n 

x  _  y  _  % 

L^M^N 

a  cui  corrisponderanno  rispettivamente  le  coniche: 

al  (b  —  c)       bm  (c  —  a]       en  (a  —  b)  _ 
x  y  % 

aL(b  — 


x 


.  — 

--- 


Siccome  queste  coniche  passano  entrambe  pei  punti  doppi,  cosi  se  esse  si  toccano, 
cio  avra  luogo  in  uno  di  tali  punti.  Sia  per  es.  Yx  =  y  =  Q.  Le  tangenti  alle  due 
coniche  in  questo  punto  sono: 


al(b  —  c)y-^-bm(c  —  a)  #  =  0,     aL(b  —  e)  y  +  &M(c  —  a)  x  =  0: 

esse  coincideranno  se: 

L  =  sZ,    M==svm 

ove  s  e  un'indeterminata.  Allora  il  secondo  de'  punti  dati  sara  rappresentato  dalle 
equazioni  : 

x  _  y       sx, 


io^  i  due  punti  dati  sono  entrambi  sulla  retta: 
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I       m 
passante  pel  punto  doppio: 

il  quale  e  quello  in  cui  si  toccano  le  due  coniche. 

T. 

Sulla  retta  doppia: 

fisso  il  punto: 

lx  +  my  =  Q,  %  =  Q 

e  per  esso  imagine  la  retta  variabile: 

Ix  -f-  wiy  -f-  nx  =  0 

ove  n  e  indeterminata. 

Siano  u,v,w  le  coordinate  trilineari  di  un  punto  di  questa  retta:   F  equazione 
della  congiungente  il  punto  stesso  al  suo  omologo  sara: 

b  —  c      .   c  —  a      .   a  —  b 

x  -\ y  -\ z  =  0 

n         '       v  w 

la  quale  equazione,  eliminandone  u\iv  mediante  Tidentica: 

In  -f-  mv  -f-  tiw  :=  0 
diviene : 

tf         (b  —  c)Ix — (e  —  a) my  —  (a  —  b)nx,  v       (c  —  a)n 

w*  ,     (a  —  b)m  w*(a  —  b)ln  y  ~ 

La  forma  di  questa  equazione  manifesta  che  la  retta  da  essa  rappresentata  inviluppa 
la  conica: 

(c  —  a)  n  /(b  —  c)  Ix  —  (c  ~  a)  my  —  (a  —  b)  m\ 2 

ossia: 


conica  inscritta  nel  triangolo: 
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Qualunque  sia  n  questa  conica  tocca  la  retta: 

£  =  0 
nel  punto: 

«  =  0  ,    l(b  —  c)x  —  m(e  —  a)y  =  Q; 

dunque  e  dimostrato  il  teorema: 

Date  due  figure  omografiche  in  un  piano,  se  sopra  ana  retta  doppia  si  fissa  un  punto  A 
e  per  esso  si  conduce  una  retta  1,  le  rette  che  congiungono  i  punti  della  retta  \  co}  loro 
omologhi  inviluppano  una  conica,  che  e  inscritta  nel  triangolo  formato  dalle  rette  do%>pie. 
Tutte  le  coniche  corrispondenti  alle  infinite  rette  che  si  ponno  condurre  per  A  si  toccano 
in  uno  stesso  punto,  e  la  tangente  comune  e  la  retta  doppia  su  cui  e  preso  il  punto  A. 

Reciprocamente,  se  le  coniclie  corrispondenti  a  due  rette  si  toccano^  queste  rette  s'in- 
contrano  in  un  punto  di  una  retta  doppia^  sitlla  quale  ha  luogo  il  contatto. 

Infatti  siano  le  clue  rette: 


Ix  -j-  my  -f  nx>  =  0  ,     L#  +  M#  +  N#  =  0 
a  cui  corrisponderanno  rispettivamente  le  coniclie: 

—  c)x)  +  V(w  (c  —a)y)+  \l(n  (a  —  b)  »)  =  0 


Siccome  queste  coniclie  sono  entrambe  inscritte  nel  triangolo  formato  dalle  rette 
doppie,  cosi  se  esse  si  toccano,  cio  avra  luogo  in  un  punto  di  una  di  queste  rette  mede- 
sime:  sia  per  es.  nella  »  =  0.  Siccome  la  retta  £==0  tocca  la  prima  conica  nel  punto: 

l(b  —  c)  x  =  m(c  —  a)  y  ,    #  =  0 
e  la  seconda  conica  nel  punto: 

L(b  —  c)x  =  M.(c  —  a)  y  ,     A  =  0 
se  questi  punti  coincidono,  sara: 

L  ==  si  ,    M  =  sm 

ossia  le  due  rette  date  avranno  per  equazioni: 

N 

Ix  +  my  +  n%  =  0  ,     Ix  +  wty  -|  --  *  =  0 

s 

eppero  esse  si  segano  sulla: 
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8. 

Per  agevolare  la  dimostrazione  di  un  teorema  che  verra  esposto  nel  paragrafo 
nono,  premettero  la  soluzione  del  seguente  problema  [6]: 

Dato  un  sistema  di  due  figure  omografiche  poste  in  uno  stesso  piano,  trovare  le  rette 
di  una  figura  die  cotte  loro  omologJie  sono  divise  ne}  punti  omologhi  in  parti  propor^ionali. 

In  questo  paragrafo  faro  uso  delle  coordinate  tangenziali.  Siano: 


le  coordinate  tangenziali  di  una  qualunque  delle  rette  richieste  ;  supposte  riferite  le 
due  figure  ai  punti  doppi: 

#=:0,    y  =  0,    £  =  0 

ed  espresse  con  a,  b,  c  delle  indeterminate,  le  coordinate  tangenziali  della  retta  omo- 
loga  di  quella  saranno: 

ax'  ,     ~bif  ,     ex!  . 

Due  punti  qualunque  della  prhna  retta  siano  rappresentati  dalle  equazioni: 


over 


v  =  (y'—z1)  x  +  (x'  —  x')  y  +  (x'-ij)  z 

ed  h,k  sono  due  indeterminate.  La  distanza  fra  i  due  punti  sara  divisa  in  parti  pro- 
porzionali  a  due  numeri  m,n  dal  punto: 


mh  +  nk 
ove  :  ^  =  -  1  — 

m  -{-  n 

I  punti  omologhi  a'  precedent!  sono: 


ove: 


sono  i  punti  omologhi  rispettrvi  de'  punti: 
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Affinche  il  punto: 

U  +  iV  =  0 
divida  la  distanza  fra  i  due: 


in  parti  tali  che  stiano  fra  loro  come  m:  n,  deve  aversi: 


feB  A  +  fcB    ~" 

ove  A  e  B  sono  rispettivamente  i  risultati  ottenuti  col  porre  x  =  ?/  =  ^==l  nelle 
funzioni  lineari  U  e  V.  Posto  per  i  il  suo  valore,  dope  alcime  facili  riduzioni,  Fequa- 
zione  precedente  diviene: 

B(BU—  AV)  =  0. 
L1  equazione: 

B  =  0 
ossia  la: 

a  (b  —  c)  x'  +  b(c  —  a)y'  ~\-c(a  —  b)z'  =  () 

da  la  soluzione  richiesta.  L'altra  equazione: 

BU  —  AV  =  0 

ossia  la: 

(GX!  —  by')x  +  (ax1  —  cxl)y  +  (by'  —ax*)*  =  0 
da: 

ax'  —  by'  =  cxf 

caso  particolare  della  B  =  0. 

L'  equazione  B==0  rappresenta  un  punto  situato  a  distanza  infinita.  Dunque  le 
rette  richieste  sono  parallels  alia: 

ax*  =  byr  =  ex,' 

cioe  a  quella  retta  della  prima  figura  che  ha  la  sua  omologa  a  distanza  infinita. 

Cosi  e  dimostrato  il  seguente  teorema,  reciproco  di  uno  notissimo  dell'illustre 
geometra  CHASLES  (TraiU  de  Geometric  Superieure,  pag.  365): 

In  ciascuna  figura  le  sole  rette,  che  colle  rispettive  omologhe  sono  divise  dai  punti 
omoloffhi  in  parti  proporttionali,  sono  leparallele  a  quella  che  ha  la  sua  omologa  nell'altra 
figura  situata  a  distanza  infinita. 
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0. 

Ricerchiaino  ora  se  fra  le  rette  determinate  nel  paragrafo  precedente,  ve  ne  siano 
di  quelle  che  colle  rispettive  omologhe  siano  divise  in  parti  eguali  dai  punti  omologhi. 
Riprese  le  coordinate  trilineari,  siano  A,B,C  gli  angoli  del  triangolo  formato  dalle 
rette  doppie: 

£  =  0,    2/  =  0,    2  =  0; 

saranno  quindi: 

ax  sen  A  +  by  senB  +  ex  sen  0  =  0 

(15)  ~    sen  A  +  |  senB-f^  senC  =  0 

le  equazioni  delle  due  rette  che  nelle  due  figure  hanno  le  omologhe  a  distanza  infinita. 
Sia  poi  LM,  LN,  una  coppia  qualunque  di  rette  omologhe,  rispettivamente  parallels 
alle  precedent!;  le  loro  equazioni  saranno  della  forma: 

x  senA-f  (b-{~s)y  senB 


ove  s  e  la  quantita  che  individua  la  coppia  delle  rette  omologhe. 
II  punto  L  ad  esse  cornune  ha  per  coordinate: 

a(b  —  c)  b(c  —  a)  o(a  —  b) 

x:  y:  %  = 


(i-jf-s)  senB 

considerate  questo  punto  come  appartenente  alia  prima  retta  avra  per  omologo  I'M 
determinate  dalle: 

x:  y:   *  :  =  77T1 


e  considerate  come  appartenente  alia  seconda  retta  avra  per  omologo  1'N  determi- 
nate dalle: 

b  —  c  c  —  a  a  —  b 


_ 

Sen  A  "  (6-f  s)senB  * 

Quindi  Tequazione  della  retta  MN  sara: 

(c-f  a)  (6-f-  ^)|/senB  -f-  (a~{-  b)  (c-f  s)%  senC  =  0, 
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Ora  affinche  sia  soddisfatta  la  condizione  delTattuale  problema,  e  necessario  e  suffi- 
ciente  die  la  retta  MN  riesca  parallela  ad  una  delle  bisettrici  degli  angoli  compresi 
dalle  rette  (15). 

II  punto  comune  alle  (15)  e: 


a  (b2  —  c2)      b  (c2  —  a2)      c  (a2  —  bz) 

/y»  •      nj  •      /y     . i.     • '      •  v 

sen  A      *      senB      "      senC 
e  la  parallela  ad  MN  condotta  per  questo  punto  sara: 

(be  -f  as)  x  sen  A  -f~  (ca  +  bs)  y  senB  -f-  («6  +  cs} %  sen  C  =  0 . 
D'altra  parte,  posto: 

&2  =  a2sen2A+62sen2B+e2sen2C— 26csenBsenCcosA  —  2m  sen  C  sen  A  cos  B  — 

—  2ab  sen  A  senB  cos  C 

A.  =  -,  sen2  A  +  7-.  sen2B  +  -5  sen2  C  —  7-  senB  sen  C  cos  A sen  C  sen  A  cos  B  — 

or  V  c  bo  ca 

2 

7  sen  A  senB  cosC , 

ab 

le  due  bisettrici  degli  angoli  compresi  dalle  rette  (15)  sono  rappresentate  dalla  doppia 
equazione : 

h  +  ka~ 


.                             _    . 
ccsenA  H r — y  senB  -| %  senC  =  0. 

Quindi  indicata  con  i  un'indeterminata,  per  condizione  del  problema  dovra  essere: 

a  (be  +  as)  =  i(h±  ka?) 
b(oa-\-bs)  =i(h±ktf) 
c(ab  +  cs)  =i(h±kc*) 

da  cui  moltiplicando  ordinatamente  per  b — c,  c  — a,  a — b  e  sommando  si  ha: 

4-  ik  =  s 
quindi,  ciascuna  delle  precedent!  da: 

hs  =  ±  k  abc 

cioe  due  valori  per  la  s,  eppero  due  sisterai  di  due  rette  omologhe  divise  in  parti 
eguali  dai  loro  punti  omologhi.  Siccome  poi,  per  uno  di  questi  sistemi  la  retta  LM  e 
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parallela  ad  una  delle  bisettiici  degli  angoli  delle  rette  (15),  e  per  Paltro  e  parallela 
alPaltra,  cosi  ne  risulta  evidentemente  che  se  due  punti  descrivono  nello  stesso  sense 
le  due  rette  di  una  figura,  i  loro  omologM  descriveran.no  in  senso  contrario  le  rette 
omologhe  nell'altra  figura. 

Cosi  e  dimostrato  il  teorema: 

In  due  figure  omografiche  paste  in  un  piano  esisfono  sempre  due  sistemi  (e  due  soli) 
di  due  rette  omologhe  divise  in  parti  eguali  dai  punti  omologhi.  Le  due  rette  di  ciascuna 
figura  sono  parallels  alia  retta  di  questa  figura  che  ha  I'omologa  neWaltra  a  distanm 
infinita;  e  se  due  punti  descrivono  le  due  rette  di  una  delle  due  figure  nello  stesso  senso } 
i  loro  punti  omologhi  descriveranno  le  rette  omologhe  in  senso  contrario. 

Cremona,  6  agosto  1857. 


SUE  LES  QUESTIONS  321  ET  322.    [' 


Nouvelles  Annales  de  Mathematiques,  1."  s&rie,  tome  XVI  (1857),  pp.  41-43. 


QUESTION  321. 


Soient  ar,br,cr  les  coordonn6es  du  sommet  rrilme  de  Thexagone;  lr  la  longueur 
du  cot6  (r,r  +  l);  ar,(Jr,Tr  les  cosinus  des  angles  du  meme  c&t6  avec  les  axes.  On 
a,  par  les  donn6es  du  probleme, 


a4  ==  ax  -j-  ai 


Par  consequent,  liquation  du  plan  passant  par  les  milieux  des  cot^s  (1,2),  (2,3),  (3,  4)  sera 
111  1 


=  0, 


6X  +  pi  k     26:  +  2px  ^  +  ft  4     26i  +  2ft  ^  +  2ft  ^  +  ft  4 
x  +  TI  Ji      2Cj  +  2^/i  +  7=^      2(5! 

ou,  en  transformant  ce  determinant  par  des  th6oremes  tres-connus, 
1010 

4  (re  —  «x) 


7i  t 


=  0. 
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En  observant  de  quelle  fa^on  cette  Equation  renferme  les  616ments  qui  composent 
les  coordoniuSes  des  sommets  de  Phexagone,  on  voit  que  la  m&ne  Equation  repr&sente 
aussi  le  plan  passant  par  les  milieux  des  cot^s  (4,  5),  (5,  6),  (6,  1).  Done,  etc. 

QUESTION  322. 

Soient  2w  le  nombre  des  c6t£s  du  polygone  ;  ar  ,  lr  ,  cr  les  coordonn6es  du  sommet 
rCeme\  lr  la  longueur  du  cot£  (r,r+l);  ar,pr,Yr  les  cosinus  des  angles  de  ce  c6t6 
avec  les  axes.  En  supposant  que  r  soit  un  des  nombres  1,  2,  3,  ...,  w,  on  a 

ar  =  0,1  +  <*!  i^  +  a*  k  +  •  •  •  +  tfr-i  &,._!  , 


done 

a,  +  ^n+,  =  2ai  -f  ax  ^  +  a2Z2  -f  ...  a^Z^  , 


c'est4-dire  ar  +  ^+r  est  ind^pendant  de  r;  analoguement  pour  br  +  bn+,  et  cr 
Je  considere  le  point  dont  les  coordonn^es  sont 

x  =  2  (ar  "^  aw+r)  J    y  ^  2  \r  "^"  6n+r  )  '    *  =  2 
ces  coordonn^es  satisfont  6videmment  aux  Equations  de  la  droite  (r,^+r),  qui  sont 


®r  —  &n+r  r  -     /!/+;,  Cr  —  Cn+r 

et  satisfont  aussi  aux  equations  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  c6t6s  (r, 
(n+r,n+r+l),  savoir 


done  le  point  nomm6  est  commun  a  toutes  les  droites  qui  joignent  les  sommets  op- 
pos^s  et  a  celles  qui  joignent  les  milieux  des  c6t6s  opposes,  et  le  meme  point  est  le 
milieu  de  chacune  de  ces  droites. 
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Annales  de  Mathdmatiques,  l.re  s6vie,  tome  XVI  (1857),  pp.  79-82. 


Solent  #i,«/i,  et  £2, 
seront  de  la  forme 


25  les  coordonn6es  des  points  A,0,  celles  des  points  B5C 


s, ,  & ,  I ,  in  sont  des  quantite's  donne'es,  X ,  ix  deux  inde'termine'es ;  done 

yi  *,  — -a 

^ 

A  * 


2ABO- 


et  analogiquement 


2AOC  = 


=  {i 


n 


II  s'ensuit 


i  _L_  — 
T  *nn   — 


21ABO   '  AGO. 


—  Lm     \k  — 


h  k 


1  —  #2      Vi  — 
m  n 
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SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION   344   (MANNHEIM). 


mats  les  points  B,  C,  0  6tant  en  ligne  droite,  on  a 


2/2 
2/3 
2/4 


=  0, 


c'est-a-dire 

par  consequent, 
I/   1 


-X(j. 


m 


=  0, 


k      h 

n     m 

#2  —  xi    2/2  —  2/i 

aa-a*    2/1-2/2 

h              k 

m             n 

2  ABO   r  AOC/ 


quantity  ind^pendante  de  X,;JL.  Done,  etc. 

Th6orfeme  analogue  dans  1'espace. 

Par  un  point  0  situ6  dans  Tint6rieur  d'un  angle  triedre  de  sommet  A,  on  m&ne 
un  plan  qui  coupe  les  aretes  du  triedre  dans  les  points  B,  C,  D.  Soient  v1,v2,vs  le 
valeurs  des  trois  pyramides  AOCD  ,  AODB ,  AOBC;  je  dis  que  la  somme 


V2V3 


est  constante,  de  quelque  maniere  qu'on  mene  le  plan  secant. 

Soient  xlt  yl ,  ^  ,  xz,  y^  % ,  — » x*,  2/5 ,  ^  les  coordonn^s  des  cinq  ponts  A,  0, B,  C, D ; 
#u  2/ij^i>%»  ^2»  ^2?  sont  des  quantit6s  donn6es  ainsi  que  les  a,  (3, 7;  on  aura 


y5— 
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done 


et  par  analogic 


1     xl     2/1 
1     x%    2/2 

1        #4        2/4 

1/y>  At 

^5        2/5 

6  v2  =  vX 

6  v3  ==  XUL 


«i  Pi 

*  —  ^i     2/2  —  2 


Ps 


7s 

7i 

7i 

72 


Ts 


=  vXB, 


A,  B,  C  sont  des  quantity  connues;  d'ou 


Mais  les  points  0,  A,  B,  C  6tant  dans  un  meme  plan,  on  a 


2/2 

2/3 
2/4 
2/5 


remplagant  %  par  X^  -f-  ^  ,  y3  par 


=  0, 


par 


,  etc.,  on  obtient 


72 

7s 


done 


JL  f  A/I?  4.  A/"^  4-  V^l  = 

fii  v  V  y2v3  "•"  V  vsv^  v  viv./  - 


D 


quantity  ind^pendante  de  X ,  (x ,  v . 
C'est  ce  qu'il  fallait  prouver. 


6. 

SECONDS  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  368  (CAYLEY).    [7] 


JFouveltes  Annalea  cle  Muthfaiatiques,  l.re  s&tie,  tome  XVJ  (1857)  p.  250. 


Toute  conique  qui  louche  les  c6t£s  du  triangle  ABC  (p  =  0,  #  =  0,  r  =  0)  est 
repr6sent6e  par  liquation  (SALMON,  Conic  sections,  3.e  Edition,  p.  247) 

Z2/  +  m*<£  +  n*i*  —  2  mnqr  —  2  nlrp  —  2  Impq  =  0  *)  , 

ou  l,m,n  sent  des  ind6termin6es.  Les  points  a  ,[3,  7  6tant  d6termin6s  respectivement 
par  les  couples  d'  Equations  simultan^es 

p  =  0,       q  —  r  =  0; 
f  =  0,      r—  25  =  0; 


la  conique  passera  par  les  points  a,p,7,  si  Ton  satisfait  aux  conditions 


n*  +Z2  —2nl  =0, 
Z2  +m2  —  2lm  =0  , 


ou  bien 

done  liquation  chereh^e  est 


JL 
*)  On  bien  (Zjp)2 


7. 

SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  369.    ['] 


NouvelUs  Annales  de  Afathematiqiies,  l.er  s6rie,  tome  XVI  (1857),  pp.  251-252. 


Soient 

2>  =  0,     g  =  0,     r  =  Q 

les  Equations  des  c6t6s  BC,  CA,  AB  (Tun  triangle  ABC; 

q  —  r  =  Q,    r  —  ^  =  0,    p  —  g  =  0 

sont  done  les  Equations  de  trois  droites  passant  respectivement  par  les  sommets  A,  B,  C 
et  se  rencontrant  au  meme  point  D;  soient  a,  £,7  les  points  oii  AD,  BD,  CD  ren- 
contrent  BC,  CA,  AB.  Soient 

Ip  -\-rnq  -\-nr    —  0  , 


les  Equations  de  deux  droites  R,  R!  qui  rencontrent  respectivement  BC,  CA,  AB  aux 
points  a,  ai;    6  A;    c,^;  par  consequent,  les  Equations  des  droites  Da,Dal9   son 


n 


Le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  DB,  DC,  Da,  Da, 

r  —  p  =  0, 

r~p—     (p  —  2)  =  0, 
wi  f 

n 

Cremona,  tomo  I. 
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M 

est  —  (SALMON,  Conic  sections,  p.  53)  et  le  rapport  anhannonique  des  droites  conju- 
m 

gu6es  DC,  DB,  Da,  Dal3 

P-2    =-0, 

r  —  p    =  0, 
p  —  q  —       (r—p)=0, 


W) 

est  —  ;  done  les  points  B,C,a,  a,0i  seront  en  involution  si  Ton  a 


Ainsi  les  conditions  n6cessaires  et  suffisantes  pour  que  les  trois  systemes  de  cinq  points 

B,  C,  a,  a,  al9 

C,  A,  p,  6,  6X, 
A  ,  B  ,  Y  ,  c  ,   d  , 

(a,p,Y  points  doubles)  soient  en  involution,  seront 


II  s'ensuit  qu'en  prenant  arbitrairement  la  droite  R, 

q  -}"  nr=Q  , 


la  droite  R!  sera 

I       m       n 


8. 


Rivista  Ubliografica.  —  BEITRAGE  ZUR  GEOMETRIE  DEB,  LAGE,  von 
DE.  GEOBG-  KAEL  CHEISTIAN  V.  STAUDT.  ord.  Professor  an  der  Univer- 
sitat  Erlangen.  Nurnberg,  Verlag  von  Bauer  und  Raspe,  1856-57.  [8] 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  I  (1858),  pp.  125-128. 


Questo  libro  merita  d'essere  considerate  sotto  due  aspetti:  come  saggio,  elementare 
in  vero,  della  geometria  di  posizione,  cosi  detta  nel  piu  stretto  senso  della  parola ;  e 
come  trattato  di  geometria  imaginaria  o  ideale. 

Sotto  il  primo  aspetto  F  autore  e  stato  si  scrupolosamente  fedele  al  titolo  del  libro 
e  si  e  occupato  in  modo  si  esdusivo  delle  proprieta  descrittive  delle  figure,  die  invano 
si  cercherebbe  il  concetto  di  quantita  in  quest' opuscolo,  solo  eccettuati  gli  ultimi 
cinque  paragrafi,  i  quali  —  al  dire  dello  stesso  autore —  non  sono  parte  essenziale 
del  libro,  ma  devono  risguardarsi  come  semplice  appendice.  Sotto  questo  punto  di 
vista,  mi  pare  che  il  sig.  STAUDT  avrebbe  fatto  un  lavoro  meno  utile  die  curioso.  Le 
proprieta  descrittive  e  le  proprieta  metriche  delle  figure  sono  cosi  strettamente  con- 
nesse  fra  loro,  che  &  sconveniente  e  svantaggioso  il  volerne  fare  un  si  complete  di- 
vorzio.  II  sig.  CHASLES  ha  rimproverato  la  medesima  esclusivita,  sebbene  non  tanto 
esagerata,  alia  celebre  Scuola  di  MONGE,  ed  ha  messo  in  piena  luce  la  maravigliosa 
>fecondita  della  simultanea  considerazione  de'  due  generi  di  proprieta*).  Tale  esclu- 
sivita potrebbe  condonarsi  sol  tanto  se  il  metodo  di  ricerca  e  di  dimostrazione,  adottato, 
si  rifiutasse  allo  studio  delle  relazioni  metriche;  ma  1' autore  si  serve  della  corrispon- 


*)  Vedi  ael  tomo  XI  del  Mtfmoires  couronnte  de  I'Academie  de  Bruxelles  YApergw  histo- 
rique  a  pag.  264,  ed  il  M&moire  de  gfom&rfe  a  pag.  775. 
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denza  omografica  e  correlative^  delle  figure,  potentissimo  strumento  die  da  tutte  le  pro- 
prieta projettive,  eppero  non  solo  le  descrittive,  ma  anche  le  metriche  involgenti 
rapporti  di  segment!  rettilinei,  di  aree  di  figure  piane  e  di  yolumi.  Mi  pare  che  queste 
proprieta  possano  ben  entrare  in  un  trattato  della  geometria  di  posizione. 

Ma,  fatta  astrazione  da  questa  soverchia  esclusivita,  entro  i  limit!  che  1'autore  si 
e  prefissi,  il  suo  lavoro  ha  molti  pregi  ed  6  fatto  nello  spirito  della  geometria  mo- 
derna.  —  Egli  chiama  forma  elementare  un  sistema  d'  element!  geometric!  della  stessa 
specie  (punti,  piani,  rette),  e  considera  le  forme  elementari  di  due  ordini.  Tre  spettano 
al  primo  ordine,  e  sono:  sistema  di  punti  in  linea  retta  — fascio  piano  di  rette  passanti 
per  uno  stesso  punto  —  fascio  di  piani  passanti  per  una  stessa  retta.  Cinque  forme 
appartengono  al  second7 ordine:  sistema  di  punti  in  una  conica  — fascio  di  rette  tan- 
genti  ad  una  conica —  fascio  di  rette  generatrici  di  un  cono  di  second' ordine  —  fascio 
di  piani  tangenti  ad  un  cono  di  second5  ordine —  fascio  di  rette  generatrici  (d'uno 
stesso  modo  di  generazione)  di  un' iperboloide  ad  una  falda.  I  principj  di  omografia 
e  di  dualita  pennettono  di  estendere  un  teorema,  che  abbia  luogo  per  una  delle  forme 
piu  semplici,  alle  forme  piii  complesse.  Ogniquabolta  1'  indole  della  quistione  lo  con- 
ceda,  1'autore  enuncia  le  proposizioni  per  modo  che  convengano  non  ad  una  sola  forma, 
ma  a  parecchie  o  anco  a  tutte  quelle  d'uno  stesso  ordine.  Per  esempio:  "  quattro 
elementi  della  stessa  specie,  post!  in  uno  stesso  piano  o  passanti  per  uno  stesso  punto, 
tre  qualunque  de'  quali  non  appartengono  ad  una  stessa  forma  elementare  di  primo 
ordine,  individuano  una  forma  elementare  di  second* ordine,  a  cui  questi  elementi  ap- 
partengono e  nella  quale  essi  abbiano  un  dato  rapporto  anarmonico*)  „. 

Collo  stesso  spirito  di  generalita,  1'autore  espone  i  principj  della  geometria  ima- 
ginaria  —  ardita  concezione,  che  si  puo  dir  sorta  dalla  scuola  di  MONGE,  e  che,  op- 
portunamente  applicata,  e  un  potente  mezzo  d'  inyenzione. —  Si  chiamano  ideali  gli 
elementi  doppi  di  una  forma  di  prim' ordine  in  involuzione,  la  quale  non  abbia  ele- 
menti doppi  reali.  L'autore  considera  due  specie  di  rette  ideali.  Rette  ideali  di  prirna 
specie  sono  le  rette  doppie  d'un  fascio  di  rette  di  prim' ordine  in  involuzione.  Rette 
ideali  di  seconda  specie  sono  le  rette  doppie  d'un  sisteina  in  involuzione  di  rette 
generatrici  (d'uno  stesso  modo  di  generazione)  d'un  iperboloide,  Due  rette  ideali  di 
specie  diverse  differiscono  in  do,  che  Tuna  ha  un  punto  reale  e  giace  in  un  piano 
reale,  mentre  la  retta  ideale  di  seconda  specie  ne  ha  alcun  punto  reale,  n&  giace  in  alcun 
piano  reale.  L'autore  parte  da  queste  definizioni  per  istabilire  le  proprieta  degli  ele- 
menti ideali  nelle  forme  reali,  e  le  propriety  delle  forme  ideali  contenute  in  sistemi  real  i 


*)  L'espressione:  rapporto  anarmonico  non  si  trova  in  questo  libro,  ma  vi  si  fa  uso  di  una 
locuzione  equivalente  che  non  involge  il  concetto  di  quantitti. 
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II  vantaggio  che  ricava  F  autore  da  questa  geometria  imaginaria  e  quello  di  sem- 
plificare  e  generalizzare  il  linguaggio  della  scienza,  abbracciare  in  un  solo  enunciato 
universale  molti  teorerni  in  apparenza  eterogenei,  e  cancellare  le  eccezioni  nascenti 
da  quelle  parti  di  una  figura  che  possono  essere  reali  o  ideali.  Ma  lo  scopo  piii  im- 
portante  della  geometria  imaginaria,  quello  di  trasformare  le  proprieta  di  figure  ideali 
in  effettive  proprieta  di  figure  completamente  reali  (della  qual  mirabile  trasformazione 
ha  dato  un  bell'esempio  il  sig.  CHASLES  deducendo  le  proprieta  de'coni  di  second'  ordine 
da  quelle  di  un  cerchio  ideale  *)  ),  tale  scopo,  io  dico,  forse  non  entrava  nefle  viste 
dell'  autore. 

Lo  strumento  di  cui  fa  uso  F  autore  e  la  corrispondenza  proiettiva  delle  figure. 
I  paragrafi-19,  20,  21,  27,  28  contengono  proprieta  d'un  sistema  di  quattro  element! 
reali  o  ideali  d'  una  data  forma  elementare,  il  rapporto  anarmonico  de'  quali  e  la 
somma  o  il  prodotto  o  una  potenza  o  una  radice  di  rapporti  anarmonici  d'altri  si- 
stemi.  I  paragrafi  15  e  seg.  versano  sulle  principali  proprieta  delle  catene.  Dicesi 
catena  un  sistema  d'  elementi  appartenenti  ad  una  stessa  forma  elementare,  ciascun 
de'  quali  insieme  a  tre  element!  fissi  della  stessa  forma  costituisce  un  complesso  di 
quattro  elementi  aventi  il  rapporto  anarmonico  reale.  Due  catene  in  una  stessa  forma 
differiscono  fra  loro  pe'  tre  elementi  fissi.  L'autore  considera  le  catene  contenute  in 
una  stessa  forma  o  in  due  forme  proiettive  fra  loro. 

II  libro  e  interamente  scritto  nello  stile  .moderno  della  pura  geometria.  Pero  F  au- 
tore indica  al  paragrafo  29  alcuni  metodi  analitici,  opportuni  per  le  ricerche  nella 
geometria  di  posizione.  Ecco  in  che  consistono  tali  metodi: 

1.°  Siano  A,  B,  C  tre  elementi  individual  ed  M  un  elemento  qualsivoglia  d'una 
stessa  forma  elementare;  chiamasi  ascissa  delFelemento  M  rispetto  al  sistema  ABC 
il  rapporto  anarmonico  del  complesso  ABCM.  Ciascun  valore  particolare  dell'  ascissa  x 
individua  un  elemento  della  forma  proposta. 

Se  in  una  stessa  forma  si  assumano  due  sisteini  d'elementi  fissi  ABC,  EFOf  e 
siano  x,y  le  ascisse  d'un  medesimo  elemento  qualunque  M  rispetto  a  qua'  due  si- 
stemi,  si  avranno  per  la  trasformazione  delle  ascisse  le  formole 


^  . 

f  —  e  '  $  —  g  '  6  —  a  '  y  —  c 

ove  e,f,g  sono  le  ascisse  degli  elementi  E,  F,  G  rispetto  al  sistema  ABC,  ed  a,  ~b,  c 
sono  le  ascisse  degli  elementi  A,B,C  rispetto  al  sistema  EFGL 


*)  CHASLES,  Trctite  de  G&mttrie  sup&rieure. 
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Date  due  forme  elementari,  e  nelFuna  il  sistema  ABC,  nell'altra  il  sistema  E'F'G', 
sia  x  1'ascissa  d'un  elemento  M  della  prima  forma  rispetto  al  sistema  ABC,  ed  y 
1'ascissa  d'un  elemento  M'  della  seconda  forma,  rispetto  al  sistema  E'F'G'.  Gli  ele- 
ment! M,  M'  si  chiamano  corrispondenti  ;  se  fra  le  loro  ascisse  ha  luogo  una  relazione 
della  forma 


ove  a,  |3,Y,8  sono  costanti,  ed  ao  —  (3?  non  e  zero,  le  due  forme  sono  projettive. 

2.°  Cinque  punti  A,  B,  C,  C',  C",  disposti  comunque  nello  spazio,  si  suppongano 
individuati.  Ogni  punto  M  dello  spazio  sara  determinato  da'  tre  piani  passanti  per  esso 
e  rispettivamente  per  le  rette  C"C',  CC",  C'C.  I  rapporti  anarmonici  de'  tre  sistemi 
di  quattro  piani  C"C'(ABCM),  CC"(ABC'M),  C'C(ABC"M)  sono  le  coordinate  del 
punto  M. 

3.°  Cinque  piani  A,B,C,C',C"  qualunque  si  suppongano  individuati.  Qualsi- 
voglia  altro  piano  M  sara  individuato  dai  tre  punti  in  cui  esso  e  incontrato  dalle  rette 
C'C',  CC",  C'C.  I  rapporti  anarmonici  de'  tre  sistemi  di  quattro  punti  C"C'(ABCM), 
CC"(ABC'M),  C'C(ABC"M)  sono  le  coordinate  del  piano  M. 

4.°  Si  suppongano  individuate  tre  rette  generatrici  a,6,c  (d'uno  stesso  modo 
di  generazione)  d'un  iperboloide  ad  una  falda,  e  tre  rette  generatrici  l,m,n  (del- 
r  altro  modo  di  generazione)  della  stessa  superficie,  Un  punto  qualunque  M  non  posto 
sulla  superficie  e  determinato  dai  piani  condotti  per  esso  e  rispettivamente  per  le 
rette  l,m,n;  le  sue  coordinate  sono  i  rapporti  anarmonici  de'  tre  sistemi  di  quattro 
piani  Z(a6cM),  w(a&cM)  ,  n(abcM.).  Se  il  punto  M  e  nella  superficie,  all'intersezione 
delle  due  generatrici  rettilinee  p,  q_  appartenenti  ordinatamente  ai  sistemi  abc...  ,  hnn...  , 
le  coordinate  di  detto  punto  M  sono  i  rapporti  anarmonici  de'  fasci,  abcp,  Imnq. 

Desidero  che  questo  breve  cenno  invogli  i  giovani  studiosi  della  geometria  alia 
lettura  del  pregevole  opuscolo  del  sig.  STAUDT. 

1  marzo  1858. 


9. 

SULLE  LINEE  DEL  TERZ'ORDINE  A  DOPPIA  CURVATURA. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  I  (1858),  pp.  164-174,  278-295. 


1.  Le  belle  proprieta,  finora  note,  delle  linee  del  terz'ordine  a  doppia  curvatura 
(che  io  cliiamero  breveinente  oubiche  gobbe)  trovansi  tutte,  per  quanto  io  sappia,  nella 
nota  33a.  AolVAperfu  Mstorigue  del  sig.  CHASLES,  e  in  due  altri  lavori  del  medesimo 
geometra,  Funo  inserito  nei  Comptes  rendus  dell'Accademia  francese  (1843)  e  Paltro 
nel  giornale  del  sig.  LIOUVILLE  (novembre  1857).  Tali  proprieta  vi  sono  pero  sempli- 
cemente  enunciate,  ed  io  non  so  se  alcuno  le  abbia  ancor  dimostrate.  In  questa  me- 
moria  si  propone  un  metodo  analitico  per  Io  studio  di  linee  si  important!:  il  qual 
metodo  conduce  a  brevi  dimostrazioni  dei  principal!  teoremi  contenuti  nelP  ultima 
memoria  del  sig.  CHASLES,  ed  anclie  di  alcuni  altri  non  enunciati  finora.  Se  pero  questo 
scritto  fosse  per  destare  qualche  interesse  dal  lato  geometrico,  io  me  ne  professerei 
interamente  debitore  allo  studio  delle  memorie  delPillustre  geometra  francese. 

2.  Due  coni  di  second' ordine  abbiano  ima  generatrice  rettilinea  comune.  Siano 
B  =  0,  0  =  0  le  equazioni  dei  piani  tangenti  ai  due  coni  lungo  questa  generatrice. 
Questi  piani  segheranno  il  secondo  e  il  primo  cono  rispettivamente  in  altre  due  ge- 
neratrici;  i  piani  tangenti  lungo  le  medesime  siano  A  =  0,  D  =  0.  Le  equazioni  dei 
due  coni  potranno  quindi  scriversi  cosi: 

1)  BD  —  C2  =  0,      AC  — B2  =  0 

e  la  cubica  gobba  comune  ai  due  coni  potra  rappresentarsi  colle  equazioni: 

2)  A :  B  :  C :  D  =  co3 :  co2 :  co  :  1 . 

Un  valore  particolare  di  co  si  dira  parametro  del  punto  da  esso  individuate  sulla  linea  2). 
I  vertici  dei  due  coni  1)  sono  punti  della  linea  ed  hanno  per  rispettivi  parametri  T  infi- 
nito  e  Io  zero. 


40  STIFLE  LINEE  DEL  TERZ'ORDINE  A  DOPPIA  CUKVATURA. 

La  retta  congiungente  due  punti  (w  ,  8)  della  linea  puo  rappresentarsi  colle  equazioni  : 
A  —  (o>-H)B  +  co6C  =  0,       B  —  (co  +  6)04-^13  =  0 

quindi  le  equazioni  della  tangente  al  punto  o>  sono: 

A  —  2a>B  +  a*2C  =  0  ,       B  —  2a>CH-u2D  =  0. 

Se  da  queste  due  equazioni  si  elimina  co  si  lia  la: 

3)  (AD  —  BC)2  —  4  (BD  —  C2)  (AC  —  B2)  =  0 

dunque  la  superficie  sviluppabile  luogo  delle  tangenti  alia  cubica  gobba  e  del  quart1  or- 
dine  (39)*),  L'equazione  del  piano  passante  per  tre  punti  (o>,  0,  e)  della  cubica  gobba  6: 

A—  (o>  +  9  +  e)  B  +  (6s  +  sco  +  o>6)  C  —  co6s  D  =  0 

e  quella  del  piano  osculatore  al  punto  6>: 

A  —  3o>B  +  3o)2C—  co3D  =  0. 
3.  II  rapporto  anarmonico  de1  quattro  piani: 

A 


e  —  --  -  .  -  --  -,  eppero  indipendente  da  <o,8.  Cioe:  il  rapporto  anarmonico   de1 

Sj,  -  %         S2  -  S4 

quattro  piani  passanti  rispettivamente  per  quattro  punti  fissi  della  cubica  e  per  una 
stessa  corda  qualunque  di  essa  linea  e  una  quantita  costante.  Questa  quantita  puo  de- 
nominarsi  rapporto  anarmonico  de'  quattro  punti  della  cubica  gobba  (9,  10). 

La  retta  tangente  al  punto  o>  incontra  il  piano  osculatore  al  punto  6  nel  punto: 

A:B:  C:  D  =  3co26  :  o>(29-J-(o):  6  +  2co:  3 

quindi  le  equazioni  de'  quattro  piani  passanti  per  una  stessa  retta  B  =  0  =  0  e  rispet- 
tivamente pe1  quattro  punti  in  cui  la  tangente  della  cubica  gobba  al  punto  co  incontra 
i  piani  osculatori  ai  punti  (els  s2,  e3,  e4)  si  otterranno  ponendo  successivamente 
en  e2,  e3,  e4  in  luogo  di  6  nella: 


quindi  il  rapporto  anarmonico  dei  nominati  quattro  punti  della  tangente  sara  £l  ••*? .  -3 £ 


*)  I  numeri  citati  fra  parentesi  sono  quelli  dell'tatim^  memoria  del  sig.  CHASMS, 
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quantita  indipendente  da  co.  Ossia:  il  rapporto  anarmonico  de'  quattro  punti  in  cui 
quattro  piani  osculatori  fissi  sono  incontrati  da  una  tangente  qualunqiie  e  costante  (51). 
Se  questa  quantita  costante  si  denomina  rapporto  anarmonico  de*  quattro  piani  oscit- 
latori  della  cubica  gobla,  potremo  enunciare  Timportante  teorema:  il  rapporto  anar- 
monico di  quattro  piani  osculatori  d'una  cubica  gobba  e  eguale  al  rapporto  anarmonico 
de'  quattro  punti  di  contatto.  Quindi  i  piani  osculatori  d'  una  cubica  gobba  formano 
una  figura  correlativa  a  quella  formata  dai  punti  di  contatto  (48). 

4.  Le  equazioni  2)  si  possono  ottenere  anche  dal  teorema  che  segue.  Abbiansi  nello 
spazio  due  fasci  di  rette  omografici,  e  sia  B  —  coC~0  il  piano  di  due  raggi  omo- 
loghi  [9].  I  due  raggi  potranno  rappresentarsi  colle  equazioni: 

A  —  o>B  =  0,    B— toC=0;      C  —  o>D  =  0,     B  —  0)0  =  0 

da  cui  eliminando  CD  si  hanno  le  equazioni  2),  ossia:  il  luogo  del  punto  d' intersezione 
di  due  raggi  omologhi  e  una  cubica  gobba  passante  pe'  centri  de'  fasci.  Considerando 
il  piano: 

come  appartenente  al  primo  fascio,  il  piano  omologo  sara: 

B-(9  +  to) 


quindi  la  retta  ad  essi  comune  incontra  la  cubica  gobba  in  due  punti  (8). 

Dimostro  il  teorema  reciproco.  Si  consider!  un  fascio  di  rette  congiungenti  il  punto  o> 
della  linea  2)   ad  altri  punti  a^afe,  ...   della  medesima.  Le  equazioni   d'un   raggio 
^[ualunque  saranno: 

A—  o)B—  ^(B~(oC)  =  0  ,      B  —  oiC—  x(C  —  ojD)  =  0. 

Immaginando  un  secondo  fascio  di  rette  congiungenti  il  punto  6  ai  punti  xl  ,  x2  ,  .  .  .  , 
il  raggio  di  questo  fascio  corrispondente  al  punto  x  sara: 


A  —  9B—  z(B  —  6C)  =  0  ,      B  —  60  —  x(G  — 

quindi  i  due  fasci  sono  omografici  (5,  6). 

5.  Ricordata  1'equazione  del  piano  osculatore  al  punto  co,  se  si  cerca  di  determi- 
nare  co  onde  questo  piano  passi  per  un  dato  punto  di  coordinate  a:  b:  c:  d,  si  ha 
1'equazione  di  terzo  grado: 

a  —  -3  w6  -["  3^°  —  a>3<Z=;0, 


42  SULLE  LINEE  DEL  TERZ' ORDINE  A   DOPPIA   CURYATURA. 


Dunque  per  un  dato  punto  dello  spazio  si  possono  condurre  ad  una  cubica  gobba  al 
piu  tre  piani  osculatori  (40).  Chiamando  co1?o)2jco3  le  tre  radici,  supposte  reali, 
della  precedente  equazione,  il  piano  passante  pe'  tre  punti  di  contatto  sara  rappre- 
sentato  dalla: 


A  —  (WL  -f  o>2  +  w3)  B  -f-  (co2a>3-f-  o)3w1-)-o)1(o2)  C  —  cOjCOg^D  =  0 
ossia,  per  le  note  relazioni  fra  i  coefficient!  e  le  radici  d1  un'  equazione  : 

dA.  —  aD  +  3  (bC  ~  cB)  =  0 

equazione  soddisfatta  da; 

A:B:C:D  =a:b:c:d; 

ossia:  quando  per  un  dato  punto  dello  spazio  si  ponno  condurre  tre  piani  osculatori 
ad  una  cubica.  gobba,  il  piano  de1  tre  punti  di  contatto  passa  pel  punto  dato  (41),  Di 
qui  emerge  una  semplice  regola  per  costruire  il  piano  osculatore  in  un  dato  punto  <», 
quando  sian  dati  tre  piani  osculatori  e  i  loro  punti  di  contatto  <»>i,  o>2,  co3.  Sia  a  il 
punto  comune  al  piano  <«>  o^  co2  ed  ai  piani  osculatori  in  o^  ,  <o2  ;  p  il  punto  comune  al 
piano  oxo!  CDS  ed  ai  piani  osculatori  in  a>i,<o3;  il  piano  a(3w  sara  il  richiesto. 

6.  Trovero  F  equazione  della  superficie  conica  che  passa  per  la  linea  2)  ed  ha  il 
vertice  in  un  punto  qualunque  dello  spazio.  Questo  punto  sia  quello  comune  ai  tre 
piani  osculatori  della  eubica: 


A  =  0,     D  =  0,     A  —  36B-+-392C 

Le  equazioni  della  retta  passante  per  quel  punto  ed  appoggiata  alia  linea  2)  nel  punto 
variabile  co  sono: 

o)2(B  —  6C)  —  (co  —  e)A  =  0?     w(o>  —  9)D  +  6C  —  B  =  0 
da  cui  eliminando  o>  si  ha  per  la  superficie  conica  richiesta  Fequazione; 
(B  —  6C)3  —  AD  (A  —  30B  +  362C  —  63D)^0 


ovvero 

(«  +  y  +  «)3  —  27xyz  =  0  o  anche       a;  »"  +  yT  +  ^T  _  0 
ove  si  e  posto: 

A  =  o;5      _e3D-=?/5  63D-302C-f  36B-A  =  ^. 

Dunque  il  cono  passante  per  una  cubica  e  avente  il  vertice  in  un  punto  qualunque 
dello  spazio  e  del  terz'ordine  e  della  quarta  classe.  Supposto  che  pel  vertice  del  cono 
passino  tre  piani  osculatori  della  cubica  gobba,  ciofe  che  i  piani  x*=*Q,  y*=Q,  *  =  o 
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siano  tutti  e  tre  reali,  il  cono  ha  tre  generatrid  reali  dy  inflessione  ed  una  generatrice 
doppia  conjugata.  Le  tre  generatrid  <T  inflessione  sono  nel  piano  x  +  y  +  %  =  0 ,  che 
e  quello  passante  pe'  tre  punti  di  contatto  della  cubica  gobba  co'  piani  osculatori 
x  =  y=z%  =  Q.  Questi  medesimi  piani  sono  tangenti  al  cono  lungo  le  generatrid 
d'inflessione.  La  generatrice  conjugata  e  rappresentata  dalle  equazioni  #  =  ?/  =  #. 

Se  pel  vertice  del  cono  passa  un  solo  piano   osculatore  reale  #  — 0,  indicando 
con  w  =  0,  v  =  Q  le  equazioni  di  due  piani  reali  passanti  per  quel  punto,  si  avra: 

y  ==u  -4-  #y — 1 5    #  =  u — ^  V — i 

quindi  1'equazione  del  cono  potra  scriversi  cosi: 


x  ((x—uf  —  3v*  —  ~  (x  —  uf  =  0  ; 
\  /       y 

quindi  nel  caso  attuale  il  cono  in  quistione  ha  una  sola  generatrice  reale  d'inflessione 
ed  una  generatrice  doppia  nodale.  II  cono  e  toccato  lungo  la  generatrice  d'  inflessione 
dal  piano  x  =  0  osculatore  della  cubica,  e  lungo  la  generatrice  nodale  dai  due  piani 
x  —  u±v\/3  —  Q.  Se  il  vertice  del  cono  passante  per  la  cubica  gobba  e  su  di  una 
retta  tangente  a  questa  linea,  quel  cono  e  ancora  del  terz1  ordine,  ma  della  terza  classe. 
II  vertice  sia  al  punto: 

A  =  0,    B^O,     C  —  MD  =  E=:0 

situato  sulla  tangente  A=  B  =  0  .  In  questo  caso  Tequazione  del  cono  puo  scriversi  cosi: 
A2(A—  96B4-  27A2E)  —  (A  —  3^B)3  =  0 

quindi  il  cono  ha  una  generatrice  di  regresso: 

A  =  0,     B==0 
e  una  generatrice  d'inflessione: 

A—  9/^B  +  27fe2E  =  0  ,      A  —  3AB  =  0  ; 

lungo  queste  generatrici  il  cono  e  toccato  rispettivamente  dai  piani: 

A  =  0  ,     A—  97&B  ~h  27A2E  =  0 


che  sono  osculatori  della  cubica  gobba. 

Da  ultimo  se  il  vertice  del  cono  e  nel  punto  6  della  cubica  .  gobba,  la  sua  equa- 
zione  sara: 

(A  —  8B)  (C—  6D)  —  (B  —  6C)2=  0 
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dungue  ogni  superficie  conica  passante  per  una  cubica  gobba  ed  avente  il  vertice  in 
essa  e  di  second1  oi'dine  (2). 

7.  Da  quanto  precede  consegue  che  la  prospettiva  dt  una  cubica  gobba  e  una  cubica 
piana  della  quarta  classe,  avente  un  punto  cloppio,  il  quale  e  conjugate  o  un  nodo 
secondo  che  pel  punto  di  vista  si  ponno  condurre  alia  cubica  gobba  tre  piani  osculatori 
reali  o  un  solo  (18).  Se  il  punto  di  vista  e  in  una  retta  tangente  della  cubica  gobba, 
la  prospettiva  di  questa  e  una  cubica  "piana  avente  un  punto  di  regresso,  e  se  il  punto 
di  vista  e  sulla  cubica  gobba  medesima,  la  prospettiva  e  una  linea  di  second'  ordine. 

La  reciproca  di  quest'  ultima  proprieta  si  trova  enunciata  nAVApergu  nel  seguente 
modo  :  il  luogo  de'vertici  dei  coni  di  second'ordine  passanti  per  sei  punti  dati  contiene 
la  cubica  gobba  individuata  da  yuesti  sei  punti  [10].  Questo  teorema  somministra  una 
semplice  regola  per  costruire  per  punti  una  cubica  gobba  di  cui  sono  dati  sei  punti 
a,t>,c,d,e,f.  I  due  fasci  di  rette  a(lcdef},  l(acdef]  si  seghino  con  un  piano  qua- 
lunque  passante  per  la  retta  cd.  Si  otterranno  cosi  due  sistemi  di  cinque  punti,  ne7  quali 
tre  punti  sono  •  comuni.  Le  due  coniche  individuate  da  quest!  due  sistemi,  avendo  tre 
punti  comuni,  si  segheranno  in  un  quarto  punto,  il  quale  apparterra  alia  cubica  gobba. 

8.  Ricerchiamo  la  natura  della  linea  risultante  dal  segare  con  un  piano  il  fascio 
delle  rette  tangenti  alia  cubica  gobba,  ossia  la  superficie  3).  II  piano  segante  sia 
B  —  60  ==0  che  passa  per  tre  punti  della  cubica  corrispondenti  ai  parametri  zero,  infi- 
nite e  6.  Postof11]: 

C  =  e2*/,    _6D-C  =  *,    B—  8C  =  w       ' 


la  sezione  riferita  alle  rette  ^  =  0  (#  =  0,  y  =  0  ,  #  =  0)  sara  rappresentata  dalla 
equazione: 

4) 
ovvero 


eppero  la  sezione  e  una  linea  del  quart'  ordine;  essa  e  poi  della  terza  classe  perchfe 
ha  tre  cuspidi  o  punti  di  regresso  (44).  I  cuspidi  sono  i  punti  y==^  =  0;  £==#  =  0; 
#  =  2/==0  comuni  alia  cubica  gobba  ed  al  piano  segante  w  —  Q.  Le  rette  tangenti 
alia  linea'4)  ne'  tre  cuspidi  sono  y  —  #=Q,  #  —  ^  =  0,  x  —  y  —  0;  esse  concorrono 
nel  punto  z—y—x  il  quale  e  quello  comune  ai  tre  piani  osculatori  della  linea  2) 
ne'  punti  che  sono  cuspidi  della  linea  4). 

Se  la  superficie  3)  vien  segata  da  un  piano  tangente  alia  cubica  gobba,  per  es.  dal 
piano  B=0,  che  passa  per  la  tangente  al  punto  di  parametro  zero  e  sega  la  linea  al 
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punto  di  parametro  infinite*,  la  sezione  risulta  composta  della  retta  A  =  B  =  0  e  della 
cubica  piana: 

B  =  0,     AD2  +  4C3  =  0 

per  la  quale  il  punto  B=C=D=0  (cioe  il  punto  della  cubica  gobba  di  parametro 
infinite)  e  un  cuspide,  e  il  punto  B  =  C  —  A  =  0  (cioe  il  punto  della  cubica  gobba 
di  parametro  s&ro)  e  un  punto  d'inflessione.  Le  tangenti  alia  cubica  piana  in  questi 
punti  sono  B  =  D  =  0,  B  =  A  =  0  rispettivamente.  Da  ultimo,  se  la  superficie  3) 
vien  segata  dal  piano  A  =  0  osculatore  della  cubica  gobba  nel  punto  di  parametro 
#ero,  si  ottiene  la  conica: 

A  =  0, 


che  e  tangente  alia  retta  A  =  B  =  0  nel  punto  della  cubica  gobba  di  parametro  #ero. 
9.  Pe'  tre  punti  della  cubica  gobba  di  parametri  0ero,  infinite  e  6  passa  il  piano 
B  —  6C  =  0.  Questi  punti  determinano  un  triangolo,  i  lati  del  quale  sono: 


B  —  9C  =  0       C  =  0,     A  —  62C  =  0,     6D  —  C  = 
Pongo  : 


=  ^5     B  —  $C  =  iv: 
1'equazione  d'una  conica  inscritta  nel  triangolo  suddetto,  riferita  alle  tre  rette 

^===0     (a?  =  ^  =  ^r  =  0) 
sara: 

_L  JL  _L 

(lx)*  +  (myY  +  (W)2  =  0  . 

II  piano  passante  per  altri  tre  punti  91?  62,  63  della  cubica  gobba  sega  il  piano  w  =  0 

nella  retta: 

(6-60(6  —  62)  (6—  63)^—  6^  +  6,8,63^  =  0; 

la  condizione  perche  questa  retta  toccM  la  conica  e: 

m          * 


___    _  __  _ 

(6_61)(6-62)(6—  98)        63  ^  6,6,63      u- 

Assunto  un  altro  punto  64,  Fanaloga  condizione  perche  la  retta  comune  intersezione 
del  piano  616264  e  del  piano  w  —  0  sia  tangente  alia  stessa  conica  sara 

I  m          n      _ 

AS  ~T  n  o  a         u  • 


(6  —  60(6— 02)  (9  —  64 
Da  queste  due  equazioni  si  ha: 

I :  m :  n  =  (6 — OJ  (6  —  6S)  (6  —  63)  (6— 84) : 
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La  simmetria  di  questi  valori  mostra  che  anche  le  rette  nelle  quali  il  piano  w  =  0 
e  segato  dai  piani  6i8384,  8.26384  sono  tangenti  alia  medesima  conica.  Ossia:  se  un 
piano  sega  una  cubica  gobba  in  tre  punti,  le  rette  congiungenti  questi  punti,  e  le  rette 
secondo  le  qiiali  il  piano  e  segato  dalle  facce  del  tetraedro  che  ha  i  vertici  in  altri  quattro 
punti  della  medesima  cubica  gobba,  sono  tangenti  ad  una  stessa  conica.  Di  questo  teo- 
rema  e  conseguenza  una  elegante  regola  enunciata  dal  sig.  CHASLBS  per  costruire  per 
punti  la  cubica  gobba,  della  quale  sono  dati  sei  punti  (12). 

10.  La  conica  ora  determinata  varia  nel  piano  ^==0  col  variare  il  tetraedro 
"i  6S8384,  mantenendosi  pero  sempre  inscritta  nel  triangolo  xyx>.  E  evidente  che  se 
si  tengono  fissi  i  punti  6L6363  e  si  fa  variare  64,  le  co niche  corrispondenti  a  tutt'i 
tetraedri  che  hanno  tre  vertici  comuni  sono  inscritte  nello  stesso  quadrilatero.  La 
quarta  tangente  comune  e  la  retta  conmne  intersezione  del  piano  w  =  0  e  del  piano 
9i6283.  Questa  retta  corrisponde  al  triangolo  9i6283.  Tenendo  fissi  i  punti  8^1  e  va~ 
riando  83,  le  rette  corrispondenti  agrinfiniti  triangoli  che  hanno  due  vertici  comuni 
passano  per  uno  stesso  punto  (6— 9J  (6— 88)'#  =  8V  =  6162#  il  quale  e  la  traccia  della 
retta  Ql^  sul  piano  w  =  Q.  Questo  punto  corrisponde  alia  corda  8188  della  cubica 
gobba.  Se  teniam  fisso  il  punto  6X  e  variaino  82,  quel  punto  descrivera  la  conica: 

661  «#  — (6—61)6^4-  (6— 906.^  =  0 
ossia 

ly%  4-  mxx  4-  nxy  =  0  ove          -  4.  JL  4. 1  -.  0 

I       in   '   n 

la  quale  risulta  segando  col  piano  ^  =  0  il  cono  che  ha  il  vertice  al  punto  ^  e  passa 
per  la  cubica  gobba.  Variando  anche  6X  le  infinite  coniche  analoghe  alia  precedente 
sono  inviluppate  dalla  linea  del  quart' ordine: 


ovvero 

--i  -1  _i 

X       ^    4-  y        2    4.   ^        2   = 

la  quale  o  la  medesima  risultante  dal  segare  la  superficie  3)  col  piano  w  =  Q.  Ossia: 
le  conic-he  risultanti  dal  segare  con  un  piano  qitalunque  i  coni  di  second'ordine  passanti 
per  ma  cubica  gobba  sono  inviluppate  dalla  linea  del  quart9 ordine  che  si  Jia  segando 
col  piano  medesim.o  il  fascio  delle  rette  tangenti  alia  cubica  gobba. 

11.  Si  consider!  il  punto  dello  spazio  pel  quale  passano  i  tre  piani  osculatori  della 
cubica  gobba: 

A  =  0,     D  =  0y     A  — 
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Posto 

A  =  OJ,     —  63D-?/,     63D  —  362C 

1'equazione  d'un  cono  di  second'  ordine  circoscritto  al  triedro  formato  dai  tre  pian 
x  =    =  %  =  Q  sara 


I  tre  piani  osculatori  in  tre  altri  punti  6^62,63  s'incontrano  nel  punto: 
A:  3B:  30:  V  =  QM:  6263  +  6361  +  6162  :  81  +  02  +  63:  1 
e  le  equazioni  della  retta  congiungente  questo  punto  al  vertice  del  triedro  xy%  saranno: 

x:  y:  £  =  W3  :  —  63  :  (6  —  9j  (6  —  62)  (0  -  68) 
quindi  la  condizione  perche  questa  retta  sia  nel  cono  anzidetto  sara: 

_  £   , 

A3     1 


M203     e3"7"  (0— e,)  (6— e,)  (6-63)  -u- 

Cosi  la  condizione  perche  il  cono  medesimo  contenga  anche  la  retta  congiungente  il 
punto  xyx,  al  punto  comune  a'  tre  piani  osculatori  ne'  punti  Gj  02  64  sara : 




6,9,6,      63(6-61)(6-62)(6_64) 

dalle  quali  si  ha: 

X:  JL:  v  =  818tese4:  64:  (6  —  6J  (6  —  62)  (6  —  68)  (6  —  64) 

quindi  lo  stesso  cono  contiene  anco  le  rette  congiungenti  il  punto  xyz  al  punto  co- 
mune ai  piani  osculatori  ne'  punti  816S84  ed  al  punto  comune  ai  piani  osculatori  nei 
punti  636364.  Ossia:  gli  spigoli  del  triedro  formato  da  tre  piani  osculatori  di  una  cublca 
gobba,  e  le  rette  congiungenti  il  vertice  di  questo  triedro  ai  yertici  del  tetraedro  formato 
da  altri  quattro  piani  osculatori  sono  generatrici  di  uno  stesso  cono  di  second' ordine. 

Si  dimostra  facilmente  anche  il  teorema  reciproco  e  se  ne  deduce  la  seguente  regola 
per  costruire  i  piani  osculatori  d'una  cubica  gobba,  quando  ne  siano  dati  sei.  Due 
de'  piani  dati  si  segano  in  una  retta,  sulla  quale  si  fissi  un  punto  ad  arbitrio.  Si  unisca 
questo  punto  ai  vertici  del  tetraedro  formato  dagli  altri  quattro  piani  dati;  si  co- 
struisca  il  cono  che  passa  per  le  quattro  congiungenti  e  per  la  retta  comune  ai  primi 
due  piani.  Questi  due  piani  segheranno  il  cono  in  due  altre  rette,  il  piano  delle  quali 
sara  uno  de'  piani  richiesti. 

12.  II  cono  determinate  nel  teorema  del  n,°  11  varia  col  variare  il  tetraedro 
81 62  6304.  Tenendo  fissi  i  primi  tre  punti  e  variando  il  quarto,  ottiensi  una  serie  di 
coni  circoscritti  ad  uno  stesso  angolo  tetraedro.  La  quarta  generatrice  comune  e  la 
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retta  congiungente  il  punto  xyz  al  punto  comune  ai  piani  osculatori  ne'  punti  QI  Q*  03 . 
Questa  retta,  quando  varii  il  punto  63  restando  fissi  8X  62 ,  genera  il  piano  : 

_^_  ,  y_  , *          =  0 

816*      8^(6-60  (6-6J 

il  quale  passa  per  la  retta  comune  intersezione  de'  piani  osculatori  a'  punti  8X  92 .  Va- 
riando  62  il  piano  anzidetto  inviluppa  il  cono: 


(I  f\         A\/fi<  A     i\         Qfl  /v  1 2     I     /(  ft  A    /ft       ft\^  /v>'j/ .       A 

/ 

ossia 

I  n    ,~     ,      ,         x1      ,      /       V1  1      ,       1       ,      1  n 

(to)2  +  (w?/r  +  (n%Y  =  0         ove        7-  H —  ==0 

\         i    v    ut     i   \  I       m      n 

il  quale  passa  per  la  conica  comune  intersezione  del  piano  osculatore  al  punto  QL  e 
della  superficies).  Finalmente,  variando  anche  61?  i  coni  analoghi  al  precedente  sono 
inviluppati  dal  cono  di  terzo  ordine 

il  quale  e  quello  che  ha  il  vertice  al  punto  xyz  e  passa  per  la  cubica  gobba.  Dunque: 
tutt'i  coni  aventi  il  vertice  in  uno  stesso  punto  gualunque  dello  spa&io  e  passanti  rispet- 
tivamente  per  le  coniclie  nelle  quali  i  piani  osculatori  d'una  cubica  go'b'ba  segano  il  fascio 
delle  tangenti  a  questa  linea,  sono  inviluppati  dal  cono  di  ter^ ordine  die  ha  il  vertice 
al  medesimo  punto  dello  spazio  e  passa  per  la  cubica  gobfia. 

13.  Considero  i  piani  osculatori  in  sei  punti  della  cubica  gobba  2),  i  parametri 
dei  quali  siano  8,61,6E,  03r  lo  zero  e  rinfinito,  e  il  piano  osculatore  in  un  settimo 
punto  di  parametro  co.  Pongo: 


A  =  a,    D  =  y,     A  — 3eB  +  36aC~63D  =  ^,     A  — 

quindi : 

(08(0  —  6)  (A— 36rB  +  362rC  —  63rD)  =  o)0 

+  (<*  -  6)  [8r]  (x  ~ *Wry)  +  09r  (6,  -  9)  w 
ove 

[er]  =  (8r-(D)(6r-e). 

Posto  inoltre: 

9r  =  <a8r((a  — er)*  +  (fl>_8)[8r](aj 

le  3&i  rette  nelle  quali  i  primi  sei  piani  osculatori  tagliano  il  piano  w  =  0 ,  prese  in 
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un  certo  ordine,  saranno: 

35  =  0,   cp3  =  o,   y  =  o,   ?i  =  o,   »  =  o,   o?8=o 
e  le  diagonal!  dell'esagono  formato  da  queste  rette  saranno: 

(003  (to  —  63)  [6J  *  4-  («  _  6)  [8J  [63]  (a?—  0)66^)  =  0 

tA  B3  (to  —  63 )  [6  J  *  -f  (to  —  6)  63  [6  J  [63]  (x  —  0)69^)  =  0 

to0!  (to  —  62)  (to  —  00  «  +  (co  —  6)  (to  —  es)  [6J x  —  coOOi  (co  —  6)  (CD  —  6J  [88]y  =  0. 

La  condizione  perch  e  queste  rette  passino  per  uno  stesso  punto  e: 

[8J(«>  — 6.)  (co  — es)  (62  — 63)  -f-  [62]  (co  — 63)  (co— 60  (63—6,) 
+  [63]  (co  —  60  (co  —  62)  (6,  -  6g)  =  0 

la  quale  e  identica,  qualunque  sia  co.  Dunque:  un  piano  osculatore  d'una  ciibica  gobba 
e  segato  da  tutti  gli  altri  piani  osculatori  della  medesima  in  rette,  die  sono  tangenti  di 
una  sola  conica.  NslYApergu  trovasi  enunciato  questo  teorema:  il  piano  d'una  conica 
tangente  a  sei  piani  dati  inviluppa  una  superficie  di  4.a  classe  inscritta  nella  superftcie 
sviluppabile  del  quarto  ordine  determinata  dai  sei  piani  [12].  Questa  proposizione  puo 
risguardarsi  come  la  reciproca  della  precedente.  Ne  consegue  una  regola  per  costruire 
i  piani  osculatori  d'una  cubica  gobba,  quando  ne  siano  dati  sei.  Due  de'  dati  piani 
segheranno  ciascuno  gli  altri  cinque  in  cinque  rette:  avremo  quindi  due  sistemi  di 
cinque  rette,  ne'  quali  una  retta  e  comune.  Sulla  retta  comune  intersezione  di  altri 
due  de'  piani  dati  si  fissi  un  punto  ad  arbitrio,  pel  quale  si  conducano  de'  piani 
passanti  rispettivamente  per  le  rette  di  ciascuno  de'  due  sistemi.  Avremo  cosi  due 
sistemi  di  cinque  piani,  ne'  quali  tre  piani  sono  comuni.  Si  costruiscano  i  coni  di  secondo 
ordine  inscritti  in  questi  angoli  pentaedri;  questi  coni  avranno  un  quarto  piano  tan- 
gente comune:  esso  sara  osculatore  della  cubica  gobba. 

14.  Dati  sette  punti  nello  spazio  formanti  un  ettagono  gobbo  12345671,  cercliiamo 
la  condizione  perche  i  piani  de'  tre  angoli  consecutivi  321,  217,  176  incontrino  i  lati 
rispettivamente  opposti  65,  54,  43  in  tre  punti  posti  in  un  piano  passante  pel  vertice  1 
dell'angolo  intermedio.  I  punti  1,  4,  6,  2  determinano  un  tetraedro,  le  equazioni  delle 
facce  del  quale  siano: 

A  =  0,    B  =  0,     0  =  0,     D  =  0 
alle quali  quei  punti  siano  ordinatamente  opposti.  Siano  a:  b:*c:  d,  a:  (3:  7:  8,  t:u:v:w 

Cremona r  tomo  I.  4 
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le  cordinate  de:  punti  7,  3,  5.  Le  equazioni  de'  piani  321,  217,  176  sono: 

Bo        "D        /~i        D        Ti 
(j        JD        (j        &        \J 

e  quelle  delle  rette  65,  54,  43: 

A_B_D.    A__C__D.    A__C__D 

tuw">tvw'&''[$ 

quindi  pe'  tre  punti  d'incontro  si  ha: 

A:  B:  C:  D  =  t:u:  ^-u-.w:    A:B:C:D  =  ^.  ^vv:w: 
3  o 


:B:C:D  =  oc  -8:  T: 


e  la  condizioae  richiesta  sara: 


dS 


I    I   1  1 

t      U     V    W 

1111 


I"  I    I    I 
a     p     Y     8 


Se  si  risguarda  ctuesta  condizione  come  relativa  al  pimto  1,  le  analogue  condizioni  rela- 
tive ai  punti  4,  6,  2  saranno: 

dS 


Si  indichino  queste  eguazioni,  aelle  quali  siansi  tolti  tutt'i  divisori,  con: 

^  =  0,     T2  =  0,     T3==0,     T4  =  0. 
Le  analoghe  condizioni  relative  ai  punti  7,  3,  5  saranno: 

0%  +  »•  T2  +  c2T3  +  e?T4  =  0  ,      a'Tx  +  P2T3  +  f  T3  +  52T3  =  0  , 

=  0  . 


Queste  tre  equazioai  sono  dunque  conseguenze  delle  prime  quattro.  Anzi  le  prime 
quattro  equivalgono  a  due  sole  indipendenti,  il  che  si  dimostra  facilissimamente,  ram- 
mentando  una  uota  proprieta  de'  determinauti. 
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Ora  il  punto  5  si  consider!  come  variabile,  e  gli  altri  come  fissi.  II  luogo  del  punto  5 
sara  quindi  rappresentato  da  due  qualunque  delle  equazioni  superior!.  Le  prime 
quattro  equazioni  T!  =  O,  T2  =  0,  T3  =  0,  T4  =  0  rappresentano  quattro  coni  di 
second'  ordine,  aventi-  a  due  a  due  una  generatrice  comune,  dunque  il  luogo  del  punto  5 
e  la  cubica  gobba  determinata  dai  sei  punti  dati.  Cioe:  il  luogo  di  un  punto  che  con 
sei  punti  dati  formi  un  ettagono  gobbo  tale  che  il  piano  di  uno  qualungue  de'  suoi  angoli 
e  i  piani  de'  due  angoli  adiacenti  incontrino  i  lati  rispettivamente  opposti  in  ire  punti 
posti  in  un  piano  passante  pel  vertice  del  primo  angolo,  e  la  cubica  gobba  determinata 
dai  sei  punti  dati.  Questo  teorema  e  il  suo  reciproco  sono  enunciati  nelYApergu. 

Ne  deriva  una  regola  per  costruire  per  punti  la  cubica  gobba  di  cui  sono  dati  sei 
punti  1,  2,  3,  4,  5,  6.  Pe'  punti  16  facciasi  passare  un  piano  qualunque  16#  che  se- 
ghera  la  cubica  gobba  in  un  punto  x  che  si  tratta  di  costruire.  I  piani  16  #,  123,  45  6 
incontrino  le  rette  34,  56,  12  rispettivamente  ne'  punti  a,  &,  <?;  i  piani  aJl,  ac6  se- 
ghino  i  lati  45,  23  ne'  punti  d,  e]  il  punto  comune  a!  piani  d21,  5e6,  16#  sara  il 
domandato. 

15.  Qualunque  piano  tangente  alia  cubica  gobba  2)  nel  punto  di  parametro  03  e 
rappresentato  da  un'  equazione  della  forma  : 


A  —  2coB  +  o>2C  —  X(B  —  2wC  +  o>2D)  =  0 

o?e  X  e  un'  indeterminata.  Questo  piano,  oltre  al  toccare  la  linea  nel  punto  to,  la  sega 
nel  punto  di  parametro  X.  Sia  data  la  retta: 

ZA  +  wB  +  nC  =  0  ,      Z'B  +  m'C  +  n'D  =0  ; 
un  piano  qualunque  passante  per  essa: 

ZA  +  mB  +  nG  +  *(Z'B  +  m'C  +  »'D)  =  0 

sega  la  cubica  gobba  ne'  tre  punti,  i  parametri  de'  quali  sono  le  radici  della  equazione: 

8  +  m'oo  +  ri)  =*  0 


eppero  quel  piano  sara  tangente  alia  linea,  quando  quest'  ultima  equazione  abbia  due 
radici  eguali.  Ora  la  condizione  della  eguaglianza  di  due  radici  di  quell'  equazione  e 
un'equazione  del  quarto  grado  in  i;  dunque  per  una  data  retta  qualsivoglia  passano 
in  generale  quattro  piani  tangenti  ad  una  data  cubica  gobba  (38).  Questa  proprieta  si 
puo  esprimere  anche  dicendo  che  una  data  retta  qualunque  incontra  al  piu  quattro 
rette  tangenti  di  una  stessa  cubica  gobba.  Se  la  retta  data  si  appoggia  in  un,  punto 
alia  cubica  gobba,  essa  incontrera  al  piu  due  rette  tangenti,  oltre  quella  che  passa 
per  quel  punto  [u],  Se  la  data  retta  fosse  una  corda  della  cubica  gobba,  essa  non  incon- 
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trerebbe  alcuna  tangente  oltre  le  due  passanti  pe'  termini  della  corda.  Ne  segue  anche 
che  due  tangent!  della  cubica  gobba  non  sono  mai  in  uno  stesso  piano.  —  Date  quattro 
rette  tangenti  alia  cubica,  vi  sono  al  piu  due  rette  che  le  segano  tutte  e  quattro. 
16.  Intorno  alia  retta  fissa: 

A—  6B  —  &(B  —  60)  =  0,      B  —  60  —  fc(C-6D)  =  0 

clie  incontra  la  cubica  gobba  2)  nel  solo  punto  di  parametro  6,  s'  immagini  ruotare  un 
piano,  P  equazione  del  quale  in  una  posizione  qualsivoglia  sara: 

A  —  6B  —  (h  +  1)  (B  —  80)  +  H(C  —  6D)  =  0 


ove  I  e  indeterminata-  Questo  piano  incontra  la  cubica  gobba  in  due  altri  punti  die 
hanno  per  parametri  le  radici  dell'  equazione  quadratica: 


e  la  retta  che  uaisce  questi  due  puati  e  rappresentata  dalle  equazioni: 

A  —  (A  +  Z)B+WC  =  0,      B  —  (A  +  Z)C+&ZD«0 
dalle  quali  eliminando  Z  si  ottiene  la: 

(A—  AB)  (C  —  »D)  —  (B  —  AC)  (B  —  ftC)  =  0 


che  rappresenta  un  iperboloide  ad  una  falda  passante  per  la  cubica  gobba.  Dunque: 
se  intorno  ad  una  retta  appoggiata  in  un  solo  punto  ad  una  cubica  gobba  si  fa  ruotare 
un  piano,  questo  incontrando  la  linea  in  due  altri  punti,  la  corda  che  unisce  questi 
due  punti  genera  un  iperboloide  passante  per  la  cubica  (11). 

17.  Se  si  scrive  F  equazione  generale  di  una  superficie  del  second1  ordine  e  se  ne 
determinano  i  coefficient!,  almeno  in  parte,  per  modo  che  essa  passi  per  la  cubica 
gobba  2),  si  trova  che  1'  equazione  piu  generale  di  una  superficie  del  second'  ordine 
dotata  di  tale  proprieta  e: 

5)  a(B*—  AC)  +  6(G2—  BD)  +  c(AD  —  BC)  =0 

ovei  rapporti  a:b:o  sono  due  arbitrarie  indipendenti,  Questa  equazione  rappresenta 
eridentemente  una  superficie  rigata,  ed  in  generale  dotata  di  centro,  epper6  un  iper- 
boloide ad  una  falda  (IS).  Ne  segue  che,  per  un  iperboloide,  il  passare  per  una  data 
cubica  gobba  equivale  a  seUe  condizioni,  onde  se  un  iperboloide  ha  sette  punti  comuni 
coa  ima  cubica  gobba,  questa  giace  interamente  sulla  superficie  (15).  Le  due  arbitrarie 
dxe  entranced!1  equazione  generale  di  un  iperboloide,  passante  per  una  data  cubica 
gobba,,  si  :potranno  det^rminare  in  modo  che  la  superficie  passi  per  due  punti  dati 
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nello  spazio,  o  per  una  retta  che  abbia  un  punto  comune  colla  cubica,  o  per  due  rette 
corde  della  cubica,  o  per  un  punto  dello  spazio  e  per  una  corda  della  cubica  medesima 
(16,  19,  20,  24). 

L'equazione  5)  puo  essere  scritta  cosi: 

(cA.  -  m)  (cD  —  aG)  +  (aB  —  cC)  (cB  _  &Q  =  0 

da  cui  risulta  che  le  generatrici  rettilinee  di  un  sistema  si  possono  rappresentare  colle 
equazioni: 

6)  ck  —  &B  +  X(aB  —  cC)  =  0,      cB—  60  —  X(cD  —  aC)  =  0 


e  quelle  dell'altro  sistema  colle  equazioni: 

7)  cK  —  6B  +p.(cB  —  60)  =  0,      aB  —  cG  —  ^(cD  —  aC)  —  0, 

X  e  [i  indeterminate.  Se  nolle  equazioni  6)  si  pone: 

A:B:  C:D  =  w3:  o>2:  to:  1 
si  hanno  le: 

<o  (co)2  —  6tt)4-X(ao)  —  on  =  0  ,       co>2  —  &w  +  X(a6o  —  c)  =  0 

le  quali  ammettono  in  comune  due  valori  reali  o  imaginari  di  co.  Dunque  ciascuna 
generatrice  del  sistema  6)  incontra  generalmente  la  cubica  gobba  in  due  punti.  Al- 
Tincontro  le  equazioni  7)  per  la  stessa  sostituzione  danno  le: 

(tfoo  —  6)  (o>-j-(i)  =  0  ,       (ato  —  c)  (o)-(-[x)  =  0 


ammettenti  in  comune  un  sol  valore  di  o>,  Dunque  ciascuna  generatrice  del  sistema  7) 
incontra  la  cubica  gobba  in  un  solo  punto.  Cioe:  quando  un  iperboloide  passa  per  una 
cubica  gobba,  questa  incontra  in  due  punti  ciascuna  generatrice  di  un  sistema,  ed  in 
un  solo  punto  ciascuna  generatrice  dell'  altro  sistema  (14). 
La  condizione  nccessaria  e  sufficiente  perche  la  quantita 

c<o2  —  Sea  -j~X(&6o  —  c) 

sia  un  quadrato  perfetto  e  un'equazione  di  secondo  grado  in  X;  dunque  vi  sono  in 
generate  due  generatrici  del  sistema  6)  le  quali  sono  tangenti  alia  cubica  gobba  (23). 
18.  Siano  #,  y  i  due  valori  di  co  dati  dall'equazione: 

<?o>2  —  &o>  -f-  X  (aw  —  c)  =  0 
cioe  i  parametri  de'  due  punti  in  cui  la  cubica  gobba  e  incontrata  dalla  generatrice  6). 
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Si  ha: 

quindi  eliminando  X  si  ha  la: 


la  quale  esprime  che  i  punti  in  cui  la  cubica  gobba  incontra  le  generated  del  sistema  6) 
sono  in  involu0ione,  cioe  i  piani  passanti  rispettivamente  per  essi,  e  per  una  stessa 
corda  qualunque  della  cubica  gobba  formano  un  fascio  in  involuzione  (32).  Se  si  deter- 
minano  i  piani  doppi  di  questo  fascio,  essi  individueranno  sulla  cubica  due  punti,  e 
le  generatrici  del  sistema  6)  passanti  per  essi  saranno  evidentemente  tangenti  alia 
cubica  (23). 

Eeciprocamente  :  se  sopra  di  una  cubica  gobba  si  ha  un'  involuzione  di  punti,  le 
corde  congiungenti  i  punti  conjugati  saranno  generatrici  d'uno  stesso  iperboloide  (21). 
Infatti  siano  x,y  i  parametri  di  due  punti  conjugati;  avremo,  a  causa  dell'  involu- 
zione, un'equazione  della  forma: 


ove  a  ,  j3  ,  y  sono  costanti.  Le  equazioni  della  retta  congiungente  i  punti  di  parametri 
x  ,  y  sono  : 


dalle  quali  tre  equazioni  eliminando  %-\-y  ed  xy  si  ha  la: 

B    C    A 


C    D    B 


=  0 


che  e  della  forma  5),  eppero  rappresenta  un  iperboloide  passante  per  la  cubica  gobba. 

Combinando  la  proprieta  espressa  in  questo  paragrafo  con  quella  del  paragrafo  16, 
si  ha  il  seguente  enunciato :  se  per  una  retta  che  s'  appoggi  in  un  solo  punto  ad  una 
cubica  gobba  si  fanno  passare  quanti  piani  si  vogliano,  le  coppie  di  punti  in  cui  essi 
incontrano  nuovamente  la  curva  sono  in  involuzione. 

19.  Siano: 

A  =  0,    B  =  0,     0  =  0,    D  =  0,    E  =  0,     F==0 
le  equazioni  di  sei  piani;  saranno: 

A  — XB  =  05?    0  — XD  =  0,    E  —  XF  =  0 
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le  equazioni  di  tre  piani  omologhi  in  tre  fasci  oinografici.  Da  queste  equazioni  elimi- 
nando  X  si  hanno  le: 

AD  — BC  =  0,      AF  — BE  =  0 

equazioni  di  due  iperboloidi  aventi  la  generatrice  comune  A  =  B  =  0.  Dunque  il 
punto  comune  ai  tre  piani  omologhi  ha  per  luogo  geometrico  la  cubica  gobba,  comune 
ai  due  iperboloidi  (27). 

Ora  i  due  sistemi  di  generatrici  del  primo  iperboloide  sono  rappresentabili  colle 
equazioni: 

1.°  sistema    .    .    .     A  —  ^0=0,        B  —  ^D=0 
2.°  sistema    .     .     .      A  — XB=0,         C  —  XD  =  0 

e  pel  secondo  iperboloide : 

1.°  sistema    .     .    .      A  — [i/E  =  0,        B  —  ji/F  =  0 
2.°  sistema    .     ,    .      A  —  X'B  =  0,        E  —  X'F  =  0 

e  si  osservi  che  la  generatrice  comune  A  =  B  =  0  appartiene  al  primo  sistema  per 
entrambi  gl' iperboloidi.  Se  si  pone  A:  B:  C:  D  =  o>3:  o>s:  o>:  1  nelle  equazioni  delle 
generatricj  del  primo  iperboloide,  ovvero  se  si  pone  A:B:E:  F  =  63:  62:  6: 1  nelle 
equazioni  delle  generatrici  del  secondo  iperboloide,  si  trova  che  la  cubica  gobba  in- 
contra  in  ciascun  iperboloide  in  due  punti  le  generatrici  del  primo  sistema  (cioe  di 
quello  cui  appartiene  la  generatrice  comune ),  mentre  incontra  in  un  sol  punto  ciascuna 
generatrice  dell'altro  sistema  (26). 
20.  Considerando  i  due  iperboloidi: 

a(B2—  AC)  +  b  (C2— BD)  +  c(AD  — BC)  =  0 
a'(B2— AC)  +  6'(C2— BD)  +  c'(AD— BC)  =  0 

qualsivogliano  fra  quelli  passanti  per  la  cubica  gobba  2),  osservo  che  queste  equazioni 
sono  entrambe  soddisfatte  dalle: 

cA  — 6B  +  X(oB  — eC)==0,        cB  —  bG  —  X(cD  —  aC)  =  0 

ove  sia: 

.       bd  —  Vc 

A  =  7 T~ 

ac  —  ac 

dunque  due  iperboloidi  passanti  per  una  stessa  cubica  gobba  hanno  necessariamente 
una  generatrice  comune  (25). 
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21.  Si  trasformi  la  funzione  quadratica  a  quattro  variabili  A,  B,  C,  D; 

AD  —  BC 

sostituendo  alle  variabili  medesime  altrettante  funzioni  lineari  di  altre  variabili 
A',  B;,  C',  D',  e  si  determinino  i  coefficienti  della  sostituzione  in  modo  che  la  funzione 
trasformata  sia: 

A'D'  —  B'C'. 

Applicando  le  formole  che  il  professor  BRIOSCHI  da  in  una  sua  Nota  sulle  forme  qua- 
draticlie  (Annali  di  Tortolini,  giugno  1854),  si  trova  la  seguente  sostituzione: 

'        '/        ''         ' 


=  X[i/A'  f  p/B'  +  XC'  +D' 


^  =  XuA'    +  {jJBf  +  XC'  +  D' 
d 

o  reciprocamente : 

_B!==:A_VB-(,C  + 

C 

—  y  =  A  —  XB  —  [i/C  + 
-  =  A  —  X'B  —  u/ 

& 

Le  quantita  a,  &,  c,  d,  X,[i,X',  IL'  sono  legate  da  due  sole  condizioni. 

1 

per  cui  la  sostituzione  contiene  sei  arbitrarie,  fra  loro  indipendenti. 

Per  un  sistema  di  valori  partieolari  di  queste  arbitrarie  otterremo  sull'iperboloide: 
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due  cubiche  gobbe,  Tuna  rappresentabile  colle  equazioni: 

8)  A'C'  —  B'*  =  0  ,  B'D'  —  C'2  =  0 
e  Taltra  colle: 

9)  A'B'  —  C'2  =  0  ,  CD'  —  B'2  =  0 

oltre  poi  quella  piu  volte  considerata,  che  e  rappresentata  dalle  1)  o  dalle  2). 

22.  I  due  sistemi  di  generatrici  deiriperboloide  AD  —  BC  =  0  sono  rappresentati 
dalle  equazioni: 

1.°  sistema  .    .     .      A  —  coB  =  0  ,      C  — coD^O 
.      2.°  sistema  .     .     .      A  —  6C  =  0 ,      B  —  6D  =  0  . 

Ora  dalle  formole  di  sostituzione  risulta  evidente  che  i  piani  A'  =  0 ,  B'  =  0 ,  C'  =  0 , 
D'  =  0  passano  rispettivamente  per  le  generatrici  del  primo  sistema: 

A—  XB  =  0        A  — X'B  =  0        A  —  XB  =  0        A  — XTB  =  0 
C  — XD  =  0'      C  —  X'D  =  0  '      C  — XD  =  0'      C  —  XT)  =  0 

e  per  le  generatrici  del  secondo  sistema: 

A  — [j.C  =  0        A  —  [i.C  =  0        A  —  [L'C=0        A  — ii'C  =  0 
B  — ^D  =  0'     B  — {JD  =  0'     B  — (i/D  =  0*     B  —  (t'D  =  0 

dunque  i  due  sistemi  di  generatrici  deiriperboloide  saramao  anco  rappresentabili  colle 
equazioni: 

L°  sistema  .     .     .      A'  —  xB'  =  0  ,      C'  —  xD'  =  0 
2.°  sistema  .    .    .      A'  — yC'  =  0,      B'  —  */D'  =  0. 

Ne  segue  che  fra  le  tre  cubiche  gobbe  sopra  menzionate  la  1)  e  la  8)  incontrano 
ciascuna  generatrice  del  primo  sistema  in  un  solo  punto  e  ciascuna  generatrice  del- 
1'altro  sistema  in  due  punti;  mentre  la  9)  incontra  ciascuna  generatrice  del  primo 
sistema  in  due  punti  e  ciascuna  del  secondo  in  un  solo  punto.  Cerchiamo  in  quanti 
punti  si  seghino  le  linee  1)  ed  8),  ed  in  quanti  le  1),  9). 

Per  trovare  i  punti  comuni  alle  linee  1),  8),  nelle  8)  pongasi 

A:B:  C:  D  =  w3:  co*:  o>:  1; 
avremo  le: 
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ossia,  posto  h  =  -=-  =  —  : 
1  <?       ac 

equazioni  che  amrnettono  in  comune  le  quattro  soluzioni  della: 

10)  A(o>*  —  p/)  (<o  — X)2  +  (to2  —  p.)  ((o  — X')2  =  0 


dunque:  due  cubiche  gobbe  situate  su  di  uno  stesso  iperboloide  e  seganti  entrambe 
in  due  punti  una  stessa  generatrice  hanno  in  generale  quattro  punti  comuni  (28). 
Ponendo  A:  B:  C:  D  =  o>3:  o2:  <o:  1  nelle  9)  per  trovare  in  quanti  punti  si  segano 

cd       c2 
le  linee  1)  e  9),  e  posto  inoltre  k==j^  =  ~,  si  hanno  le: 

(o>  -  X)  (fc  (co3  —  ^  (w  —  X')  +  ((o2  —  jj.')2  (o>  —  X))  =  0 
(a)  —  X')  ffc(co2—  pt)2(co—  X')  +  (co2—  p/)2(o>  —  X))  =  0 
equazioni  ammettenti  in  coinune  le  cinque  soluzioni  della: 

—  p,7(fl)  —  X)  =  0 


cioe:  se  due  cubiche  gobbe  poste  su  di  uno  stesso  iperboloide  incontrano  una  stessa  ge- 
neratrice,  Tuna  in  un  punto,  Taltra  in  due  punti,  esse  si  segano  generalmente  in 
cinque  punti  (28). 

Reciprocamente  :  due  cubiche  gobbe  aventi  cinque  punti  comuni  sono  sempre  si- 
tuate su  di  uno  stesso  iperboloide.  Infatti  Tequazione  piu  generale  di  un  iperboloide 
passante  per  la  prima  delle  due  linee  contiene  due  costanti  arbitrarie;  si  determinino 
queste  in  rnodo  che  la  superficie  passi  per  altri  due  punti  della  seconda  linea;  allora 
questa  avendo  sette  punti  comuni  colla  superficie  dell'  iperboloide  giacera  per  intero 
su  di  essa  (30). 

23*  Consideriamo  sull'  iperboloide  : 

AD—  BC  =  A'D'—  B'C'  =  0 

un  sistema  di  cubiche  gobbe  aventi  quattro  punti  comuni.  Queste  cubiche  saranno 
rappresentate  dalle  equazioni  8)  nelle  quali  si  variino  le  X,f*,,X',  ecc.  in  modo  pero 
da  serbare  inalterata  Tequazione  10)  che  da  i  punti  comuni  alia  cubica  1)  ed  alia  8). 
Per  maggior  semplicita  supponiamo  che  due  di  questi  punti  comuni  alle  cubiche  siano 
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quelli  corrispondenti  ad  co  =  0  e  ad  to  =  00,  per  cui  nella  (10)  si  dovra  porre: 

A  +  1  =  0  ,      v  =  *>  *  >      1*'  =  ^'2 
7r  indeterminata.  La  10)  diverra: 

2co2  —  o>(l  +  A)  (X  +  X')  +  2&XX'  =  0 

e  poiche  i  coefficient!  di  questa  equazione  deyono  essere  invariabili,  le  X,  X',  A  saranno 
legate  dalle  relazioni: 


ove  a  ,  p  sono  costanti  determinate.  Quindi  nelle  equazioni  8)  si  potranno  esprimere 
tutte  le  indeterminate  in  funzione  di  k  che  rimarra  solo  parametro  variabile  dall'una 
all'altra  cubica  gobba.  Ora  osserviamo  che  un  punto  qualunque  delFiperboloide,  con- 
siderato  come  r  intersezione  delle  generatrici: 

A  —  ^B  =  0,     C  —  ^D  =  0;        A  —  2/0  =  0,     B  —  2/D  =  0 
puo  rappresentarsi  colle  equazioni: 

A:B:  G:D  =  yx:  y:  x:  1. 
Per  avere  i  punti  in  cui  la  linea  8)  incontra  la  generatrice: 

A  —  2/0  =  0,       B  —  yD  =  Q 
pongansi  i  valori  precedent!  nelle  8);  si  avra: 


ossia: 


Siano  x0  ed  xl  i  due  valori  di  x  dati  da  quest'  equazione;  sara: 


dunque,  indicando  con  M,  N  quantita  soddisfacenti  alle: 

y  -(-  p  =  My  =  N 
avremo: 


ossia:  le  coppie  di  punti  in  cui  la  generatrice    A  —  yC  =  0,    B  —  yD  =  0   (che  ap- 
partiene  al  secondo  sistema)  e  segata  dalle  cubiche  della  famiglia  8),  cioe  da  piu 
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cubiche  poste  su  di  uno  stesso  iperboloide,  ed  aventi  quattro  punti  comuni,  sono  in 
involuzione  (34), 

24.  Per  avere  il  punto  in  cui  la  cubica  8)  incontra  la  generatrice  del  primo  sistema: 

A  —  #B  =  0  ,       C  —  #D  —  0 

consideriamo  y  come  incognita  nella  equazione  11): 

$x  +  kx  (p  —  ax) 


Ora  cerchiamo  il  rapporto  anarmonico  de'  quattro  punti,  in  cui  la  medesima  generatrice 
e  segata  da  quattro  linee  della  famiglia  8),  corrispondenti  a  fc  =  ils  fr2,  fc3,  k4.  Tale 
rapporto  anarmonico  sara  quello  de'  quattro  piani  passanti  per  gli  stessi  punti  rispet- 
tivamente,  e  per  una  retta  qualunque,  per  esempio  B  =  C  =  0 .  II  piano  passante 
per  questa  retta  e  per  uno  qualunque  di  que'  quafttro  punti  e: 


ossia  ponendo  per  y  il  suo  valore: 

B(a  -a;)  —  PC  —  k(xB  +(p  —  ax)  G)  =  0  . 

Cambiando  la  cubica  gobba  cambia  soltanto  fc,  quindi  il  rapporto  anarmonico  richiesto 


sara: 


quantita  indipendente  da  x.  Dunque:  il  rapporto  anarmonico  de1  quattro  punti  'in  cui 
quattro  cubicbe  poste  su  di  uno  stesso  iperboloide  e  aventi  quattro  punti  comuni  in- 
contrano  una  generatrice  di  quel  sistema,  che  e  intersecato  in  un  solo  punto  per  ogni 
generatrice,  e  costante,  qualunque  sia  la  generatrice  (34). 
25.  Dati  nello  spazio  sei  punti,  siano: 


le  equazioni  delle  facce  del  tetraedro  determinate  da  quattro  fra  que'  punti;  le  fun- 
zioni  A',  B',  C',  DJ  s'intendano  moltiplicate  per  tali  costanti  che  il  quinto  punto  sia 
rappresentato  dalle: 

A'  =  B'=C'==D' 

e  il  sesto  punto  sia: 
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Allora  la  equazione  de'  due  coni  di  second' ordine  passanti  entrambi  per  questi  sei 
punti,  ed  aventi  il  vertice  1'uno  nel  punto  A'  =  B'=C'  =  0,  1'altro  nel  punto 
D'  =  B'  =  C'  =  0  ,  saranno 

~~T      '      B7      '      a7"" =  ° ;    ~Ty      '      F     '      U~~ =  °  * 

Posto: 

a(b — a] (a  —  c)A  =  c&(a —  Sf(c — tyA.' -\-ac(b  — dj*(a — c)B'-{-  ba(c — df(b — a)C'  [14] 
d(b— d}(d— c)D=cb(d  — af(c— tyV'  +  dcfi  — af(d— c)ft'-{~bd(c—aJi(b—d)C' 
le  equazioni  dei  due  coni  divengono: 

AC  — B2  =  0,      BD  — C2=0 

quindi  le  equazioni  della  cubica  gobba  passante  pe'  sei  punti  dati  sono: 

A:B:  C:  D  =  co3:  o>2:  co:  1.     " 

26.  Si  considerino  ora  le  cubiche  gobbe  passanti  pe'  primi  cinque  punti  dati  e 
appoggiantisi  ad  una  retta  passante  per  uno  di  questi  punti.  Siano 

le  equazioni  di  questa  retta;  tutte  le  anzidette  cubiche  saranno  situate  sul  cono  di 
second' ordine: 

e  una  qualunque  di  esse  sara  1'  intersezione  di  questo  cono  e  di  quest' altro: 

ove  &  varia  da  una  cubica  all'altra.  Cio  premesso,  passo  a  dimostrare  il  teorema: 
quattro  cubiche  gobbe  situate  su  di  uno  stesso  cono  di  second' ordine  ed  aventi  cinque  punti 
comuni  incontrano  una  generatrice  del  cono  in  quattro  punti,  il  rapporto  anarmonico 
de'  quali  e  costante  qualunque  sia  la  generatrice.  Una  generatrice  qualunque  del  cono  12) 
fe  rappresentata  dalle  equazioni: 
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li  indeterminata.  Per  determinare  il  punto  in  cui  questa  generatrice  e  incontrata  dalla 
cubica  12),  13)  cerchiamo  le  equazioni  della  generatrice  secondo  la  quale  il  piano 
B'  —  JiC'~  0  sega  il  cono  13);  esse  sono: 


15)  B'—  &c'=o,     A(p—  T)C/ 

quindi  il  punto  richiesto  e  determinate  dalle  tre  equazioni  14)  e  15).  Dando  a  %  quattro 
yalori  particolari  %i,z$,%a,  ^4  successivamente,  otterremo  i  quattro  punti  in  cui  la 
generatrice  14)  e  incontrata  da  quattro  cubiche  gobbe  passanti  pei  cinque  punti  dati 
e  appoggiate  alia  retta  data,  ciascuna  in  un  altro  punto.  II  rapporto  anarmonico 
de1  quattro  punti  e  eguale  a  quello  de'  quattro  piani  condotti  per  essi  rispettivamente 
e  per  una  medesima  retta  qualunque,  per  esempio  la  C'  =  D'  =  0.  Le  equazioni 

de'  quattro  piani  sono  : 

E  +  *,D'  =  0;      (r=l,  2,3,4) 

eve: 


eppero  il  rapporto  anarmonico  in  quistione  e 


quantita  indipendente  da  A,  c.  d.  d. 

27.  II  piano  osculatore  della  cubica  gobba  2)  nel  punto  di  parametro  co  taglia  la 
superficie  sviluppabile  3),  di  cui  la  cubica  e  lo  spigolo  di  regresso,  secondo  la  conica 
rappresentata  dalle  equazioni: 

A  —  3wB  +  3<o2C  —  (o3D  ==  0 


(A  —  <oB)2  —  4o2(B2  —  AC)  =  0  ,     ovvero      (C  —  o>D)2  —  4(C2  —  BD)  =  0  . 
Lo  stesso  piano  osculatore  taglia  il  piano: 

B—  AC  =  0 

secondo  una  retta,  il  cui  polo  rispetto  alia  conica  anzidetta  e  rappresentato  dalle 
equazioni: 

A:B:  C:  D  =  3Ao>3:  w(2o)  —  A):  co  —  2A:  —  3 

dalle  quali  eliminando  o»  si  hanno  le: 
2A—  3feB  —  3A2C 


rappresentanti  un'altra  conica,  Ossia:  un  piano  osculatore  variabile  di  una  cubica 
gobba  taglia  un  piano  fi$$o  seconda  una  retta,  e  il  fascio  delle  rette  tangenti  alia  cu- 
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bica  in  una  conica;  il  polo  di  questa  retta  rispetto  a  questa  conica  ha  per  luogo  geome- 
trico  un'altra  conica.  Per  brevita  il  piano  di  quest'  ultima  conica  si  dira  congiunto  al 
dato  piano  fisso. 

Se  il  piano  fisso  si  suppone  a  distanza  infinita,  il  teorema  precedente  somministra 
quest'  altro  :  i  centri  delle  coniche  risultanti  dal  segare  coi  piani  osctdatori  ffuna  ciibica 
gobba  il  fascio  delle  sue  tangenti  sono  tutti  in  una  stessa  conica. 

L'equazione  del  piano  fisso  ora  sia: 


16)  A  —  (X  +  [x  +  v)B  +  ([xv  +  vX  -f  X^)C  —  Xp  D  =  0 

cerchiamo  Tequazione  del  piano  congiunto.  A  tale  uopo  osservo  che  alle  equazioni  2) 
si  possono  sostituire  le  seguenti: 


ove: 


B'==A—  (2v  +  ^)B  +  v(2^ 
C'  =  A  —  (2[t  +  v)  B  +  [i  (2v 


e  inoltre: 
f 


60  —  [1 

Per  questa  sostituzione  Tequazione  del  piano  fisso  16)  diviene: 


ove: 


eppero  1'equazione  del  piano  congiunto  sara: 

2  A'  —  3fcB'  —  Z1PG  +  2**D'  =  0 
ossia: 

17)  A  — (X'  +  n'  +  v')B  +  (v'|i'  +  Vv'+n'X')C-X 

ove: 

— 2vX        ,  = 

' 
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Da  queste  ultime  equazioni  si  ricava  reciprocamente : 

onde  segue  che,  se  il  piano  fisso  e  rappresentato  dall' equazione  17),  il  piano  con- 
giunto  lo  sara  dalla  16).  E  poi  degno  d' osservazione  che  i  sei  punti  di  parametri 
X,|i,v;  X',y/,v',  ne1  quali  i  due  piani  16)  e  17)  congiunti  1'uno  all'altro  incontrano 
la  cubica  gobba,  costituiscono  un  sistema  in  involuzione.  Cioe:  se  un  piano  e  congiunto 
ad  altro,  viceuersa  questo  e  congiunto  a  qiielloj  e  i  sei  punti  in  cui  la  cubica  gobba  e 
incontrata  da  due  piani  fra  loro  congiunti  sono  in  involuzione. 

28.  Continuando  nell' argomento  del  paragrafo  precedente,  pongasi: 

A"  =  A  —  Sv'B  +  Sv^O  —  v'3D 

B"  =  A  —  (2v'  +  (J/)  B  +  v'(2(i/  +  v')  C  —  v!  v'2D 
Cr/  =  A  —  (2(j/  +  v')  B  +  [x'(2v'  -f  (i/)  C  —  v'^'2D 
D"  =  A  —  SiJi7: 


onde  le  equazioni  2)  si  trasformeranno  nelle  seguenti  : 


ove 


e  Tequazione  17)  diverra: 

T)ll  7/-W  j 


ove: 


ossia  le  equazioni  dei  piani  congiunti  16),  17)  saranno: 

16)  B'—  fcC'  =  0  17)  B"  —  ZC"  =  0. 

Per  un  dato  valore  di  o>  abbiamo  nel  piano  17)  il  polo: 

A;:  B':  C':  V'  =  3kx*:  x(2x-k):  x—2k:  —3 
e  nel  piano  16)  il  polo: 

A":  B":  Cf/:  Br'  = 
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Variando  w,  quest!  due  poll  generano  le  due  linee  dey  $oli  situate  rispettivamente 
ne'  piani  17)  e  16),  Le  equazioni  della  retta  che  unisce  i  due  poll  corrispondenti  ad  co 
qualsivoglia  si  ponno  scrivere  cosi: 


—    #D')  —  (A'  — 


eppero,  variando  c*>  ossia  variando  ^/,  questa  retta  genera  un  iperboloide.  Cioe:  dati 
due  piani  tra  loro  congiunti,  le  linee  de*  poli  in  essi  situate  giacdono  sopra  di  uno  stesso 
iperboloide  ad  una  falda. 

29.  Siano  date  nello  spazio  la  cubica  gobba  2)  e  le  due  rette: 

aZ>C  =  0  ,        B—  (c  +  d}C  +  cdV  =  Q 
aC  =  0  ,         B 


situate  comunque  Tuna  rispetto  all'altra.  Qual'e  la  superficie  rigata  generata  da  una 
retta  mobile  che  incontri  costantemente  quelle  tre  linee  (direttrici)?  Pongasi  per 

brevita  : 

E  =  B  —  (c  +  d)C  +  cdV  E;  =  B—  (T  +  8)0  +  ^80 

C 


Essendo  E==H==0,    E/  =  H'==0   le  equazioni  delle  due  direttrici  rettilinee,  la  ge« 
neratrice  potra  rappresentarsi  colle: 

E  —  XH  =  0,        E'—  X'H'  =  0 

purchfe  si  determinino  X  e  V  in  modo  che  queste  equazioni  siano  soddisfatte  entrambe 
dalle  2)  ossia  da: 

E:  H:  E':  H'  =  (co—  c)(o>  —  d):  o)(co—  a)(co—  &):  (o>—  ?)(<*—  8)  :  w(<o—  a)  (to—  (3) 
onde  dovra  essere: 


Le  equazioni  della  retta  generatrice  saranno  per  conseguenza: 

o>G  —  cdH=  0  ,         o>3E'  —  <oeF.-f  (oG'  —  YSH;  =  0. 


Cremona,  tomo  I. 
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II  risultato  della  eliminazione  di  to  da  queste  equazioni  e: 


K'G  — KG'       KF'  — K'F 


K'E  —  KE' 


—  K'F       K'E  —  KE'  +  FG'  —  F'G       GE'  —  G'E 


K'E  —  KE'       GE'  —  G'E 


EF'  -  E'F 


—  0 


ove  TL  =  cdR,  K'  =  voH/.  Dunque  il  luogo  richiesto  e  una  superficie  del  sesto  or- 
dine  (57). 

Veniamo  ora  ai  casi  particolari. 

1.°  Sia  a^c,  doe  la  prima  direttrice  rettilinea  si  appoggi  in  un  punto  alia 

cubica  gobba:  allora  si  ha  X  =  -77T: — -^,   quindi,  posto  L=H  +  £E,  si  ha  1'equa- 


zione : 


LK'  —  dEG'  dEF'  —  K'E  —  dE 

dEF'  —  K'E         —  dHE'  +  EG'  —  F'L  L 

—  dEE1  E'L  E 


che  e  del  quinto  grado  rispetto  alle  coordinate  A,  B,  C,  D  (58). 

2,°  Sia  a  =  c,  l  =  d,  doe  la  prima  direttrice  rettilinea  si  appoggi  alia  cubica 

in  due  punti;  allora  X  =  —  ,  quindi  si  ha  1'equazione: 

H3E'  —  H2EF  +  HE2G'  —  7§E3H'  =  0 


che  e  del  quarto  grado  (59). 

3.°  Sia  a=c,  a  =  7,  cioe  le  due  direttrici  rettilinee  si  appoggino  ciascuna  in 

un  punto  alia  cubica  gobba:  allora  ^  =  -7  -  TT,    X'=  —7  -  ^9  quindi  si  ha: 

Oi(o)  -  V)  (*>(<0  -  p) 


-  (SH'(H  +  BE)  -  dE(E  +  ^E'))  (E  (H'  +  pE1)  —  E'(H  +  VEJ\  -  0 

equazione  del  quarto  grado  (5  9). 

4.y  Sia  a  —  Ct  l=d,  a=7  cioe  una  delle  direttrici  rettilinee  si  appoggi  in  due 

punti  e  1'altra  in  un  solo  punto  alia  cubica  gobba:  allora  X  =  -  ,   X'  =    ^        x  ,    e 

o>  o)(co  —  S) 

si  ha  la:  V         ' 

H2E'  —  HE(H'  +  pE1)  +  SE2H'  ==  0 


equazione  del  terzo  grado  (60). 
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5.°  Finalmente,  se  fosse  a  =  c,  b  —  d,  a  =  y,  P=  8,  cioe  se  le  due  direttrici 
rettilinee  fossero  entrambe  corde  della  cubica  gobba,  le  equazioni  della  generatrice 
sarebbero: 

o)E  —  H=0,        o)E'  —  H'  =  0 

da  cui  eliminando  G)  si  ha: 

EH'  —  E'H  =  0 

equazione  rappresentante  un  iperboloide  (60). 

Nel  4>°  caso  la  superficie  rigata  e,  come  si  e  veduto,  del  terz'ordine.  La  direttrice 
rettilinea  E  =  H  =  0  corda  della  cubica  gobba  ha  la  proprieta  che  da  ciascun  punto 
di  essa  partono  due  generatrici,  le  cui  equazioni  sono: 

o)E  —  H  =  0,        (§—  co)H'—  to(p-o>)E'  =  0 
o/E  —  H  =  0,        (5  —  <o')H'  —  w'(p  —  o>OE'  =  0 

ove: 

<?(<<>  +  co')  —  coco'  —  Sj3  =  0  . 

Queste  due  generatrici,  partenti  da  uno  stesso  "punto  della  direttrice  E  =  H  =  0,  in- 
contrano  la  cubica  gobba  ne'  punti  che  hanno  per  parametri  co,  o>'.  Le  coppie  di  punti 
analoghi  a  quest!  due  sono  in  involuzione,  il  che  risulta  dalla  equazione  che  lega 
insieme  a>,co'.  Percio  le  corde  della  cubica  congiungenti  i  punti  omologhi  sono  gene- 
ratrici dell'  iperboloide: 

AC  —  B2  +  S(BC  —  AD)  +  3p(BD  —  C2)  =  0 

il  quale  passa  per  la  cubica  gobba  e  per  Taltra  direttrice  rettilinea  'E'  =  H'  =  0, 
30.  La  retta   B  =  C  =  0    corda  della  cubica  gobba  2)  sia  Passe  comune  di  due 
fasci  omografici  di  piani.  Sia  F  equazione  d'un  piano  qualunque  del  primo  fascio: 

B  —  (oC  =  0 
quella  del  piano  omologo  nell'altro  fascio  sara: 


a,l,c,d  costanti  arbitrarie.  Questi  due  piani  incontrano  la  cubica  gobba  ne'  due 
punti,  i  parametri  de'  quali  sono  o>  ed    •  ,    ,    ;  la  retta  che  unisce  questi  punti  e  : 

C  ~~p*  CfrCO 
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quindi  il  luogo  geometrico  di  questa  retta  e  una  superficie  del  quart' ordine.  Per 
ciascun  punto  della  cubica  gobba  passano  due  generatrici  della  superficie;  infatti  con- 
siderando  le  due  divisioni  omografiche  sulla  linea,  se  il  punto  o>  si  risguarda  come 

appartenente  alia  prima,  gli  corrisponde  nelF  altra  il  punto          ,    ,  e  se  lo  stesso 

punto  o)  si  considers  come  appartenente  alia  seconda  divisione,  gli  corrisponde  nella 

a  —  eoo  .  .  a  4-  6w 

prima  il  punto  -r 7 ;   e  le  due  rette  congiungenti  il  punto  w  ai  punti  — ~~  , 

r  r          $c,)  —  ft  c  -f-  ao) 

a      C(0  sono,  per  la  definizione  della  superficie,  generatrici  di  questa.  Ne  segue  che 

la  cubica  gobba  e  una  linea  di  stringimento  [J5j  per  la  superficie  medesima  (55). 

31.  Abbiansi  sulla  cubica  gobba  2)  quattro  punti  di  parametri  8lf  62,  63,  64,   e  un 
punto  dello  spazio,  per  es.  quello  rappresentato  dalle  equazioni: 

18)  A  =  0,    D  =  0,    B— 60  =  0. 

Le  equazioni  delle  quattro  rette  1,  2,  3,  4  che  congiungono  quest' ultimo  punto  ai 
primi  quattro  sono: 

A:B  — 6C:D  =  63r:0r(er-6):  1  ...  (r  =*  1,  2,  3,  4). 
II  piano  delle  rette  12  e: 

(6,-f  02_6)  A+  6^  (6L62  —  0(6!  +  9,)j  D  —  (6?  +  8, Q2  +  61)  (B  —  80)  =  0 
esso  incontra  la  cubica  gobba  nel  punto  il  cui  parametro  6: 


cosl  il  piano  delle  rette  34  incontra  la  cubica  gobba  nel  punto: 


II  piano  determinate  dai  punti  Wj,  w2  e  dal  punto  18)  incontra  la  cubica  medesima 
nel  punto  che  ha  per  parametro: 


—  6 


ove  Sr  e  la  somma  de'  prodotti  delle  6X,  62,  6S,  64,  prese  ad  r  ad  r.  Questo  punto 
il  cui  parametro  #  e  una  funzione  simmetrica  de5  parametri  8^  8X,  68,  64  varia  percio 
soltauto  col  yariare  de'  punti  dati;  esso  punto  si  chiamerd,  opposto  ai  quattro  punti 
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9i,62,03,64  relativamente  al  punto  18)  (per  questa  denominazione  veggasi  SALMON, 
on  the  higher  plane  curves,  pag.  133). 

Ora  considero  il  cono  di  second'  ordine: 

A2  +  Z(B  —  6C)2  +  mD2  +  nAD  +  pA(B  —  60)  +  #D(B  —  60)  =  0 

che  ha  il  vertice  al  punto  18);  questo  cono  incontra  la  cubica  gobba  in  sei  punti,  i 
parametri  de'  quali  sono  le  radici  della  equazione: 

o>6  -f  Za>2(o>  —  6)*  -f  m  +  wco3  +  po)4((o  —  6)  +  gco(co  —  0)  =  0. 


Siano  0i,92,...06  queste  radici,  e  Zr  la  somma  del  prodotti  di  esse  medesime  prese 
ad  r  ad  r;  avremo  le: 

Z!  =  —  p,    Z.2  =  l—  p6,    Z3  =  2?9  —  n,    Z4  = 
da  cui  eliminando  Z,  m,  w,jp,  j  si  ha: 


Se  in  questa  equazione  si  rendono  esplicite  le  quantita  65  ,  66  ,  essa  prende  la  forma  : 

19)  a(65  +  66)  —  6056e-f  c  =  0 

ove: 

a  =  64  —  63S1  +  6S3-S4,    6-=63  —  0S2  +  S3,    c  =  8%  —  6%  +  6S4. 

[16]    II  piano  de1  due  punti  65,  06  e  del  punto  18)  incontra  la  cubica  gobba  nel  punto  il 
cui  parametro  e: 


6 

ma  in  yirtii  della  19)  e  della  identica: 

a6 
si  ha: 


—  6  6& 

dunque  il  piano  anzidetto  incontra  la  cubica  gobba  nel  punto  opposto  ai  punti  8lf  62,  639  64, 
ossia:  56  un  cono  di  second*  ordine  incontra  una  cubica  goliba  in  sei  punti,  il  piano  pas- 
sante  per  due  di  questi  punti  e  pel  vertice  del  cono  passa  anche  pel  punto  opposto  agli  altri 

guattro  (SALMON,  ibid,). 
[ir, 

Cremona,  giugno*  1858. 
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Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  toiuo  II  (1858),  pp.  19-29. 


1.°  Siano  A—0,  D  —  0  le  equazioni  di  due  piani  osculatori  di  una  cubica  gobba 
(linea  del  terz'ordlne  a  doppia  curvatura);  a  e  d  i  punti  di  contatto;  sia  B  =  0 
Fequazione  del  piano  che  tocca  la  curya  in  a  e  la  sega  in  d]  0  =  0  1  equazione  del 
piano  che  tocca  la  curva  in  d  e  la  sega  in  a.  In  un  recente  lavoro  sullo  stesso  argo- 
mento,  io  ho  dimostrato  che  la  cubica  gobba  puo  essere  rappresentata  colle  equazioni: 


ove  i  e  un  parametro  variabile  che  serve  a  individuare  un  punto  sulla  curva.  Ivi  e 
pure  dimostrato  il  seguente  teorema  dovnto  al  sig.  CHASLES: 

Se  per  un  punto  dato  nello  spam  si  conducono  alia  cubica  i  ire  piani  osculatori, 
il  piano  de'  punti  di  contatto  passa  pel  punto  dato. 

Se  le  coordinate  del  punto  dato  sono  a:l:c:d,  Tequazione  del  piano  6 

dA~aD-f  3(&C  —  <?B)  =  0. 

Facilissimamente  si  dimostra  anche  il  teorema  correlativo: 
Se  un  piano: 

pk  +  gB  +  r  G  +  sD  =  0 

sega  la  cubica  in  ire  punti,  i  piani  osculatori  in  guesti  punti  concorrono  nel  punto  : 

A:  B:  C:D  =  —  3s:  r:  —  g\  3^ 

che  appartiene  al  piano 
Inoltre; 
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Se  da  ciascun  punto  di  una  retta: 

IA.  +  wB  +  nC  =  0  ,      pE  -f  ^C  +  rD  =  0 

si  conducono  tre  piani  osculatori  alia  curva,  il  piano  dej  punti  di  contatto  passa  costan- 
temente  per  un'altra  retta,  le  cui  equa#ioni  sono: 

(mq  —  np}A~\-  3r(wB  +  nG)  =  0  ,        (m$  —  np)D  +  3Z(^?B  +  gC)  =  0  ; 

reciprocamente,  se  per  ciascun  punto  di  questa  retta  si  conducono  tre  piani  osculatori  alia 
cubica,  il  piano  de'  punti  di  contatto  passa  costantemente  per  la  prima  retta. 

In  generale: 

Se  da  ciascun  punto  di  una  superficie  geometrica  dett'ordine  n  si  conducono  tre  piani 
osculatori  ad  una  cubica  goliba,  il  piano  de'  punti  di  contatto  inmluppa  tma  siiperficie 
geometrica  della  classe  n,  e  tale  die  se  da  ciascun  punto  di  essa  si  conducono  tre  piani 
osculatori  alia  cubica,  il  piano  de'  punti  di  contatto  inviluppa  la  prima  superficie. 

2,°  Segue  da  cio,  che  a  ciascun  punto  dello  spazio  corrisponde  un  piano,  e  reci- 
procamente,  in  questo  senso  che  il  piano  contiene  i  punti  di  contatto  della  cubica 
co1  suoi  piani  osculatori  passanti  pel  punto.  I  punti  dello  spazio  formano  cosi  una  figura 
correlativa  a  quella  formata  dai  piani  ad  essi  corrispondenti.  Anzi,  siccome  ciascun 
punto  giace  nel  piano  che  gli  corrisponde,  cosi  1'attuale  sistema  di  figure  correlative 
coincide  con  quello  che  il  sig.  CHASLES  ha  dedotto  dalla  considerazione  di  un  sistema 
di  forze,  o  di  un  corpo  in  movimento  (vedi  VApergu  historigue). 

Per  brevita,  il  punto  corrispondente  ad  un  dato  piano  si  dira  fuoco  del  piano  ;  e 
si  diranno  reciproche  due  rette  tali  che  i  fuochi  dei  piani  passanti  per  Tuna  sono  nel- 
Taltra.  Siano  x,y,%  le  ordinarie  coordinate  rettilinee  di  un  punto,  e  suppongasi: 

A  —  a:x  -\~  a$  -}-  a& 
B  =  b&  +  %  -f  b& 
C  =  c&  +  c$  +  c& 
D  =  d 
ed  inoltre  si  faccia: 


3  (6^3  —  ^3^2)  =  X 

—  6iC»)  =  T 

—  62cx  =  Z  . 


Allora  T  equazione  del  piano  il  cui  fuoco  ha  le  coordinate  x0  ,  yG  ,  ^0  si  puo  scrivere 
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Q  —  yxQ)  =  0  ; 
ed  inversamente,  le  coordinate  del  fuoco  del  piano: 


sono: 

gM» 

" 


Ammesso  che  le  X,  Y,  Z,  M^?  MV5  M,  rappresentino  le  somme  delle  forze  compo- 
nent! e  le  somme  dei  momenti  delle  coppie  component!  relative  agli  assi  coordinate 
e  dovute  ad  uii  sistema  di  forze  di  forma  invariabile,  il  piano  corrispondente  ad  un 
dato  punto  sara  quello  della  coppia  risultante  relatwa  a  guel  punto,  e  viceversa  il  fuoco 
di  un  dato  piano  sara  il  punto  a  cui  corrisponde  la  coppia  risultante  situata  in  guel 
piano.  E  poi  noto  che  alle  proprieta  de'  sistemi  di  forze  corrispondono  analoghe  pro- 
prieta  del  movimento  di  un  corpo.  Dunque  tutte  le  proprieta  geometriche  de'  sistemi 
di  forze  o  del  moto  di  un  corpo  rigido  si  tradurranno  in  teoremi  relativi  alle  cubiche 
gobbe. 

3.°  Passo  ad  altre  proprieta,  nel  dimostrar  le  quali  faro  sempre  uso  delle  coordinate 
di  PLUCKER  (Punkt-Coordinaten). 

Considero  il  piano: 
(1)  A  —  cB  +  OiC  —  o2D  =  0 


ove: 


il  fuoco  di  questo  piano  e: 

A:B:  C:  D==3o2:  ox:  o:  3. 
Pongo: 


=  X([JL  —  v)2a 
A  _  (v  +X)B  +  vXC  =  [i(v  — 


Prese  insierae  all'equazione  (1)  le  equazioni: 

a  =  0       p  =  0       Y  =  0 

rappresentano  i  lati  del  triamgojo  inscritto  nella  cubica  e  posto  nel  piano  (1);  e  le 
(3—  y  =  0?       Y—  #  =  Q,       a  —  p  =  0 
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rappresentano  le  rette  congiungenti  i  vertici  del  triangolo  al  fuoco  del  piano.  Allora 
le  coniugate  armoniche  cli  ciascuna  di  queste  tre  ultimo  rette  rispetto  alle  altre  due 
saranno: 


le  quali  incontrano,  com'  e  noto,  i  lati  corrispondenti  del  triangolo  in  tre  punti  posti 
nella  retta: 


Questa  retta.  che  rispetto  al  piano  (1)  ha  tale  proprieta  esclusiva,  si  denominera  diret- 
trice  del  piano  stesso. 

4.°  Nella  memoria  citata  ho  dimostrato  un  teorema,  di  cui  qui  ricordero  Fenun- 
ciato.  Premetto  che  per  polo  di  an  piano  rispetto  ad  una  tinea  di  second*  or  dine  intendero 
il  polo  della  retta  comune  a  quel  piano  ed  al  piano  della  linea.  Cio  posto,  Penunciato 
di  cui  si  tratta  e  il  seguente  : 

II  luogo  dei  poli  di  un  date  piano  rispetto  a  tutte  le  coniche,  secondo  le  quali  i  piani 
osculatori  di  una  culica  golfoa  segano  la  superficie  sviluppabile  di  cui  questa  e  lo  spigolo  di 
regresso,  e  una  conica  situata  in  un  piano  individiiato.  Reciprocamente,  il  luogo  dei  poli  di 
questo  piano  rispetto  a  tutte  quelle  coniche  e  un'altra  conica  posta  nel  primo  piano  dato. 

Due  piani  dotati  di  questa  scambievole  proprieta  si  sono  denominati  congiunti; 
congiunte  ponno  dirsi  anco  le  coniche  in  essi  situate  ;  congiunti  i  triangoli  inscritti  nella 
cubica  e  posti  in  tali  piani,  e  da  ultimo  congiunti  i  triedri  formati  dai  piani  osculatori 
che  concorrono  ne'  fuochi  de'  due  medesimi  piani. 

5,°  L'equazione  del  piano  congiunto  al  piano  (1)  e: 

(2)  A  —  sB  +  .9!  C  —  s3D  =  0 

ove: 

5  =  ?-^m  +  ^j      sl  =  mnJr 

essendo: 


J  ~    2ji  —  (v  +  X)    '  2v  — 

eppero: 


27a2+2a3— 


27a2+2a3— 
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Le  equazioni  della  retta  che  unisce  i  fuochi  de'  due  piani  (1)  e  (2)  sono: 
(3)  A.p— 


ove: 


L'  eguaglianza  de1  coefficient!  nelle  due  equazioni  (3)  mostra  che  la  retta  da  esse  rap- 
presentata  si  appoggia  alia  cubica  in  due  punti  (reali  o  ideal!  ),  i  cui  parametri  il9i& 

sono  dati  dalle: 

.  .        r 


dunque  : 

Ogni  retta  congiungente  i  fuochi  di  due  piani  congiunti  e  una  corda  della  culica  gobba. 
Le  equazioni  della  retta  comune  ai  due  piani  (1)  e  (2)  sono: 


(4)  (<f—pr)K  —  3r(Bj  —  O)  =  0  ,       fe2  —  pr)D  +  2p(Ep  —  Cc[)  =  0 

la  forma  delle  quali  mostra  che  questa  retta  e  1'  intersezione  dei  piani  osculatori  della 
cubica  ai  punti: 


dunque: 

La  retta  intersezione  di  due  piani  congiunti  e  anco  I'  intersezione  dei  piani  osculatori 
della  cubica  gobba  ai  punti  ove  si  appoggia  la  retta  cJie  unisce  i  fuochi  de'  d^(,e  piani 
congiunti. 

Formando  le  equazioni  delle  direttrici  dei  piani  congiunti  (l)  e  (2)  si  trovano  per 
entrambe  le  equazioni  (4),  dunque: 

Due  piani  congiunti  Jianno  la  stessa  direttrice,  la  quale  e  la  retta  ad  essi  comune. 

Confrontando  le  equazioni  (B)  e  (4)  si  riconosce  che  esse  rappresentano  rette  re- 
ciproche;  ossia: 

La  retta  che  unisce  i  fuochi  di  due  piani  congiunti,  e  la  loro  comune  direttrice  sono 
rette  reciprocJie;  doe  se  per  ciascun  punto  dell'una  di  esse  si  conducono  ire  piani  osculatori 
alia  cubica,  il  piano  de'  punti  di  contatto  passa  costantemente  per  I'altra. 

6>°  Cerchiamo  se  una  retta  che  sia  corda  della  cubica  contenga  i  fuochi  di  una 
sola  coppia  di  piani  congiunti.  II  piano: 

B  —  coC  =  0 
e  congiunto  al  piano: 

2A  —  3wB  —  3o>2C 
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e  la  retta  congiungente  i  loro  fuochi  e  rappresentata  dalle: 

Affinche  questa  retta  passi  anche  pe'  fuochi  di  due  altri  piani  congiunti,  le  cui  equa- 
zioni siano(l)  e  (2),  il  sistema  delle  equazioni  (5)  dovra  essere  equivalente  al  sistema 
delle(3);  eppero  si  dovra  avere: 

il  che  da: 

9  '>  I  n       \  3 

_  3co_(o— •M  =  (ofe  — 3<o)         s  =0 

2o  —  3o)     '        l 

per  cui  le  equazioni  (1)  e  (2)  divengono: 

A  —  3o>20  +  o>3D  —  o(B  —  (oC)  =  0  , 
(6)  A  —  3o2C  -f  co3D  —  s(B  —  co C)  =  0 

rimanendo  o  indeterminata.  Queste  equazioni  rappresentano  infinite  coppie  di  piani 
tutti  passanti  per  la  retta  rappresentata  dalle: 

A  —  3o>2C  +  o>3D  =  0  ,      B  —  wC  =  0 

ossia : 

2A  —  3coB  —  3(o2C  -f2(o3D  =  0  ,       B  —  o)C  =  0. 

Ne  concludiamo  che: 

Qualunque  retta  che  sia  corda  della  cubica  golba  contiene  i  fuochi  di  infinite  coppie 
di  piani  congiunti  tutti  passanti  per  una  stessa  retta,  la  quale  e  V  intersezione  dei  piani 
osculatori  della  cubica  ne"  punti  comuni  a  questa  ed  alia  prima  retta. 

Da  questo  teorema  consegue  quest'  altro: 

Per  qualunque  retta  che  sia  V intersezione  di  due  piani  osculatori  della  cubica  golla 
passano  infinite  coppie  di  piani  congiunti,  tutti  aventi  i  fuochi  su  di  una  stessa  retta, 
la  quale  si  appoggia  alia  cubica  ne'  punti  di  contatto  de*  due  piani  osculatori  passanti 
per  la  prima  retta. 

7,°  La  relazione  fra  s  e  o,  che  si  puo  scrivere  cosi: 


mostra  che  i  piani  rappresentati  dalle  equazioni  (6)  formano  una  involuzione.  Dunque: 

Le  infinite  coppie  di  piani  congiunti  passanti  per  una  stessa  retta,  che  sia  comune 

intersegione  di  due  piani  osculatori  della  cubica  gobba,  sono  in  involuzione.  I  piani  auto- 
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coniugati  della  involuzione  sono  i  due  piani  osculatori.  I  fuocM  di  tutti  que"  piani  con- 
gmnti  formano  pure  una  involuzione,  i  cui  elementi  auto-coniugati  sono  i  punti  di  con- 
tatto  de'  due  piani  osculatori. 

Per  avere  il  punto  centrale  delP  involuzione  de'  fuochi  si  condurra  per  la  direttrice 
il  piano  parallelo  alia  focale  (retta  contenente  i  fuocM).  Questo  piano  ha  il  suo  fuoco 
a  distanza  infinita,  quindi  il  piano  che  gli  e  congiunto,  ossia  coniugato  nella  involu- 
zione, avra  per  fuoco  il  punto  centrale  richiesto,  e  sara  il  piano  centrale  della  invo- 
luzione  di  piani. 

La  cubica  gobba  ammette  due  piani  osculatori  parallel!  fra  loro,  cio6  segantisi  se- 
condo  la  retta  direttrice  posta  nel  piano  all'infinito.  Essi  ponno  quindi  risguardarsi 
come  gli  elementi  auto-coniugati  di  una  involuzione  di  piani  congiunti  paralleli.  II  piano 
centrale  di  questa  involuzione  avra  per  congiunto  quello  all1  infinite,  e  quindi  sara 
quello  contenente  i  centri  delle  coniche  secondo  cui  i  piani  osculatori  della  cubica 
segano  la  superficie  luogo  delle  sue  tangenti. 

8.°  Per  un  punto  dato  nello  spazio,  di  coordinate  a:  1:  c:  d,  passa  una  retta  ap- 
poggiantesi  alia  cubica  in  due  punti;  le  sue  equazioni  sono: 


(c2  —  bd)A.  —  (Ic  —  a 
(c2  —  6d)B  —  (le  —  a 

e  pe1  punti  comuni  alia  retta  ed  alia  cubica  si  ha  : 

,    i.  _  be  —  ad         .  .  _  &2  —  ac 

h  +  !,____,          $l^____. 

La  retta  e  sempre  reale,  benche  i  due  punti  possano  essere  ideali. 
In  un  piano  dato  qualsivoglia: 

IA.  +  mB  +  nC  +  AD  =  0 

esiste  una  sola  retta,  comune  intersezione  di  due  piani  osculatori.  Le  sue  equazioni 
sono  : 

(c?~  pr)k—  3r(B0—  O)=0,       (q*—pr)D  +  3p(Ep—  0^  =  0 
avendasi  pe}  punti  di  contatto: 

,>  _L  .  _  q.  __  mn  — 
-- 


I/a  retta  e  sempre  reale,  benche  i  due  piani  osculatori  possano  essere  ideali,  Ossia; 
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Per  un  punto  data  nello  spa$io  passa  sempre  una  retta  fed  una  sola)  cJie  e  focale  di 
un  fascio  di  piani  congiunti.  In  un  piano  dato  esiste  sempre  una  retta  (ed  una  sola) 
che  e  direttrice  di  un  fascio  di  piani  congiunti.  Se  il  punto  dato  e  il  fuoco  del  piano 
dato,  le  due  rette  sono  reciproche,  e  i  due  fasci  di  piani  congiunti  coincidono  in  un  solo 
fascio. 

Per  ogni  punto  dello  spazio  passano  tre  piani  osculatori  della  cubica,  eppero  tre 
rette,  ciascuna  delle  quali  e  direttrice  di  un  fascio  di  piani  congiunti.  Se  i  tre  piani 
osculatori  sono  reali,  anche  le  tre  direttrici  sono  reali;  ma  se  due  de'  piani  osculatori 
sono  ideali,  si  ha  una  sola  direttrice  reale,  ed  e  quella  comune  ai  due  piani  ideali. 

Un  piano  qualunque  sega  la  cubica  in  tre  punti,  eppero  contiene  tre  rette,  ciascuna 
delle  quali  e  focale  di  un  fascio  di  piani  congiunti.  Se  i  tre  punti  d1  intersezione  sono 
reali,  tali  sono  anche  le  tre  rette  che  li  uniscono  a  due  a  due  ;  ma  se  due  di  quelli 
sono  ideali,  si  ha  una  sola  focale  reale,  ed  e  la  retta  che  passa  pe'  due  punti  ideali. 
Ossia  : 

Per  un  punto  qualunque  dello  spazio  passano  o  tre  rette  direttrici  reali  o  una  sola, 
secondo  che  per  quel  punto  si  ponno  condurre  alia  cubica  tre  piani  osculatori  reali  o  un 
solo.  In  un  piano  qualunque  esistono  tre  rette  focali  reali  o  una  sola,  secondo  che  quel 
piano  sega  la  cubica  in  tre  punti  reali  o  in  un  solo. 

Credo  interessante  la  proprieta  che  segue: 

Se  una  retta  focale  incontra  la  cubica  in  due  punti  reali,  e  per  conseguen#a  la  relativa 
direttrice  esiste  in  due  piani  osculatori  reali,  ciascun  piano  passante  per  questa  incontra 
la  cubica  in  un  solo  punto  reale.  All'incontro,  se  la  focale  incontra  la  cubica  in  due 
punti  ideali,  ogni  piano  passante  per  la  direttrice  incontra  la  cubica  in  tre  punti  reali. 
Ossia  :  ciascun  piano  di  un  fascio  di  piani  congiunti  in  involuzione  incontra  la  cubica 
in  tre  punti  reali  o  in  uno  solo,  secondo  che  gli  elementi  auto-coniugati  della  involuzione 
sono  ideali  o  reali. 

Infatti,  affinch&  la  retta  (3)  incontri  la  cubica  in  due  punti  reali  e  necessario  e 
sufficiente  che  sia: 

<f  — 


ossia,  ponendo  per  p.^r  i  loro  valori  in  funzione  di  o,  0L  e  o2: 

27o|  —  ISaOiOg  —  0*0?  +  4  a?  +  4a3o2>0 

la  quale  &  appunto  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchk  Tequazione: 

i3  —  oi2  +  oii  —  a2  =  0 

che  d&  i  parametri  de1  puuti  comuni  alia  cubica  ed  al  piano  (1),  abbia  due  radici  ima- 
ginarie;  c.d.d. 
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9.°  Se  prendiamo  in  considerazione  due  piani  congiwti,  essi  danno  luogo  a  figure 
abbastanza  interessanti.  Per  conseguire  formole  piu  semplici  e  simmetriche  faccio  la 
seguente  trasformazione  di  coordinate: 

^=A  ,       ?/  =  —  o>3D  ,      £  =  o>3D  —  3o2C  +  3o)B  —  A, 

w  =  2  A  —  3coB  —  3co2C  +  2o)3D  . 
Le  equazioni: 


2#  =  0  , 
rappresentaiio  due  piani  congwwti\  le: 

#  =  0,      y  —  Q,      £  =  0 

rappresentano  i  piani  osculatori  concorrenti  nel  fuoco  del  piano  x  -f  y  +  %  ~  0  ,  e  le  : 
3(y  —  &)  —  w=0  ,       3(&  —  a;)  —  w  =  0  ,       3(aJ  —  j/)  —  7^  =  0 

sono  quelle  de'  piani  osculatori  concorrenti  nel  fuoco  del  piano  w  =  0  .  Ne'  due  piani 
congiunti  esistono  le  due  coniche  die  ho  denominate  congiunte.  Quella  che  e  nel  piano 
^;  =  0  e  rappresentata  dalle  equazioni: 

(7)  w  =  0,       ^2  +  ?/2  +  ^2—  2y^  —  2CT  —  2xy  =  0 

eppero  questa  conica  e  inscritta  nel  triangolo  formato  dalle  rette  secondo  cui  il  piano 
w  =  0  e  segato  dai  piani  osculatori  concorrenti  nel  fuoco  del  piano  ad  esso  congiunto. 

Gonsiderando  la  figura  che  e  nel  piano  w  —  0  ,  le  rette  che  uniscono  i  vertici  del 
triangolo  or  nominato  ai  punti  di  contatto  della  conica  inscritta  sono: 

(8)  w  =  0     (y  —  fc  =  0,     %  —  x  =  0  ,     x  —  ?/  =  0) 

le  quali  sono  le  intersezioni  del  piano  ^  =  0,coi  piani  osculatori  che  concorrono  nel 
suo  fuoco.  II  punto  conrnne  a  queste  tre  rette,  ossia  il  fuoco  del  piano  w  =*=  0,  6  rap- 
presentato  dalle  equazioni: 

w  =  o  ,      a?  =  y  ===£  . 

I  punti  in  cui  il  piano  w  =  0  sega  la  cubica  sono: 

w  =  Q     (x:y:%  =  —  8:  1:  1  ;     x:  y:  %=  1  :  —  8  :  1  ;     x:y:  *=  1  :  1  :  —  8) 
eppero  i  lati  del  triangolo  da  essi  formato  hanno  per  equazioni  le: 


Questo  triangolo  e  il  triangolo  circoscritto  alia  conica  (7)  sono  omologici',  le  rette  che 
congiungono  i  loro  Yertici  corrispondenti  sono  le  (8),  che  concorrono  nel  fuoco  del  piano 
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10  =  0;  e  i  lati  omologhi  si  segano  in  tre  punti  posti  nella  retta: 


la  quale  e  la  direttrice  comune  dei  due  piani  congiuntL  Si  noti  inoltre  che  il  fuoco  e 
il  polo  della  direttrice  rispetto  alia  conica  (7).  Kiunendo  insieme  queste  proprieta, 
possiamo  enunciare  il  seguente  teorema: 

Dati  due  piani  congiunti  P  ,  P',  in  ciascuno  di  essi,  per  es.  in  P,  esistono  due  triangoli, 
Vuno  ABC  inscritto  nella  cubica,  I'altro  abc  avente  i  lati  ne'  piani  osculatori  concorrenti 
nel  fuoco  F'  dell'altro  piano  P'.  I  due  triangoli  ABC,  abc  sono  omologici;  il  loro  centra 
d'omologia  e  il  fuoco  F  del  piano  P,  e  I'asse  d'omologia  e  la  direttrice  o  comune  inter- 
se^ione  de'  piani  P,F.  La  direttrice  e  la  polare  dei  fuochi  F,F'  rispetto  alle  conicJie 
congiunte  situate  ne'  piani  dati,  e  queste  sono  inscritte  nei  triangoli  abc,  a'b'c'  determi- 
nate dalle  due  terne  di  piani  osculatori.  Le  rette  che  in  ciascuno  de'  piani  dati,  per  es. 
in  P,  imisGono  i  punti  di  eontatto  della  rispettiva  conica  ai  vertici  opposti  del  triangolo 
circoscritto  abc  sono  situate  nei  piani  osculatori  che  concorrono  nel  fuoco  F  dello  stesso 
piano  P. 

10.°  Le  facce  corrispondenti  dei  due  triedri  congiunti,  formati  dalle  due  terne  di 
piani  osculatori  concorrenti  ne1  fuochi  de'  due  piani  congiunti,  si  segano  secondo  tre 
rette,  le  quali  determinano  Tiperboloide: 

#2  +  2/2  +  £2  —  2yx  —%KX  —  Ixy  —  (1^)2  =  0 
ovvero 


ove: 

^)_^  =  3^'  ;      3(«  —  -a;)  —  w  =  3y'  ;      3(^  —  y)  —  w  = 


Questo  iperboloide  passa  evidentemente  per  le  due  coniche  congiunte,  dunque: 
Le  rette  secondo  le  quali  si  segano  le  facce  corrispondenti  di  due  triedri  congiunti 

e  le  rispettive  coniche  congiunte  giacciono  in  uno  stesso  iperboloide.  Le  conicfie  congiunte 

sono  le  curve  di  eontatto  dell"  'iperboloide  coi  coni  involventi  che  Jianno  i  vertici  ney  fochi 

de'  piani  congiunti. 

Qualunque  superficie  di  second1  ordine  circoscritta  al  tetraedro: 

x  —  0,    y  =  0,    #  =  0,    w  =  Q 
e  rappresentabile  coll1  equazkme  : 
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ed  analogamente  ogni  superficie  di  second'  ordine  circoscritta  al  tetraedro: 

^  =  0,    tf  =  Q,    *'  =  Q,    w'  =  0 
lia  un'  equazione  della  forma: 

fy'%>  -|-  g'x'd  +  h'x'y'  H-  I'x'w'  +  w'y  V  +  wW  =  0  . 

Affinche  queste  due  superficie  coincidano  in  uha  sola  devono  essere  soddisfatte  le  se- 
guenti  condizioni: 

/v_^'_fe'_-^_!^._!^ 
f      9       ^       ^        m      n 

3(n  —  m}  —  /*=(),      3(Z  —  n)  —  0  =  0,      3(?ft  —  Z)  —  fe  =  0; 


quindi  ogni  superflcie  di  second1  ordine  circoscritta  ai  due  tetraedri  simultaneamente 
sara  compresa  nella  equazione: 

(n  —  m)yz  +  (I  —  n)*a?-f  (m—l)xy  -f  }w  (fo  +  wy  +  w*)  —  0 


la  quale  contenendo  ancora  due  arbitrarie  l:m:n,  esprime  il  teorema: 

Ogni  superficie  di  second?  ordine  passante  per  sette  vertici  di  due  tetraedri  formati  da 
due  piani  congiunti  e  dai  relativi  triedri  congiunti  passa  ancJie  per  Vottavo. 

11.°  Terminero  coll'  enunciare  alcuni  teoremi  che  si  deducono  da  quelli  sopra  di- 
mostrati  mediante  il  principio  di  dualita. 

I  piani  pelari  di  un  punto  dato  rispetto  a  tutt'i  coni  di  second9  ordine  che  hanno 
i  vertici  sulla  cubica  golba  inviluppano  un  cono  di  second7  ordine  che  ha  il  vertice  in  un 
punto  individuate.  Reciprocamente  i  piani  polari  di  guesto  secondo  punto  inviluppano  un 
altro  cono  di  second'  ordine  che  ha  il  vertice  nel  primo  punto. 

Due  puuti  dotati  di  questa  scambievole  proprieta  si  dirauno  congiunti,  e  congiunti 
anco  i  relativi  coni  di  second'  ordine. 

Due  piani  congiunti  hanno  per  fuochi  due  punti  congiunti,  e  viceversa  due  punti  con- 
giunti sono  i  fuochi  di  due  piani  congiunti. 

Sia  dato  un  punto;  per  esso  passano  tre  piani  osculatori  della  cubica,  e  un  piano  A 
di  cui  il  punto  dato  e  il  fuoco,  Questo  piano  sega  gli  altri  tre  in  tre  rette;  si  cerchi 
la  quarta  armonica  di  ciascuna  fra  esse  rispetto  alle  altre  due;  si  otterranno  cosl  tre 
nuove  rette  passanti  pel  punto  dato  e  poste  nel  piano  A.  Queste  tre  rette  determinano 
cogli  spigoli  rispettivamente  opposti  del  triedrti  formato  dai  piani  osculatori  tre  piani 
che  passano  per  una  stessa  retta.  Questa  retta,  che  ha  rispetto  al  punto  dato  tale 
proprieta  esclusiva,  si  dira  la  focale  del  punto. 

Due  punti  congiunti  hanno  la  stessa  focale?  la  quale  e  la  retta  che  li  unisce. 
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Se  per  una  retta  direttrice  passano  due  piani  osculatori  reali,  e  per  conseguenza  la 
relative*,  focale  si  appoggia  alia  cubica  in  due  punti  reali,  per  ciascun  punto  di  questa 
passa  un  solo  piano  osculatore  reale.  Se  alVincontro  la  direttrice  e  I'intersezione  di  due 
piani  osculatori  ideali,  da  ciascun  punto  della  focale  si  potranno  condurre  alia  cubica 
tre  piani  osculatori  reali.  Ossia:  da  ciascun  punto  di  una  involuzione  di  fuocln  congiunti 
si  ponno  condurre  alia  cubica  tre  piani  osculatori  reali  o  un  solo,  secondo  che  i  punti 
auto-coniugati  della  involuzione  sono  ideali  o  reali. 

Dati  due  punti  congiunti  F,F  (fuochi  di  due  piani  congiunti  P,P'),  dascuno  di 
essi,  per  es.  F,  e  il  vertice  di  due  triedri,  Vuno  FABC  formato  dai  piani  osculatori  con- 
correnti  in  F,  Valtro  Fabc  avente  gli  spigoli  passanti  per  que'  punti  della  cubica  che  sono 
nel  piano  P'.  I  due  triedri  FABC,  Fabc  sono  omologici;  il  piano  d'omologia  (il  piano 
ove  sono  le  rette  intersezioni  delle  facce  corrispondenti  de'  due  triedri)  e  il  piano  P; 
Vasse  d'omologia  (la  retta  per  cui  passano  i  piani  determinati  dalle  coppie  di  spigoli 
corrispondenti  de'  due  triedri)  e  la  focale  comune  FF.  Questa  focale  e  la  polare  de*  due 
piani  congiunti  P,  P'  rispetto  ai  coni  congiunti,  e  qiiesti  sono  circoscritti  ai  triedri  Fabc, 
F'a'b'c'  i  cui  spigoli  si  appoggiano  alia  cubica.  Le  rette  che,  per  ciascun  punto  congiunto, 
per  es.  F,  sono  le  intersezioni  delle  facce  del  triedro  inscritto  Fabc  coi  piani  tangenti 
al  cono  circoscritto  lungo  gli  spigoli  rispettivamente  opposti  passano  pe*  punti  della  cubica 
che  appartengono  al  piano  P. 

Le  rette  che  uniscono  i  vertici  omologhi  di  due  triangoli  congiunti  (ossia  triangoli 
inscritti  nella  cubica  e  posti  in  piani  congiunti)  determinano  un  iperboloide  toccato  dai 
relativi  coni  congiunti  lungo  due  curve  posts  nei  piani  congiunti. 

Ogni  superficie  di  second' ordine  tangente  a  sette  facce  di  due  tetraedri  determinati 
da  due  triangoli  congiunti  e  dai  relativi  fuochi  tocca  anche  Vottava. 

Cremona,  ottobre  1858. 


Cremona,  tomo  I. 


11. 

INTORNO  ALLE  SUPERFICIE  BELLA  SECONDA  CLASSE 

INSCRITTE  IN  UNA  STESSA  SUPEKETCIE  SVILUPPABILE 

DELLA  QUARTA  CLASSE. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp.  65-81. 


1.°  Le  propriety  delle  coniche  inscritte  in  uno  stesso  quadrilatero  hanno  occupato 
i  piu  illustri  geometri  moderni,  incominciando  da  EULERO,  e  venendo  sino  a  STEINER, 
Essi  ebbero  specialmente  di  mira  la  ricerca  della  massima  ellisse  inscritta,  e  la  di- 
stribuzione  dei  centri  delle  diverse  specie  di  coniche.  Questo  problema  e  stato  risoluto 
con  mirabile  semplicita  ed  eleganza  da  FLICKER,  nel  secondo  tomo  dei  suoi  Anatytisch- 
Geometrische  EnttvicJvhmgen  (pag.  199  e  211),  facendo  uso  delle  coordinate  tangenziali 
(Linien-Coordinaten).  L'analogo  problema,  relative  alle  coniche  circoscritte  ad  uno 
stesso  quadrigono,  e  stato  trattato  e  pienamente  risoluto  in  due  memorie  del  professor 
TRUDI*}.  La  medesima  soluzione  e  enunciata,  insieme  ad  una  gran  copia  di  bellissiini 
teorenii,  anche  in  una  recente  memoria  del  signor  STEINER**). 

Se  si  estendono  queste  ricerche  alia  geometria  nello  spazio,  si  prescntano  due 
quistioni;  Tuna  risguardante  le  superficie  della  seconda  classe  inscritte  in  una  stessa 
superficie  sviluppabile  della  quarta  classe;  1'altra  che  concerne  le  superficie  del  se- 
cond1 ordine  circoscritte  ad  una  medesima  linea  a  doppia  curvatura  del  quart'ordine. 
La  presente  memoria  si  riferisce  alia  prima  di  queste  quistioni. 

Seguendo  T  esempio  del  PLtCKER,  io  faro  uso  delle  coordinate  tangenziali  (Plan- 


*)  Memorie  della  E.  Accademia  di  Napoli,  1857. 
**)  Monatsbericbte  der  Berliner  Akademie,  Juli  1858. 
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Coordinates,),  che  sono  state  introdotte  nella  geometria  analitica  a  tre  dimension!  dal 
signor  CHASLES*)  e  dal  FLICKER  medesimo  **). 

2.°  E  noto  che  la  superficie  sviluppabile  della  quarta  classe  che  inviluppa  due 
superficie  della  seconda  classe  contiene  in  generale  quattro  coniche;  e  i  piani  di  queste 
formano  un  tale  tetraedro  (tetraedro  polare),  che  ciascuna  sua  faccia  e  il  piano  polare 
del  vertice  opposto  rispetto  ad  una  qualunque  delle  infinite  superficie  della  seconda 
classe  inscritte  nella  sviluppabile.  Assumo  uno  de' vertici  del  tetraedro  polare  (*))  come 
origine,  e  gli  spigoli  in  esso  concorrenti  come  assi  di  ordinarie  coordinate  rettilinee 
oblique  x ,  y ,  % .  Sia : 

tx  -f-  uy  -f-  v%  -f-  w  =  0 

•t-       ft       /it 

Tequazione  di  un  piano:  le  quantita  —  ,  —  ,  —  ,  si  denomineranno  coordinate  tan- 
H  *  w      w      w 

genziali  del  piano.  —  Un  punto  abbia  per  coordinate  ordinarie  #,&,<?;  se  per  esso 
passa  un  piano  qualunque: 

tx  -f-  uy  -(-  vx>  +  w  =  0 

si  avra: 

ta  +  ub  +  vc  -f  w  =  0  . 

Quest'  ultima  equazione,  nella  quale  si  risguardino  —  ,  —  ,  —  come  le  variabili  coor- 
dinate di  un  piano,  sara  Vequazione  del  punto  (a,b,c)  in  coordinate  tangenziali. 
Un' equazione  qualunque  fra  le  variabili  —  ,  —  ,—,  coordinate  di  un  piano,  rap- 

presentera  la  superficie  inviluppata  dal  piano  variabile.  Se  Fequazione  conterra  tre  sole 
delle  quattro  quantita  t,u,v,w  omogeneamente  (ovvero  se  sara  omogenea  rispetto 
a  tre  funzioni  lineari  omogenee  delle  t,u,v,w),  essa  rappresentera  una  linea  piana. 
II  sistema  di  due  equazioni  rappresenta  la  sviluppabile  circoscritta  alle  due  superficie 
rappresentate  dalle  singole  equazioni. 

Avendo  assunto  tre  delle  facce  del  tetraedro  polare  come  piani  coordinati,  la  quarta 
faccia  determini  sugli  assi  positivi  tre  segmenti  l,m,n\  allora  le  equazioni  de'  quattro 
vertici  del  tetraedro  polare  saranno: 

w  —  0         It  +  w  =  0  ,       mu  -4-  «7  =  0  ,       nv  -f-  w  =  0 


*)  M^moire  sur  deux  principes  g6n6raux  de  la  science:  la  dualite  et  rhomograpkie. 
**)  System  der  Geometrie  des  Eatunes. 

(*))  Supposto  tutto  reale. 
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ovvero  piu  semplicemente  : 

w  —  0  ,       t  -f-  w  =  0  ,      u  -f  w  —  0  ,       0  +  «0  =  0 

ove  si  assumano  per  yariabili  K,  mw,  nv  in  luogo  di  t,u,v. 

3.°  Due  qualisivogliano  fra  le  quattro  coniche  determinano  le  altre  due  ed  anco 
tutto  il  sistema  di  superficie  della  secouda  classe  inscritte  nella  sviluppabile,  la  quale 
pud  risguardarsi  come  Finviluppo  dei  piani  tangenti  comuni  alle  due  coniche  date. 
Cio  premesso,  le  equazioni  delle  quattro  coniche  saranno,  in  tutta  la  lore  generalita, 
esprimibili  cosi: 

l.»        a(t  +  wY~+  p(«-f  w)2  +  *{(v  +  w)*        *     =0 
2.a  *  c  (u  -f  wf  —  b(v  +  w)2  +  aw*  =  0 

M?8  =  0 


?)s  —  a  (u  +  ^)2  *  +  T?^2  =  0 

ove  a,  p,...  siano  costanti  reali  qualsivogliano,  legate  dalla  condizione: 
(2)  a 


Se  in  luogo  di  due  coniche,  supponiamo  date  due  superficie  qualunque  della  seconda 
classe,  riferendole  al  tetraedro  polare,  le  loro  equazioni  saranno  della  forma: 


f  +  [i  (u  +  wf  +•  v  (v  +  w)*  +  vw2  =  0 

=  0 


ed  eliminando  da  queste  successivamente  w*  ,  (t  +  w}*  ,  (w  +  ^;)2,  (v-^-w)*  si  otter- 
ranno  le  (1). 

L'equazione  del  centre  di  una  superficie  della  seconda  classe  rappresentata  da 
un'equazione  fra  le  coordinate  t,u9v,w,  si  ottiene  eguagliandone  a  zero  la  derivata 
rispetto  a  w\  quindi  se  nella  equazione  della  superficie  manca  il  termine  contenente  w2, 
il  centro  sara  a  distanza  infimta.  Se  adunque  fra  due  delle  (1)  si  elimina  w*,  F  equa- 
zione risultante: 

(3)  a't  (t  f  2w)  +  p'%  (u  +  2w)  +  iv  (v  +  2w)  =  0 

ove: 


rappresenteii  il  paraboloide  che  fa  parte  del  sistema  di  superficie  inscritte  nella  svi- 
luppabile. 

Onde  rappresentare,  con  tutta  la  desiderabile  simmetria,  nna  qudunque  delle  super- 
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ficie  inscritte,  dalla  prima  delle  equazioni  (1)  sottraggo  la  (3)  moltiplicata  pel  parametro 
indeterminate  i.  Ottiensi  cosi  la: 

(5)  At(t  +  2'w)  4-  Ru(u  4-  2w?)  +  Gv  (v  +  2«?)  +  D^2  =  0 

ove: 


L'  equazione  (5)  per  i  =  0,  X,  ji,  v,  QO  somministra  le  (1)  e  la  (3). 
4.°  II  centre  della  superficie  (5)  e: 


(6)  At  +  Eu  +  Cv  +  Dzo  =  0 

eppero,  qualunque  sia  ?',  questo  punto  cade  nella  retta: 

(7)  a(f  +•  *tf)  +  p(w  +  w)  +  TO?  +  •«?)  =  0  ,       at  +  (3'w  +  Y^  =  0  . 

Le  coordinate  ordinarie  del  punto  (6)  sono: 


ZA       wB        nC 
D"  '    ^BT  '    If 

dunque,  se  si  indica  con  8  la  distanza  dei  centri  di  due  superficie  del  sisteina  (5), 
corrispondenti  ai  parametri  i,jt  avremo 

(i_j)«  (pa«  4.  m*p*  +M»T« 


ove  p,  j,  r  sono  i  coseni  degli  angoli  fra  gli  assi;  quindi  se  fissiamo  come  origine  delle 
distanze  da  misurarsi  sulla  retta  (7)  il  punto  0  corrispondente  a  /=0,  cioe  il  centro 
della  prima  conica  (1),  il  parametro  i  relativo  ad  una  superficie  qualunque  del  si- 
sterna  (5)  sara  proporzionale  alia  distanza  del  suo  centro  dalla  origine  medesima.  Ei- 
teniamo  che  i  centri  delle  altre  tre  coniche  (1)  siano  ordinatamente  i  punti  P,Q,R 
situati  da  una  stessa  banda  rispetto  al  punto  0,  e  assumiamo  come  positive  le  di- 
stanze da  0  verso  P,  Q,  R,  ed  i  corrispondenti  valori  del  parametro  i.  Allora  avremo: 

(8)  X>0,      p,>0,      v>0,      X<ji<v. 

5.°  Formo  le  funzioni  dei  coefficient!  della  equazione  (5);  dai  segni  delle  quali 
dipende  la  specie  della  superficie  di  seconda  classe  rappresentata  dalT  equazione  me- 
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desiffla.  Quelle  funzioni  sono: 

4>=ABC(D  — A  — B  — C) 

©s  =  DCA(D  —  C-A)  SS  =  B(D  — B) 

©3  =  DAB(D— A -B)  33=C(D  — C) 

e  sostituendo  per  A,  B,  C,D  i  loro  rispettivi  yalori*): 

(9)  ...  <J>  ^  i  (a  +  p -f  "f )  aPT  (X  —  i)  ((^ — i)(v  — f) 

L  —  i)  (v — i)  («  +  i  $' 

(10) 


(11) 

Posto  per  brevita: 

(12)  V  =  - 


a 
a 


H'  =  - 


le  espressioni  superior!  divengoao: 

^ssftKp'  +  V)  (i-p.)  (i-v)  (i_V)  (a 

(14)  @2  =  -T«  (T' + «')  (i— v)  (i— X)  (i— ji")  (a  +  p  +  T) 
03  =  «!3(*'  +  r)  (i— X)  (i— (i)  (i— v")  (a  +  p  +  T) 

(15)  3!  =  —  (i—  X)(«— X'),     gl  =  _(i_p.)(i_p1'),     33  =  —  (i— v)(»— v'). 

Gib  posto,  i  eriteri  per  distinguere  la  specie  della  superficie  rappresentata  dalla  equa- 
zione  (5)  sono  i  seguenti**). 


*)  II  simbolo  =  indica  I'eguaglianzfi  di  segno. 
**)  PLOCKBE,  Op.  cif. 
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Se  $>0  la  superficie  e  o  reale  e  rigata,  o  imaginaria;  ha  luogo  il  primo  caso  se 
una  qualunque  delle  sei  funzioni  0,  3  e  negativa.  Nel  secondo  caso  le  sei  funzioni 
sono  tutte  positive. 

Se  <E><CO  la  superficie  e  reale  e  non  rigata:  e  propriainente  e  un  ellissoide  se 
le  funzioni  0  sono  tutte  positive,  e  le  E  tutte  negative;  invece  se  un  0  e  negativo, 
ovvero  se  un  S  e  positive  la  superficie  e  un  iperboloide  a  due  falde. 

Se  $  =  0  1'equazione  (5)  rappresenta  una  conica.  Questa  e  iperbole  se  le  fun- 
zioni 0  sono  negative;  ellisse  se  le  funzioni  0  sono  positive,  e  le  E  negative;  ima- 
ginaria se  le  funzioni  0  e  E  sono  tutte  positive. 

Le  anzidette  condizioni  non  sono  pero  tutte  indipendenti  fra  loro:  su  di  cio  basta 
osservare  quanto  segue: 

Affinche  la  superficie  sia  ideale  basta  che  si  abbia  4>>0;  e  clie  un  0  e  un  E 
d'indice  diverse  siano  positivi;  allora  tutte  le  sei  funzioni  0  e  E  sono  positive. 

Affinche  la  superficie  sia  un  ellissoide  basta  che  sia  $<0,  uno  dei  ft  positive, 
e  un  3  d'indice  diverse  negativo,  allora  tutt'i  0  sono  positivi,  e  tutt'i  S  negativi. 

Se  4>  =  0  tutt'i  H  hanno  lo  stesso  segno, 

6.°  II  paraboloide  (3)  e  iperbolico  o  ellittico  secondo  che  la  quantita: 


e  negativa  o  positiva.  Le  quattro  coniche  (1)  sono  ordinatamente  ellissi  o  iperboli 
secondo  che  i  prodotti: 

be,      ca  ,      ab 


sono  negativi  o  positivi.  Nel  primo  caso  pero,  oltre  queste  condizioni,  devono  essere 
soddisfatte  anco  queste  alfcre,  senza  le  quali  le  coniche  sarebbero  ideali: 


(16) 


per  la  l.a  conica  ....  a 

per  la  2.a  conica  ....  c(a — 

per  la  3.a  conica  ....  a ((3 — 

per  la  4.a  conica  ....  &(Y  — a)<0    # 


le  quali  equivalgono  ad  una  sola  condizione  per  ciascuna  conica.  Le  (8)  danno: 

fr(P'7— PT')>O 
ossia,  in  virtu  delle  (4): 
(17)  apr 
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da  cui: 

(18) 

e: 

(19) 

Dalla  (18)  risulta  che  la  prima  conica  e  ellisse  (reale  o  ideale)  o  iperbole  secondo 
che  la  quantita: 


e  positiya  o  negativa.  Dunque,  secondo  che  il  paraboloide  e  iperbolico  o  ellittico, 
anche  la  prima  conica  e  iperbole  o  ellisse  (reale  o  ideale). 

Dalle  (12)  e  (13),  avuto  riguardo  alle  (4)  ed  alia  (2)  si  hanno  le  seguenti  formole 
che  ci  gioveranno  in  seguito: 


,        -,  . 

(20,  *)   x_,'=™^,  ^*pit  ^<=±P± 

(20,c)    x_v'= 


i 
'    J 


,  , 

X"-X_a+p+Y      X"-^_(a+p+Y)(E-c)       X"-v  _  (a 


XX"   ~"       a        '       (Jl"    ~"  op  '       vX"    ~  «T 


v"-v 


7.°  E  ehiaro  che  ad  una  qualunque  delle  costanti  che  entraao  nelle  equazioni  (1) 
si  puo  dare  quel  segno  che  piu  aggrada;  fissato  il  qual  segno  ad  arbitrio,  dai  segni 
delle  altre  costanti  dipende  la  natura  delle  quattro  coniche.  ISToi  riterremo  a  positivo. 

Supporremo  inoltre  dapprima  che  le  coniche  medesime  siano  tutte  reali  :  al  quale 
uopo  basta  che  in  ciascuna  delle  equazioni  (1)  i  coefficient  non  siano  ne  tutti  positivi, 
ne  tutti  negativi. 

Siccome  la  specie  delle  tre  ultime  coniche  dipende  dai  segni  dei  prodotti  ~bc,  ca,  ab, 
cosi  queste  coniche  ponno  essere  tre  iperboli,  o  due  ellissi  ed  una  iperbole,  ma  non 
altrimenti;  anzi  determinata  la  specie  di  due  fra  quelle  coniche,  anche  quella  della 
rimaneijte  e  affatto  individuata, 
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Osservo  poi  che  avendosi  fra  i  tre  prodotti  aoc,  Z>ps  CY  le  relazioni  (2)  e  (19),  sui 
loro  segni  non  ponno  farsi  che  le  due  seguenti  ipotesi: 

aa>0 
ovvero  : 


nella  prima  ipotesi  la  prima  conica  e  un'ellisse,  nella  seconda  un'  iperbole.  Cio  premesso 
e  evidente  che,  ammesse  le  quattro  coniche  tutte  reali,  non  ponno  darsi  che  questi 
quattro  casi: 

A)  II  paraboloide  sia  ellittico;  la  prima  conica  ellisse; 

1.°  caso:  la  seconda  e  terza  conica  siano  ellissi;  la  quarta  iperbole; 
2.°  caso:  le  tre  coniche  siano  tutte  iperboli. 

B)  II  paraboloide  sia  iperbolico;  la  prima  conica  iperbole; 
3.°  caso:  le  altre  tre  coniche  tutte  iperboli; 

4.°  caso:  la  seconda  conica  iperbole,  le  altre  ellissi. 

E  facilissimo  persuadersi  che  non  si  ponno  fare  altre  ipotesi.  Per  esempio,  non 
puo  supporsi  la  seconda  conica  ellisse  e  la  terza  iperbole,  perche  cio  richiederebbe 
,  eppero  per  le  (19)  avrebbesi: 


cioe  a,  p,  Y  avrebbero  segni  eguali,  e  per  conseguenza  la  prima  conica  sarebbe  ideale. 
Ora  ricerchiamo,  in  ciascuno  de'  quattro  casi  accennati,  come  siano  distribuiti  i 
centri  delle  varie  specie  di  superficie  rappresentate  dalla  (5)  sui  cinque  segmenti  che 
i  punti  0,  P,  Q,  R,  centri  delle  coniche  (1),  determinano  sulla  retta  (7),  cioe  sulla 
locale  de'  centri. 

A)  Paraboloide   ellittico. 


Primo  caso. 
8.°  In  questo  caso  si  ha: 

a>0     (3<0     Y<0,        a>0     6>0 
quindi,  per  la  (18): 


e  dalle  (16): 

a 
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Per  i<0  la  (9)  e  la  priina  delle  (10)  danno: 

$<0,      «!>0 

e  la  seconda  delle  (11): 

S2<0, 

Per  i  positivo  e  compreso  fra  lo  zero  e  X  la  (9)  da  <f>>0.  Per  decidere  in  questo 
caso  se  la  superficie  (5)  sia  o  non  sia  reale,  si  cerchi  il  segno  di  S2.  La  (12)   da 

jj/>0,  e  le  (20,6): 

X  —  x' 

dunque  a  maggior  ragione  per  i 


e  conseguentemente  dalla  seconda  delle  (15): 

32<0. 

Per  i  compreso  fra  X  e  [t  si  ha  <J><0;  osservo  poi  die  si  ha  X">0,  e  dalle  (21,  a), 
(20,6): 

X"  —  ji>0,       jx  —  !*' 


dunque  le  (14),  (15)  ci  daranno  ©i>0,  S2<0. 

Per  i  compreso  fra  pi  e  v  si  ha  4>>0;  essendo  poi  v">0  e  v"  —  X<0  per  le 
(21,  c),  cosi  dalle  (14)  avremo  ©3<0. 

Per  i>v  si  ha  ^^O,  e  come  dianzi  ®3<0. 

Dunque  nel  caso  presents  tutt'i  punti  della  retta  (7)  sono  centri  di  superficie  reali; 
ed  invero  abbiamo  soltanto 

ellissoidi  pei  pnnti  del  segmento  indefinito  che  ha  un  termine  in  0; 
iperboloidi  ad  una  falda  pei  punti  del  segmento  OP; 
ellissoidi  pei  punti  del  segmento  PQ; 
iperboltidi  ad  una  falda  pei  punti  del  segmento  QR; 

iperboloidi  a  due  falde  pei  punti  del  segmento  indefinito  che  comincia  in  E. 
Questi  cinque  segment!   si   denomineranno  ordinatamente   primo,  secondo, 
quarto  e  quinto. 

Secondo  caso. 
9.°  In  questo  caso  si  ha: 


J3<0    r>0    a>0    &>0     c>0 
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Per  £<0  le  (9),  (10),  (11)  danno  #<0,   ®!>0,   S2<0. 

Per  i  compreso  fra  lo  zero  e  X  si  ha  $>(),  ed  inoltre  dalle  (15): 

33<0 
perche  v'>0,   v  —  v'<0. 

Per  i  compreso  fra  X  e  (i  si  ha  <l><0,  e  dalle  (14): 

01<0 
perchfe  X">0,  X"—  X<0. 

Per  i  compreso  fra  jx  e  v  si  ha  <I>>0,  e  dalle  (15): 

S2<0 
perche  |i  —  t*/>0. 

Per  i>v  si  ha,  come  per  i  compreso  fra  X  e  jr. 


Dunque,  nel  caso  attuale,  corrispondono  superficie  reali  a  tutt'i  punti  della  locale  dei 
centri;  e  propriamente  ellissoidi  al  primo  segmento;  iperboloidi  ad  una  falda  al  se- 
condo  e  quarto  segmento;  iperboloidi  a  due  falde  al  terzo  e  quinto  segmento. 

B)  Paraloloide   iperlolico 


Terzo  caso. 
a>0,     p<0,     Y>0,     a<0,     Z><0, 


Per  i<0  le  (9),  (10)  danno  <J>>0,  (*)2<0. 

Per  i  compreso  fra  lo  zero  e  X  si  ha  <l><<0.  Inoltre,  se  (3  +  Y>0  le  (U)  danno 
S!>G;  se  p  +  T<0  e  (3'  +  r'>0  le  (10)  danno  t»!<0;  se  p  +  f<0  P'  +  T'<O 
si  ha  X">0,  X"  —  X>0,  quindi  le  (14)  danno  ancora  ®i<0. 

Per  i  compreso  fra  X  e  jx  si  ha  $>0,  e  siccome  {tf>0  e  ^  —  ^'<0  cosi  dalle 
(15)  si  ha  32<0. 

Per  i  compreso  fra  jx  e  v  si  ha  <I><0,  ed  inoltre  02<0  perche  y!'>0,  ^  —  1*.<0. 

Per  i>v  siha.*>0,  ed  inoltre,  siccome  X—  X'>0,  cosi  le  (15)  danno  EL<0. 

Adunque,  nel  caso  attuale,  si  hanno  superficie  tutte  reali,  ed  invero  tutte  iper- 
boloidi ad  una  falda  pel  primo,  terzo  e  quinto  segmento  ;  a  due  falde  pel  secondo  e 
quarto. 
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Quarto  case. 
II.  °  In  questo  caso  abbiamo: 

a>0,     £>0,     7<0,     a<0,     Z>>0, 

,     y_a<0, 


Per  i<0  si  ha  *>0,  ®3<0. 

Per  i  compreso  tra  lo  zero  e  X  si  ha  <£<0;  inoltre,  se  pf  +  T;!>0  le  (10)  danno 
!<0;   e  se  p'  +  r'<0,   si  ha  X">0,   X"  —  X>0,  quindi  dalle  (14)  si  ha  ancora 


Per  i  compreso  fra  X  e  [i  si  ha  <&>0  e  S3<0  perche  \L—  v'<0. 

Per  i  compreso  fra  \>,  e  v  si  ha  4><0;  le  (14)  danno  poi  @3>0  perche  v">0 
e  v"  —  {JL<O:  inoltre,  siccome  X  —  X'>0,  cosi  le  (15)  danno  Si<0. 

Per  ^>>v  si  ha  <J>>0,  e,  come  poc'anzi,  S^O. 

Dunque  anche  in  questo  caso  otteniamo  superficie  tutte  reali:  eel  invero  corrispon- 
dono  iperbokidi  ad  una  falda  al  primo,  terzo  e  quinto  segmento  ;  iperboloidi  a  due  falde 
al  secondo;  ellissoidi  al  quarto. 

Questi  sono  i  soli  casi  in  cui  le  quattro  coniche  siano  tutte  reali,  eppero  tutte  reali 
siano  anche  le  superficie  rappresentate  dalla  equazione  (5)  per  valori  reali  del  para- 
metro  i.  Veniamo  ora  a  considerare  i  casi  in  cui  alcuna  clelle  coniche  (1)  sia  ideale. 

12.°  Innanzi  tutto,  osservando  le  (1)  e  facile  persuaders!  che  se  una  delle  quattro 
coniche  e  ideale,  ve  n'ha  un'altra  pure  ideale,  e  le  due  riinanenti  sono  necessaria- 
mente  reali:  anzi  i  centri  delle  due  coniche  ideali  sono  sempre  consecutivi,  cioe  non 
ponno  darsi  che  i  tre  casi  seguenti: 

5.°  caso:  che  siano  ideali  la  prima  e  seconda  eonica;  allora  la  terza  e  iperbole  e 
la  quarta  ellisse; 

6.°  caso:  che  siano  ideali  la  seconda  e  la  terza  eonica;  le  due  rimanenti  sono 
iperboli; 

7.°  caso:  che  siano  ideali  la  terza  e  quarta  eonica;  allora  la  prima  e  ellisse  e  la 
seconda  iperbole. 

Ecco  come  puo  dimostrarsi  Fenunciata  proprieta.  Suppongasi  in  primo  luogo  ideale 
la  prima  conica,  eppero  a,  p,  7  tutti  positivi;  allora  dalle  (19)  avremo  &c<0,  0a>0, 
ai<0;  ed  inoltre,  per  la  (18),  sara  a60<<0;  quindi  a>0,  &<0,  c>0.  Dunque 
la  seconda  coaica  e  ideale,  la  terza  e  un'  iperbole,  e  la  quarta  un'  ellisse  reale. 

In  secondo  luogo  suppongasi  ideale  la  seconda  e  reale  la  prima  conica;  allora: 

a>0, 
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quindi  dalle  (19)  si  ha  pT>0,  eppero,  essendo  reale  la  prima  conica,  p<CO, 
e  inoltre  a<0.  Dunque  la  terza  conica  e  ideale,  la  prima  e  quarta  sono  iperboli. 
Ora  suppongasi  ideale  la  terza  conica  e  reale  la  seconda;  avremo  p>0,  &>0,  c<CO, 
quindi  dalle  (19):  &a<<0  e,  poiche  la  seconda  conica  e  reale,  6<0,  a>0,  Y<0- 
Dunque  la  quarta  conica  e  ideale,  la  prima  e  un'ellisse  reale,  la  seconda  un'iperbole. 
II  supporre  poi  la  quarta  conica  ideale  e  la  terza  reale  condurrebbe  alia  conseguenza 
die  a  +  p  +  T  e  a^c  avrebbero  lo  stesso  segno;  il  che  e  contrario  alia  (18). 

Nel  primo  e  terzo  caso  il  paraboloide  e  ellittico;  iperbolico  nel  secondo.  Ricer- 
chiamo  ora  qual  sia  la  distribuzione  cle1  centri  delle  superficie  (5)  in  ciascuno  de'  tre 
casi  preaccennati.  ( 

Quinto  caso. 
13.°  Abbiamo: 

[3>0,       T>0,       a>0,       &<0, 


Per  i  <0   si  1m  4><0,  ma  non  puo  essere  simultaneamente  ®i>0,   S2<0, 
perclie  cio  richiederebbe  : 


il  die  ^  evidentemente  impossibile. 

Per  i  compreso  tra  zero  e  X  si  ha  *  >  0  ,   ^  >  0  ,   S2  >  0  . 

Per  i  compreso  fra  X  e  p,  si  ha  *<0  e  S2>0  perche  X  —  [i/>0. 

Per  i  compreso  fra  p.  e  v  si  ha  $>0  e  0i<0  perche  X''<;0. 

Per  i>v  si  ha  <5<0,   eL>05  Ss<0. 

Dunque  in  qnesto  caso  corrispondono  iperboloidi  a  due  falde  al  primo  e  terzo 
segmento,  iperboloidi  ad  una  falda  al  quarto,  ellissoidi  al  quinto,  superfide  ideali  al 
secondo. 

Sesto  caso. 
H.°  Si  ha: 


a>0,       p<0,       Y<0,       ^<0,       6<0, 


Per  i<0  si  ha  <l>>0,  ®i<0. 

Per  i  compreso  fra  lo  zero  e  X  si  ha  <£<0,  ma  non  puo  essere  simultaneamente 
S2<0,  poichfe  cio  richiederebbe: 
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da  cui: 
cioe : 

ossia,  essendo  7  e  Y/  quantita  negati?e: 


eppero  i  non  compreso  fra  zero  e  X. 

Per  i  compreso  fra  X  e  [i  si  ha  <f)>°;  inoltre  ®i>0  perche  X">0,  X"—  X<0, 
S2>0  perche  X  —  [i/>0. 

Per  i  compreso  fra  (x  e  v  si  ha  4><0,  ©!<(). 

Per  i>v  si  ha  4>>0  e  S2<0  perche  v  —  jx'>0. 

Dunque  in  questo  caso  corrispondono  iperboloidi  ad  una  falda  al  prirao  e  quinto 
segmento;  iperboloidi  a  due  falde  al  secondo  e  quarto;  super  fide  ideali  al  terzo. 

Settimo  caso. 
15.°  In  questo  caso  si  ha: 

a>0,       (3>0,       T<0,       a>0,       Z><0, 


Per  i<0  si  ha  $<0,  0!>0,  E3<0. 

Per  i  compreso  fra  lo  zero  e  X  si  ha  4>>0  e  B1<0  perche  X  —  X'<0. 

Per  e  compreso  fra  X  e  [t  si  ha  4><CO  e  32>0  perche  [*,  —  ^<CO. 

Peri  compreso  fra  JL  e  v  si  ha  4>>0,  ©i>0,  perche  X">0,  X"—  X<0,  e  S2 
perche  v  —  ^'<0. 

Per  i>v  si  ha  4><0,  ®i<0. 

Dunque  nel  caso  attuale  corrispondono  ettissoidi  al  primo  segmento  ;  iperboloidi  ad 
una  falda  al  secondo;  iperboloidi  a  due  falde  al  terzo  e  quinto;  s^tperficie  ideali  al 
quarto. 

16.°  Nefle  cose  precedent!  abhiamo  sempre  supposto  che  le  equazioni  (l)  rappre- 
sentassero  coniche  nel  significato  piu  generale  della  parola,  cioe  iperloli  od  ettissi  (reali 
o  ideali).  Ma  una  di  esse  (ed  una  sola)  potrebbe  essere  una  parabola;  per  es.  lo 
sarebbe  la  quarta  se  si  avesse  7/=^0.  Allora  non  si  ha  piu  paraboloide,  perchfe  1'equa- 
zione  (3)  viene  a  coincidere  colla  quarta  delle  (1),  avendosi  in  tal  caso  : 

aa!  +  ftp'  =  o  . 
In  questa  ipotesi  hanno  luogo  ancora  i  casi  sopra  considerati,  ad  eccezione  del  settimo, 
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che  non  puo  piu  verificarsi,  perche,  essendo  attualmente  : 


non  puo  piu  aversi  simultanearaente  T<0,  a>0,  i<<0.  Dalla  locale  de'  centri 
scompare  T  ultimo  segmento,  e  il  quarto  diviene  indefinite,  allontanandosi  il  punto  R 
alPinfinito.  Pei  quattro  segmenti  che  rimangono  hanno  luogo  ancora  tutte  le  conse- 
guenze  a  cui  siamo  arrivati  pei  primi  quattro  segmenti  nel  caso  generale  che  il  punto 
R  sia  a  distanza  finita. 

17.°  E  interessante  il  caso  che  una  delle  quantita  costanti  che  entrano  nelle  (1) 
sia  nulla.  Sia  7  =  0;  allora  la  prima  e  la  quarta  delle  (1)  coincidono  perche: 

aa  +  6(3  =  0 

e  la  prima  e  quarta  conica  degenerano  nel  medesimo  sistema  di  due  punti,  che  sono 
i  vertici  dei  due  coni  di  seconda  classe  in  cui  si  decompone  attualmente  la  superficie 
sviluppabile  circoscritta.  In  tal  caso  la  seconda  e  la  terza  conica  sono  quelle  nelle  quali 
si  segano  i  coni  medesimi. 

La  distribuzione  dei  centri  delle  superficie  (5)  si  deduce  dalle  conclusioni  generali 
esposte  superiormente,  supponendo  che  due  punti  consecutivi,  fra  i  quattro  0,  P,  Q,  R, 
si  riuniscono  in  un  solo.  Siano  A  e  B  i  centri  delle  due  coniche,  ed  M  il  punto  medio 
della  retta  congiungente  i  vertici  de'  due  coni,  il  qual  punto  e  sulla  retta  AB  ed  e 
quello  in  cui  si  sono  riuniti  i  centri  delle  due  coniche.  Se  la  riunione  dei  centri  di  due 
coniche  nel  punto  M  si  fa  ne'  primi  quattro  casi  (numeri  8,  9,  10,  11)  risulteranno 
reali  si  le  due  coniche  rimanenti  che  i  vertici  dei  due  coni.  Ma  se  invece  assumiamo 
gli  altri  tre  casi  (numeri  13,  14,  15),  allora  se  riuniamo  in  M  i  centri  delle  due  co- 
niche ideali,  le  coniche  rimanenti  saranno  reali,  e  ideali  i  vertici  de1  due  coni;  se 
riuniamo  in  M  i  centri  delle  due  coniche  reali  (ove  siano  consecutivi)  le  coniche  ri- 
manenti saranno  ideali,  e  i  vertici  de'  due  coni  reali  ;  se  da  ultimo  riuniamo  in  M  i 
centri  di  una  conica  reale  e  di  una  ideale,  delle  due  coniche  restanti  una  sola  sara 
reale,  e  i  vertici  de'  due  coni  saranno  ideali. 

Ecco  i  risultati  che  si  ottengono  per  tal  modo. 

A)  Siano  reali  si  i  vertici  de1  due  coni  che  le  due  coniche. 

a)  Sia  inoltre  il  paraboloids  ellittico.  Le  coniche  ponno  essere  entrambe  ellissi 
o  entrambe  iperboli,  o  di  specie  diversa.  Nel  primo  e  secondo  caso  i  punti  A  e  B 
sono  situati  dalla  stessa  banda  rispetto  al  punto  M  ;  nel  terzo  caso  il  punto  M  cade 
fra  A  e  B. 

Nel  primo  caso  corrispondono  iperboloidi  a  due  falde  al-  segmento  indefinito  della 
locale  che  ha  un  termine  in  M;  ellissoidi  al  segmento  finito  che  ha  pure  un  termine 
in  M;  iperloloidi  ad  una  falda  al  segmento  AB;  ellissoidi  all'altro  segmento  indefinito. 
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Nel  secondo  caso  corrispondono  ellissoidi  al  segmento  indefinite  che  ha  un  termine 
in  M;  iperboloidi  a  due  falde  al  segmento  finite  che  ha  pure  un  termine  in  M,  ed 
all'altro  segmento  indefinite;  iperboloidi  ad  una  falda  al  segmento  AB. 

Nel  terzo  caso  corrispondono  iperloloidi  ad  ima  falda  ai  due  segmenti  compresi 

fra  A  e  B;  ellissoidi  all'uno,  iperboloidi  a  due  falde  all'altro  de'  segmenti  indefiniti. 

b)  Sia  il  paraboloide  iperbolico;  ponno  ancora  aver  luogo  i  tre   casi  poc'anzi 

accennati,  rispetto  alia  specie  delle  coniche ;  rimane  pure  la  medesima  la  disposizione 

de'  punti  A,  B,  M. 

Nel  primo  caso  corrispondono  ellissoidi  al  segmento  AB ;  iperboloidi  ad  una  falda 
agli  altri  tre. 

Nel  secondo  caso  corrispondono  iperboloidi  a  due  falde  al  segmento  AB;  iperbo- 
loidi ad  una  falda  agli  altri  tre. 

Nel  terzo  caso  corrispondono  rispettivatnente  ellissoidi  e  iperboloidi  a  due  falde 
ai  due  segmenti  finiti;  iperboloidi  ad  ttna  falda  agli  altri  due. 

B)  Siano  reali  le  due  coniche,  e  ideali  i  vertici  de'  due  coni. 

a)  Paraboloide  ellittico.  Le  due  coniche  sono  di  specie  diversa,  e  i  loro  centri 
collocati  dalla  stessa  bancla  rispetto  al  punto  M.  Corrispondono  iperboloidi  ad  una 
falda  al  segmento  AB;  iperboloidi  a  due  falde  ai  due  segmenti  che  contengono  M; 
ellissoidi  al  rimanente. 

b)  Paraboloide  iperbolico.  Le  due  coniche  sono  iperboli.  II  punto  M  cade  fra  A 
e  B.  In  questo  caso  corrispondono  iperboloidi  a  due  falde  ai  segmenti  finiti,  ad  una 
falda  agli  indefiniti. 

C)  Siano  ideali  le  due  coniche,  e  reali  i  vertici  de'  due  coni. 

II  paraboloide  non  puo  essere  che  ellittico.  I  punti  A  e  B  si  trovano  dalla  stessa 
banda  rispetto  ad  M.  Corrispondono  superficie  ideali  al  segmento  AB;  iperboloidi  a 
due  falde  al  segmento  antecedente  e  conseguente;  ellissoidi  a  quello  che  resta. 

D)  Se  i  vertici  de'  due  coni  sono  ideali,  le  due  coniche  non  ponno  essere  entrambe 
ideali,  ma  lo  puo  essere  una  di  esse.  Sia  B  il  centro  della  conica  ideale.  L'  altra  conica 
puo  essere  ellisse  o  iperbole.  Nel  primo  caso  il  paraboloide  e  ellittico  e  il  punto  M 
cade  fra  A  e  B.  Nell'  altro  caso  il  paraboloide  e  iperbolico  e  il  punto  B  cade  fra  A  ed  M. 

Nel  primo  caso  corrispondono  superficie  ideali  al  segmento  BM;  iperboloidi  ad  una 
falda  al  segmento  MA ;  ellissoidi  al  segmento  indefinite  che  comincia  in  A ;  iperboloidi 
a  due  falde  all'altro. 

Nel  secondo  caso  corrispondono  iperboloidi  ad  una  falda  ai  segmenti  indefiniti ; 
iperboloidi  a  due  falde  al  segmento  AB ;  superfine  ideali  al  segmento  BM. 

18.°  Eitorno  al  problema  generale  trattate  ne'  primi  quindici  numeri,  e  prende  a 
considerate  quella  funzione  del  parametro  i  che  rappresenta  il  prodotto  degli  assi 
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della  superficie  (5).  Quella  funzione  sara  infinita  per  i  =  o>  ,  cioe  pel  paraboloide  ; 
nulla  per  £  =  0,  X,  [x,  v,  ossia  per  le  coniche;  eppero  essa  diverra  massima  per  tre 
valori  finiti  di  i,  1'uno  compreso  fra  lo  zero  e  X,  1'altro  fra  X  e  [i,  il  terzo  fra  ^  e  v. 
Quindi  in  ciascuno  de'  primi  quattro  casi  cola  considerati  esisteranno  tre  superficie 
reali,  e  due  in  ciascuno  degli  altri  tre,  per  le  quali  sara  massimo  il  prodotto  degli  assi. 

Se  si  cerca  I'ellissoide  di  massimo  volume  fra  tutti  quelli  inscritti  in  una  stessa 
sviluppabile,  il  problema  non  ammette  soluzione  che  nel  primo  e  quarto  caso,  cio6 
quando  le  coniche  sono  tutte  reali,  e  fra  esse  una  sia  iperbole,  le  altre  ellissi,  ovvero 
due  iperboli  e  due  ellissi.  Nel  primo  caso  il  valore  di  i  che  corrisponde  al  massimo 
ellissoide  e  compreso  fra  X  e  [i*;  nel  quarto  fra  [x  e  v. 

II  prodotto  dei  quadrat!  degli  assi  della  superficie  (5)  e  eguale  alia  quantita  $ 
moltiplicata  per  un  fattore  indipendente  da  i.  Eguagliando  a  zero  la  derivata  di  <l> 
presa  rispetto  ad  i  si  ha  1'equazione  cubica: 

4  i3  —  3  (X  +  |x  +  v)  i2  +  2  (p  +  vX  +  Xjt)  i  +  Xp  =  0 

le  radici  della  quale  (tutte  reali  e  positive)  sono  i  valori  del  parametro  i  relativi  a 
quelle  superficie  (5)  per  le  quali  e  massimo  il  prodotto  degli  assi.  II  coefficiente  del 
secondo  termine  essendo: 


ne  segue  che  il  centro  di  gravita  de'  centri  delle  tre  superficie  per  le  quali  &  massimo 
il  prodotto  degli  assi  coincide  col  centro  di  gravita  de'  centri  delle  quattro  coniche. 

Quando  la  sviluppabile  circoscritta  si  decompone  in  due  coni  di  seconda  classe, 
non  rimanendo  piu  che  due  segment!  finiti  nella  locale  de'  centri,  saranno  pur  due 
sole  le  superficie  per  le  quali  riuscira  massimo  il  prodotto  degli  assi.  Si  avra  un  ellis- 
soide massimo  solamente  quando  siano  reali  i  vertici  de'  due  coni,  e  reali  le  coniche 
intersezioni  dei  medesimi,  e  almeno  una  di  esse  sia  ellisse,  quando  il  paraboloide 
inscritto  nel  sistema  de'  due  coni  e  iperbolico,  ovvero  le  coniche  siano  entrambe  ellissi, 
ove  il  paraboloide  sia  ellittico. 

19.°  Da  quanto  precede  si  ponno  concludere  incite  proposizioni  relative  al  sistema 
di  superficie  (5).  Eccone  le  principali. 

Si  abbia  un  sistema  di  superficie  della  seconda  classe  inscrUta  nella  stessa  superficie 
sviluppa'bile  della  quarta  classe:  fanno  parte  del  sistema  quattro  coniche  le  quali  o  sono 
tutte  reali,  o  due  sono  reali  e  due  ideali.  Fa  parte  del  medesimo  sistema  anche  un  para- 
boloide, il  quale  scompare  solo  quando  una  delle  quattro  coniche  sia  una  parabola. 

I  centri  di  tutte  quelle  superficie  sono  in  una  stessa  retta}  die  e  dai  centri  delle  quattro 
coniche  divisa  in  cinque  seginenti,  tre  finiti  e  due  indefiniti.  Le  superficie  che  hanno  i 

Cremona,  tamo  I.  7 


98  INTORNO  ALLE  SUPEBFICIE  BELLA  SECOND!  OLASSE  ECC. 


centri  in  uno  stesso  segmento  sono  tutte  della  medesima  specie,  la  quale  canibia  da  un 
segmento  aWaltro^  in  modo  die  si  alternano  le  superficie  rigate  e  le  non  riyate. 

Tali  stiperficie  sono  tutte  reali  se  le  quattro  conicJie  sono  tutte  reali;  se  vi  sono  due 
coniclie  ideali  i  eentri  di  queste  sono  sempre  consecutivi  e  comprendono  un  segmento  ai  punti 
del  quale  non  corrispondono  die  superficie  ideali;  mentre  ne7  punti  degli  altri  segwenti 
corrispondono  superficie  tutte  reali.  Una  serie  di  superficie  ideali  occupa  sempre  un 
segmento  finito  e  sta  inveee  di  una  seme  di  superficie  rigate,  ossia  e  compresa  fra  due 
serie  di  superficie  non  rigate  eke  sono  sempre  iperloloidi  a  due  falde. 

Supposte  le  coniche  tutte  reali^  quando  il  paraboloide  e  ellittico,  quelle  sono  tre  ellissi 
ed  una  iperbole,  o  tre  iperboli  ed  una  ellisse;  e  qitando  il  paraboloide  e  iperlolico  le 
coniche  sono  o  tutte  iperloli,  o  due  ellissi  e  due  iperloli:  in  entramli  i  casi  i  centri  (Idle 
conicJw  della  stessa  specie  sono  disposti  consecutwamente  sidla  locale  de'  centri. 

Qitando  il  para~boloide  e  iperbolico  i  segnenti  indefiniti  contengono  i  centri  di  super- 
ficie  che  sono  tutte  iperboloidi  ad  ima  falda.  Se  il  paraloloide  e  ellittico,  ?mo  de7  segmenti 
indefiniti  contiene  i  centri  di  ellissoidi,  Valtro  d'iperboloidi  a  due  falde. 

Se  un  segmento  finito  contiene  i  centri  di  S'liperficie  non  rigate,  queste  sono  elllssoidl 
solo  qwando  i  termini  del  segmento  siano  i  eentri  di  due  ellissi. 

Fra  le  infinite  superfitie  del  sistema,  ve  ne  sono  tre  per  le  quali  e  masslmo  il  prodotto 
degli  assi;  i  loro  centri  appartengono  rispettivamente  ai  tre  segment!  finiti.  Una  delle  tre 
sttperfitie  e  ideale,  gtuando  vi  sia  una  coppia  di  coniche  ideali.  Fra  le  superficie  del  sistema 
esiste  un  ellissoide  di  volume  massimo  solo  quando  le  guattro  coniche  siano  tuttft  reali,  e  fra 
esse  vi  siano  tre  ellissi  se  il  paraboloide  e  ellittico,  o  due  ellissi  w  il  paraboloide  e  ipcrloiico. 

U  ceniro  di  gmvita  de'  punti  centri  delle  tre  super  fide  per  le  quali  e  massimo  il  pro- 
dotto degli  assi  coincide  col  centro  di  gravita  dey  centri  delle  quattro  coniche. 

20.°  Terniinero  esponendo  due  proprieta  del  sistema  di  superficie  (5). 

Cerco  le  equazioni  del  diametro  della  superficie  (5)  coniugato  ad  un  piano  diame- 
trale  qualunque,  di  coordinate  t\  n,'  vl,  IP',  ove  sia  identicamente  : 


II  polo  di  quel  piano  e: 

Kt  (f  +  iv'}  +  Kit  (ul  +  w')  +  Cv(v'  +  w1)  =  0 

il  qual  punto  insieme  al  centro  della  superficie  (5)  determina  il  diametro  ridriesto, 
il  quale  e  percio  rappresentato  dalla  equazione  precedente  e  dalla  (6).  Se  da  queste 
equazioni  si  elimina  i  si  ha  la: 

(tit  +  $u  +  ^V)  (aft  +  $u'u  +  w'v  —  Dtv'w) 
—  (z't't  +  pVw  +  -fi/v)  (a*  +  fa  +  iv  +  Dw)  =  0  . 
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I  diametri  dette  superfide  di  seconda  classe  inscritte  in  una  stessa  sviluppabile,  coniu- 
gati  ad  una  medesima  dire&ione,  sono  generatrici  di  uno  stesso  paraboloide  iperbolico. 

Se  si  cercano  i  diametri  della  superficie  (5)  coniugati  ai  piani  delle  quattro  co- 
niche,  si  trovano  essere  le  rette  congiungenti  il  centro  della  superficie  ai  vertici  del 
tetraedro  polare.  II  che  era  d'altronde  facile  a  prevedersi. 

Cerchiamo  da  ultimo  qual  superficie  inviluppino  i  piani  diametrali  delle  superficie  (5) 
coniugati  ad  una  retta  data  di  direzione.  La  data  direzione  sia  individuata  mediante 
Fequazione  *): 

\t  +  [*w  +  w  =  0  . 

Siano  t,  «,  v,  ^v  le  coordinate  del  piano  diainetrale  della  (5)  coniugato  a  quella  dire- 
zione; avremo 


da  cui,  posto 


A.t  +  Bw  +  00  + 
abbiamo  le: 


=  0 


u  +  w)  —  i  $'k(u  +  w)  — 
w)  —  *  n'^  (v  + 


\  =  0 
=  0 


v  Dw  =  0 


le  auali  danuo  —  . 
H  w 


in  funzione  di  i.  Eliminando  i  si  hanno  le  equazioni  di 


—  , 
ww 

tre  iperboloidi  aventi  a  due  a  due  una  generatrice  comune;  essi  indiyiduano,  mediante 
i  loro  piani  tangenti  comuni,  una  superficie  sviluppabile  della  terza  classe  (che  ha  per 
spigolo  di  regresso  una  cubica  gobba).  Dunque: 

I  piani  diametrali  delle  superfide  di  seconda  classe  inscritte  in  una  stessa  svilup- 
paUle,  coniugati  ad  una  retta  di  direzione  data,  inviluppano  una  superficie  sviluppaUle 
della  ter#a  classe. 

Cremona,  14  dicemlbre  1858. 


*)  Qui  le  X,  i*,  v  indicano  eostanti  arbitrarie,  epper6  diverse  da  quelle  adoperate  nelle 
equazioni  (8). 


12. 

INTORNO  ALLE  CONICHE 

INSCRITTE  IN  UNA  STESSA  SUPERFICIE  SVILUPPABILE 
DEL  QUART'  ORDINE  (E  TERZA  CLASSE). 


Annali  di  Matematica  pitra  ed  applicata,  serie  I,  tomo  II  (1859),  pp,  201-207. 


E  noto  clie  i  piani  osculatori  di  una  cubica  gobba  (linea  a  doppia  curvatura  di 
terz'ordine)  inviluppano  una  superficie  sviluppabile  del  quart' ordine  (e  per  conse- 
guenza  della  terza  classe)  e  ciascun  piano  osculatore  taglia  la  sviluppabile  secondo 
una  conica.  lo  ho  dimostrato  in  una  memoria  inserita  in  questi  Annali  (1858)  die  il 
luogo  dei  centri  di  tutte  le  coniche  analoghe  e  un'  altra  conica  piana.  Ora  ho  ricercato 
la  natura  di  tutte  quelle  coniche  inscritte  in  una  stessa  sviluppabile  del  quart' ordine, 
e  indagando  come  ne  fossero  'distribuiti  i  centri  sulla  conica  locale,  sono  arrivato  ad 
alcuni  teoremi,  che  hanno  una  siugolare  affinita  con  quelli  dati  recentemente  dal 
TRUDI*)  e  dallo  STEINER**)  sulle  coniche  circoscritte  ad  uno  stesso  tetragono. 

Assunao  come  origine  di  tre  coordinate  rettilinee  obbliquangole  un  punto  arbitrario 
della  cubica  gobba;  Passe  delle  »  sia  tangente  alia  curva,  e  il  piano  ys  sia  osculatore ; 
P  asse  delle  x  sia  parallelo  ad  un  assintoto  della  cubica,  ossia  diretto  ad  uno  de'  punti 
della  medesima,  che  sono  a  distanza  infinita:  de'  quali  ve  n'ha  sempre'  almeno  uno 
reale.  Da  ultimo  il  piano  $y  passi  per  P  assintoto  dianzi  nominate.  Cio  posto,  la  cubica 
potr&  essere  rappresentata,  in  tutta  la  generalita,  dal  sistema  di  equazioni: 


*)  Memorie  delPAccademia  di  Napoli,  1857. 
**)  Monatsberichte  der  berliner  Akademie,  lull  1858. 
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ove  e  posto  per  brevita: 


a,  6,  c,  a,  (3  sono  costanti  determinate;  9  e  un  parametro  variabile  da  un  punto  alFaltro 
della  linea.  Nel  valore  di  <p  il  doppio  segno  delF  ultimo  termine  serve  a  distinguere 
i  due  casi  che  la  cubica  abbia  uno  solo  o  tre  assintoti  reali.  L'origine  e  quel  punto 
della  linea  che  corrisponde  a  6  =  0  ;  per  6  =  <x>  si  ha  quel  punto  della  medesima  che 
e  a  distanza  infinita  sull'asse  delle  x.  Posto: 

h  =  a2  ±  |32 

il  piano  che  sega  la  cnbica  ne'  tre  punti  di  parametri  6L  ,  62  ,  63  sara  .rappresentato 
dair  equazione  : 


1  +  ei0,)  —  2a616262       _e1fl,68  =  0; 

/   c 

quindi  1'equazione  del  piano  osculatore  nel  punto  di  parametro  6  e: 
(2)  h^  +  6(6*—  3  A)  |  +  62(3A  —  2a6)  ~  —  63  =  0 

e  quelle  della  retta  che  unisce  due  punti  6n  62  sono: 


(6,  6a  -  h)  | 

II  piano  osculatore  al  punto  0  e  tagliato  dal  piano  osculatore  al  punto  w  in  una  retta, 
la  cui  proiezione  sul  piano  yx,  ha  per  equazione: 


Da  questa  equazione  e  dalla  sua  derivata  presa  rispetto  ad  o>  eliminando  questa  quan- 
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tita,  si  ha  la: 

?/2  $ 

0  C 


Questa  equazione  insieme  colla  (2)  rappresenta  quindi  la  conica  secondo  la  quale  il 
piano  osculatore  al  piinto  6  sega  la  superficie  sviluppabile,  luogo  delle  rette  tangent! 
alia  cubica  gobba,  La  conica  (2)  (3)  e  iperbole  od  ellisse  secondo  che  la  quantita: 


e  positiva  o  negativa.  Dunque: 

Quando  lo  spigolo  di  regresso  di  ana  superficie  suluppdbile  del  quart'  ordine  *)  ha 
ire  assintoti  reali,  tuUe  le  comche  inscritte  nella  medesima  (e  paste  ne*  suoi  piani  tan- 
genii)  sono  iperbolL 

Le  coordinate  del  centro  della  conica  (2)  (3)  sono  date  dalle: 

(4)  2A^  =  39(2a6-3A),     2A  |  «  26(6-  a)  —  3h  ,     2A-  =  8~4« 
da  cui  eliminando  6  si  hanno  le  equazioni  della  conica  locale  de1  centri: 

(5)  ^| 

(6) 


Questa  conica  e  iperbole  od  ellisse  secondo  che  la  quantita: 

k  —  a2  =  ±  f 
e  positiya  o  negativa;  dunque:    - 

U  luogo  cfe1  eenfri  delle  coniche  inscritte  in  una  superficie  sviluppabile  del  quart'ordme 
e  m'iperMe  o  un'ellisse  secondo  che  lo  spigolo  di  regresso  Jia  un  solo  o  ire  assintoti 
realL 


^  OffA  superfieie  sviluppabile  di  quart' ordiae  ha  per  ispigolo  di  regresso  una  cubica 
gobba:  teorema  dd  Mg.  CHASLBS  (Apery*  historique.  Nota  3S.«), 
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Nel  caso  die  la  cubica  gobba  abbia  un  solo  assintoto  reale,  la  conica  (2)  (3)  e 
iperbole  o  ellisse  secondo  die  e  positiva  o  negativa  la  quantita  A.  Formando  (in  cio 
seguo  il  metodo  del  TRUDI)  questa  quantita  colle  coordinate  y,%  del  centro  della  co- 
nica medesima,  si  ha: 

A  = 1^ 


quindi  la  specie  della  conica  dipende  dal  segno  del  trinomio,  die  e  nel  denominator  ; 
ora  basta  osservare  la  (6)  per  accorgersi  die  Tequazione: 


insieme  colla  (5)  rappresenta  una  tangente  clelF  Iperbole  locale  de'  centri.  Dimque  quel 
trinomio  sara  positivo  o  negative  secondo  che  il  punto  di  coordinate  x,  y  >  x  centre 
della  conica  (2)  (3)  cade  da  ima  banda  o  dall'altra  di  questa  tangente,  cioe,  secondo 
che  cade  nell'uno  o  nell'altro  ramo  (l$\V  iperbole  locale.  Dunque: 

Quando  lo  spigolo  di  regresso  di  una  superficie  sviluppabile  di  quart9  ordine  ha  un 
solo  assintoto  reale,  in  questa  sono  inscritte  infinite  ellissi,  infinite  iperboli  e  due  pardbole; 
e  i  centri  di  qiieste  ooniche  sono  distnbuiti  nelV  iperbole  locale  in  mode  che  un  ramo  di 
questa  contiene  i  eentri  delle  ellissi,  e  Valtro  ramo  i  centri  delle  iperboli. 

Un  piano  qualunque  contiene,  com'e  noto,  una  retta  intersezione  di  due  piani 
osculatori:  i  quali,  per  un  teorema  che  io  ho  dimostrato  in  un'altra  menioria*),  sono 
reali  o  ideali  secondo  die  quel  piano  sega  la  cubica  in  un  solo  punto  reale  o  in  tre. 
Dimque  una  cubica  gobba  ha  due  piani  osculatori  parallel!  soltanto  nel  caso  die  vi 
sia  un  solo  assintoto  reale.  E  evidente  che  le  coniche  secondo  cui  questi  due  piani 
segano  la  sviluppabile  sono  parabole.  Nella  nostra  notazione  le  due  parabole  corri- 
sponclono  a  A  =  0,  cioe  a  6==a±pV3;  quindi  per  esse  Tequazione  (3)  diviene: 


quindi  i  diametri  delle  due  parabole  sono  parallel!  agli  assintoti  dell'iperbole  locale 


*)  Annali,  gennaio-febbraio  1859, 
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(5)  (6).  I  piani  delle  parabole  sono  rappresentati  dalle: 


eppero  sono  paralleli  al  piano  (5)  deiriperbole  locale:  proprieta  che  ho  gia  fattd  no- 
tare  altrove*).  Inoltre  e  facile  vedere  che  il  piano  (5)  e  equidistante  dai  due  piani 
delle  parabole;  dunque; 

Quando  lo  spigolo  di  regresso  d'una  superficie  sviluppalile  del  qitarfordine  ha  ire 
assintoti  reali,  essa  non  Jia  piani  tangenti  paralleli,  eppero  nessima  parabola  e  inscritta 
nella  medesima.  Ma  se  v'ha  un  solo  assintoto  reale,  v'hanno  pure  due  piani  tangenti 
parallel^  i  quali  tagliano  la  superficie  secondo  due  parabole.  H  piano  delViperbole  locale 
e  paralMo  a  questi  due  piani  tangenti  paralleli  e  da  essi  equidistante;  ed  inoltre  i 
diametri  delle  parabole  sono  paralleli  agli  assintoti  della  locale. 

Se  nel  primo  membro  della  (5)  si  pongonb  per  x,y>%  i  valori  (1)  si  ha  il  risultato  : 


dunque  il  piano  della  locale  incontra  sempre  la  cubica  nel  punto  reale  che  corrisponde 
a  0  =  a;  in  nessun  altro  punto  se  la  cubica  ha  un  solo  assintoto  reale;  nel  caso  di 
tre  assintoti  reali  ancora  in  altri  due  punti  reali: 


Cio  risulta  anche  da  un  teorema  ricordato  di  sopra.  Osservato  poi  che  si  ha: 


si  conchiude  facilinente  che,  siccome  in  ogni  piano  osculatore  della  cubica  esiste  una 
eonica  inscritta  nella  sviluppabile,  cosi: 

Se  la  &$>iea  goVba  ha  un  solo  assintoto  reale,  corrispondono  ellissi  a  tutti  i  punti 
di  essa  compresi  fra  i  due  piani  osculatori  paralleli;  iperboli  a  tutf  i  punti  rimanenti. 

Altrove  ho  denominate  fnooo  **)  di  un  piano  il  punto,  sempre  reale,  ove  concorrono 
i  piani  osculatori  della  cubica  nolle  intersezioni  di  essa  col  piano.  Ora  e  facile  vedere 
cite  il  fuoco  del  piano  (5)  e  il  centro  della  conica  locale  (5)  (6)  coincidono  in  uno  stesso 


*)  Aana]if  geunaio-febbraio  1859. 

**}  Per  quesfea  denominazione  ho  seguito  Fesempio  dell'illustre  CHASLBS;  veggansi  i 
rmdus  del.  184B:  IB  qiiesta  teoria  de'  fuocU  sembra  importante  da  considerarsi  la 
dbe  mn^eB.6  i  fwc&i  de'  piami  paralleli  a  quello  della  conica  locale. 
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punto,  le  cui  coordinate  sono: 


x  _  g(9fr— 8a2)      y  _  3h— 


a         4(A  —  a2)    '    b       4(A  —  a2)'    c       4(fe— a2) 
cioe: 

I  piani  osculatori  della  cubica  golta  ne'  punti  otfessa  e  incontrata  dal  piano  della 
conica  locale  passano  pel  centro  di  questa  conica. 

Le  formole  relative  alia  cubica  gobba  divengono  piu  semplici,  senza  punto  scemare 
di  generalita,  se  si  pone  a  =  0,  cioe  se  si  assume  come  origine  delle  coordinate  il 
punto  reale  (o  uno  de'  tre  punti  reali)  in  cui  la  cubica  e  segata  dal  piano  (5).  Allora 
la  curva  e  rappresentata  dalle: 


ove  /i  =  ±p2.  L'equazione  (5)  diviene: 

(5Y  *  +  $h-  =  0. 

v  ;  a    '         c 

Mediante  queste  formole  si  semplici  si  dimostra  facilmente  la  proprieta  che  segue.  II 
cono  di  second'  ordine  che  passa  per  la  cubica  gobba  ed  ha  il  vertice  al  punto  di  pa- 
rametro  6  e  rappresentato  dalla: 


esso  fc  segato  dal  piano  (5)'  in  una  conica  la  cui  proiezione  sul  piano  yz  e  rappre- 
sentata dalla: 


Qualunque  sia  6,  questa  equazione  rappresenta  una  ellisse  od  un'  iperbole  secondo  che 
h  §  positiva  o  negativa;  dunque: 

H  piano  della  conica  luogo  de'  centri  delle  coniche  inscritte  in  una  super  fide  svilup- 
pdbile  del  qitart'ordine  sega  i  coni  di  second'ordine  passanti  per  lo  spigolo  di  regresso 
di  guesta  secondo  coniche  clie  sono  tutte  di  una  medesima  specie;  e  propriamente  sono 
ellissi,  iperboli  o  parabole  secondo  che  la  locale  &  iperbole,  ellisse  o  parabola. 

Per  conseguenza: 

Se  una  cubica  gob'ba  ha  tre  assintoti  reali,  per  essa  passano  tre  cilindri  (di  se- 
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cond*  ordine)  iperbolici;  se  Jia  un  solo  assintoto  reale,  per  essa  passa  un  solo  cilindro 
(di  second' ordine)  ellittico. 

Dalle  proposizioni  suesposte  credo  che  emerga  T  importanza  di  dividere  le  cubiche 
gobbe  in  due  generi: 

Prime  genere:  la  curva  ha  tie  assintoti  reali;  non  vi  sono  piani  osculatori  paral- 
lel!, i  piani  osculatori  segano  la  superficie  sviluppabile  da  essi  inviluppata  secondo 
coniche  che  sono  tutte  iperboli;  i  centri  delle  quali  sono  tutti  in  un'ellisse.  II  piano 
di  quesf  ellisse  sega  la  cubica  in  tre  punti  reali,  e  i  coni  di  second' ordine  passariti 
per  quest' ultima  in  altrettante  coniche  che  sono  tutte  iperboli. 

Secondo  genere:  la  cubica  gobba  ha  un  solo  assintoto  reale,  ed  ha  due  piani  oscu- 
latori parallel!,  i  quali  segano  la  superficie  sviluppabile  (della  quale  la  cubica  e  lo 
spigolo  di  regresso)  secondo  parabole,  mentre  gli  altri  piani  osculatori  la  segano  se- 
condo ellissi  o  iperboli.  1  centri  di  queste  coniche  sono  in  un'iperbole  posta  in  un 
piano  parallelo  ai  due  piani  osculatori  parallel!  e  da  essi  equidistante.  In  un  ranio 
dell'iperbole  locale  sono  i  centri  delle  ellissi,  nell'altro  ramo  i  centri  delle  iperboli. 
II  piano  dell'iperbole  locale  sega  la  cubica  in  un  solo  punto  reale,  e  i  coni  di  se- 
cond'ordine  passanti  per  quest' ultima  in  altrettante  coniche  che  sono  tutte  ellissi. 

Vi  sono  poi  due  casi  particolari,  interessanti  a  considerarsi  e  sono: 

L°  La  cubica  gobba  puo  avere  un  solo  assintoto  reale  a  distanza  finita,  e  gli  altri 
due  coincidenti  a  distanza  infinita.  II  che  torna  a  dire  che  il  piano  all' infinite  seghi 
la  cubica  gobba  in  un  punto  e  la  tocchi  in  un  altro.  In  questo  caso  la  linea  puo  essere 
rappresentata  colle  equazioni: 

x          63  y          62  %  6 


a       (6— a)25       6~(8  —  a)2'       c  ~  (0  —  a)2 

colle  quali  si  dimostrano  facilmente  le  seguenti  proprieta,  le  quali  ponno  pero  essere 
dedotte  anche  dai  teoremi  generali  dimostrati  sopra: 

Le  coniche  inseritte  in  una  superficie  sviluppabile  di  quart' ordine,  che  ablia  una  ge- 
neratrice  a  distanza  infinita,  sono  tutte  iperboli,  ad  ecceziowe  di  una  sola  eke  e  una  para' 
*bolay  e  i  loro  centri  giacciono  in  un'altra  parabola.  Le  due  parabole  sono  nel  medesimo 
piano,  U  quale  sega  i  coni  di  second' ordine  passanti  per  la  culica  golba,  spigolo  di 
regresso  della  sviluppaMle,  secondo  coniche  tutte  parabole.  Per  la  culica  passano  due 
tiUndri  (di  second* ordine)  uno  parabolico  e  V  altro  iperlolico. 

Questa  cubica  gobba  particolare  puo  considerarsi  come  appartenente  all' uno  o 
alF  altro  de1  due  generi  sopra  accennatL  Infatti,  essa  apparterra  al  primo  genere,  ove 
s'immagini  che  i  tre  punti  coinuni  alia  cubica  ed  al  piano  della  locale  vengano  a  riu- 
Birsi  in  TO  solo,  che  ya  necessariamente  a  distanza  infinita.  Ovvero  apparterra  al 
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secondo  genere,  se  si  supponga  che  i  due  piani  osculatori  parallel!  vengano  a  coin- 
cidere  fra  loro,  eppero  anche  col  piano  della  conica  locale. 

2.°  La  cubica  puo  avere  tutti  gli  assintoti  coincidenti  a  distanza  infinita,  ossia 
essa  puo  essere  osculata  dal  piano  air  infinite.  In  tal  caso  essa  e  rappresentabile  colle 
equazioni  semplicissime : 

5  =  6*,      |  =  62,      -  =  6 
a  b  c 

e  si  ha  il  teorema: 

Una  superficie  sviluppabile  del  quart' ordine  cJie  abbia  un  piano  tangente  a  distanm 
infinita  e  tagliata  da  tutti  gli  altri  piani  tangenti  secondo  parabole.  Per  lo  spigolo  di 
regresso  passa  un  solo  cilindro  (di  second3 ordine)  paralolico. 

In  quest'  ultimo  caso  (che  e  una  particolarizzazione  del  precedente)  la  curva,  oltre 
le  proprieta  generali  di  ogni  cubica  gobba,  ne  ha  molte  di  speciali,  di  cui  si  trattera 
in  altra  occasione. 

Cremona,  22  febbraio  1859. 


13. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  435.    [20] 


Annales  de  Mathemuliques,  l.»  s6Ti&,  tome  XVIII  (1859),  pp.  199-204. 


Sur  les  longueurs  OA,  OB,  OC  donn6es  dans  Pespace,  on  prend  respectivement 
les  points  a,  M;  les  rapports  Aa:  BJ :  Gc  sont  donnes.  Trouver:  1.°  Penveloppe  du 
plan  abc\  2.°  le  lieu  du  centre  de  gravity  du  triangle  abc. 

D'apres  P6nonc6,  les  droites  OA,  OB,  00  sont  divis^es  en  parties  proportion- 
nelles  ou  semblaUement,  et  a,  &,  c  sont  des  points  homologues  de  ces  divisions.  Si  Ton 
demands  1'enyeloppe  du  plan  ale,  la  question  est  un  cas  particulier  de  la  suivante : 

Trois  divisions  homographiques  6tant  donn^es  sur  trois  droites  situ^es  d'une  maniere 
quelconque  dans  Pespace,  on  demande  Penveloppe  du  plan  de  trois  points  homologues. 

On  trouve  ce  probleme  avec  son  corr^latif  parmi  les  questions  proposes  (p.  298) 
dans  Pouvrage  capital  de  ML  STEINER:  Systematische  Entwickelung  tier  AbMngigJceit 
gemekri&cli&r  Gestatten  von  einander*),  Berlin,  1832. 

La  question  correlative  est  r6solue  par  le  thSoreme  suivant  de  M.  CHASI/ES: 

Si  trois  droites  donn6es  dans  Pespace  sont  les  axes  de  trois  faisceaux  homogra- 
phiques  de  plans,  le  lieu  du  point  commun  a  trois  plans  homologues  est  une  culique 
gauche**)  (courbe  a  double  courbure  du  troisieme  ordre  et  de  troisieme  classe)  qui 
a  deox  de  ses  points  sur  chacune  des  droites  donn^es. 

De  la  on  tire,  par  le  principe  de  duality : 

Si  trois  droites  donn^es  dans  Pespace  sont  divis^es  homographiquement,  Penve- 
loppe du  plan  de  trois  points  homologues  est  une  surface  d6veloppable  de  la  troisieme 


*)  On  n'a  ptibM^  que  U  premiere  parfeie  de  cette  admirable  production;  quand  Pauteur 

aoms  donnem-t-il  te  autres?  n 

\^> , 

*^  Ixxmtion  italienna  tr^expressive  que  nous  eonservons.  TM?  [Terquem]. 
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classe  (et  du  quatrieme  ordre)  qui  a  deux  de  ses  plans  tangents  passant  par  chaque 
droite  donn£e;  on  bien,  ce  qui  est  la  memo  chose,  le  plan  de  trois  points  homologues 
est  osculateur  d'une  cubique  gauclie  qui  a  deux  de  ses  plans  osculatenrs  passant  par 
chaque  droite  donn^e. 

Dans  le  cas  particulier  qui  constitue  la  question  435,  les  divisions  homographiques 
donn6es  sont  semblables;  done  les  points  a  rinfini  des  droites  OA,  OB,  00  sont  ho- 
mologues; par  consequent  le  plan  ale  enveloppe  une  surface  d6veloppable  de  la  troi- 
sieme  classe  (et  du  quatrieme  ordre)  qui  a  un  plan  tangent  a  1'infini;  ou  bien  le  plan 
ale  est  osculateur  d'une  cubique  gauche  qui  a  un  plan  osculateur  a  1'infini.  Les  plans 
OBC,  OCA,  OAB,  ABC,  sont  osculateurs  de  la  meme  courbe. 

On  r^sout  la  question  avec  facility  aussi  par  le  calcul.  Posons 

OA  =  a        OB  =  6        OC  =  £, 

Qa  =  p        Qb  =£        Qc  =  r  , 

done 

p  —  a  _  g  —  b  _  r  —  c  _  . 

>.  [x  v     "~~    ' 

i  6tant  variable  avec  p,  #>r;  X,  p.,  v  constantes.  Cela  montre  que  p,  q,r  sont  les 
coordonn6es  courantes  d'une  droite  fixe  rapport^e  aux  axes  OA,  OB,  OC. 
Les  coordonn^es  du  centre  de  gravit6  du  triangle  abc  sont 


done  le  lieu  du  centre  est  la  droite 

3x  —  a  _  3y  —  b  _  3%  —  c 
X      ~~~p  v 

qui  est  parallele  a  la  droite  fixe  men^e  ci-dessus. 
Le  plan  abc  a  pour  Equation 


ou  bien 


a  -f-Xi      b  +  y.1      c  -f  vi 


Si  dans  cette  Equation  on  fait  disparaltre  les  d^nominateurs,  elle  devient  du  troisieme 
degr6  en  i;  done  le  plan  abc  est  osculateur  d'une  cubique  gauche.  Pour  obtemr  les 
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Aquations  de  cette  courbe,  je  d6rive  la   derniere  Equation  deux  fois  par  rapport  au 
parametre  i: 


-Q 

v 


De  ces  trois  Equations,  on  tire 

v  (a  -f-  Xa)8 


X  =  —   ,-- 


vX  (6  +  [u) 


£  =  — 


equations  de  la  cubique  gauche,  qui  est  6videmment  oscul^e  par  les  plans 


Le  plan  a  Tinfini  est  aussi  osculateur  de  la  courbe,  parce  que  les  valeurs  trouv^es 
de  x,  y,  z  ne  eontienuent  pas  le  parametre  variable  i  en  diviseur. 

Les  Equations  ci-dessus  sont  simples  et  sym6triques;  mais  si  Toil  veut  6tudier  la 
cubique  gauche  qui  r&sout  la  question  propos<§e,  il  est  bien  plus  simple  de  faire  usage 
de  la  representation  analytique  de  ces  courbes,  que  j'ai  donn^e  dans  un  M^moire 
ins6r6  dans  les  Annali  di  Matematica  pura  e  applicata  (Roma,  1858).  Soient  #  =  0 
le  plan  osculateur  dans  un  point  de  la  courbe  qu'on  prend  pour  origine;  jy  =  o  le 
plan  qui  touche  la  courbe  dans  ce  meme  point  et  la  coupe  a  1'infini;  ^  =  0  le  plan 
qui  coupe  la  courbe  a  Forigine  et  la  touche  a  1'infini.  Les  Equations  de  la  courbe  seront 


=  oi8,      y  = 


a,l,c  6tant  des  constantes  et  i  le  parametre  variable.  La  droite  x^=2  =  Q  divise 
en  deux  parties  (§gales  les  cordes  de  la  courbe  parallels  au  plan  y  =  Q.  La  courbe 
a  un  grand  nombre  de  propri6t6s  qu'il  est  bien  facile  de  d6couvrir  a  Faide  des  Equa- 
tions donn6es  ci-devant. 

La  circonstanee  que  la  cubique  gauche  dont  nous  nous  occupons  est  oscu!6e  par 
le  plan  a  rinfeu  eoastitne  pour  elle  un  caraetere  sp6cifique  qui  la  distingue  de  toute 
antre  espdce  de  eourbe  du  meme  degr*.  Si  Fon  compare  les  cubiques  gauches  aux 
eenkjues  planes,  resptee  particuliere  de  cubique  dont  il  s'agit  correspond  a  la  parabole, 
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qui,  comme  on  salt,  est  touchee  par  la  droite  a  P  infini.  Dans  un  petit  Memoire  qui 
va  etre  public  dans  les  Annali  cli  Matematica  j'ai  classifie  les  cubiques  gauches  comme 
il  suit*): 

Premier  genre.  La  courbe  a  trois  asymptotes  reelles;  il  n'y  a  pas  de  plans  oscu- 
lateurs  paralleles;  les  plans  osculateurs  coupent  la  surface  developpable  qu'ils  enve- 
loppent  suivant  des  coniques  qui  sont  toutes  des  hyperboles;  les  centres  de  ces  hyper- 
boles sont  sur  une  ellipse.  Le  plan  de  cette  ellipse  rencontre  la  cubique  en  trois  points 
r£els  et  coupe  les  cones  du  second  degre  qui  passent  par  la  cubique  suivant  des  hy- 
perboles. 

Seconde  genre.  La  cubique  a  une  seule  asymptote  r6elle  et  deux  plans  osculateurs 
paralleles  entre  eux  qui  coupent  la  surface  developpable  (dont  la  courbe  est  Parete 
de  rebroussement)  suivant  deux  paraboles;  tousles  autres  plans  osculateurs  coupent 
la  meme  surface  suivant  des  ellipses  ou  des  hyperboles.  Les  centres  de  ces  coniques 
sont  sur  une  hyperbole  dont  le  plan  est  parallele  et  Equidistant  aux  deux  plans  oscu- 
lateurs paralleles.  Une  branche  de  Phyperbole  focale  contient  les  centres  des  ellipses: 
Fautre  branche  contient  les  centres  des  hyperboles.  Les  points  de  la  cubique  gauche 
auxquels  correspondent  des  ellipses  sont  situes  entre  les  plans  osculateurs  paralleles; 
les  points  auxquels  correspondent  des  hyperboles  sont  au  dehors.  Le  plan  de  Phyper- 
bole focale  rencontre  la  cubique  gauche  dans  un  seul  point  reel  et  coupe  les  c6nes  du 
second  degre  qui  passent  par  la  courbe  suivant  des  ellipses. 

Tels  sont  les  seuls  cas  absolument  g6n6raux  que  peuvent  presenter  les  cubiques 
gauches.  Mais  il  y  a  a  considerer  aussi  deux  cas  particuliers,  savoir: 

1.°  La  courbe  a  une  seule  asymptote  r6elle  a  distance  finie;  les  deux  autres  sont 
aussi  reelles,  inais  elles  coincident  a  P infini.  C'est-a-dire:  le  plan  a  P infini  coupe  la 
courbe  dans  un  point  et  est  tangent  dans  un  autre.  Les  plans  osculateurs  coupent 
la  developpable  suivant  des  hyperboles,  a  Pexception  d'une  seule  qui  est  une  parabole. 
Les  centres  de  ces  hyperboles  sont  sur  une  autre  parabole.  Les  deux  paraboles  sont 
dans  un  meme  plan  qui  coupe  les  cOnes  du  second  degre  passant  par  la  courbe  suivant 
des  paraboles. 

2.°  La  courbe  a  toutes  ses  asymptotes  qui  coincident  a  P  infini,  savoir,  elle  est 
oscuiee  par  le  plan  a  P  infini.  Les  plans  osculateurs  coupent  la  developpable  suivant 
des  paraboles. 


*)  C'est  une  exposition  analytique  trfes-bien  faite  des  belles  Etudes  de  M.  CHASLBS  sur  les 
cubiques  gauches,  J'en  ai  fait  la  traduction,  que  je  publierai  le  plus  tdt  possible.  TM. 


14. 

SOLUTION  DE  LA.  QUESTION  464.    [21] 


Annales  de  Mathtmatiques,  l.«  stSrie,  tome  XIX  (1860),  pp.  149-151. 


Soient  a,  p,  Y,8  les  distances  d'un  point  quelconque  a  quatre  plans  donn&s;  il  est 
Evident  que  liquation  la  plus  g£n£rale  d'une  surface  du  second  ordre  circonscrite 
au  t6traedre  form6  par  les  quatre  plans 

oc  =  0,    [3=0,    7  =  0,    <5  =  0 
sera 

XaS  +  igS  -f-  VY§  =  0. 


Cette  surface  est  couple  par  le  plan  S  =  0  suivant  la  conique 

^a(3  =  0  . 


Soient  a',  p',  Y'  tes  distances  d'un  point  quelconque  du  plan  5=0  aux  c6t6s  du 
triangle  S=:0  (a  =  Q,$=zQt»(  —  Q):  triangle  form6  par  F  intersection  du  plan  6  avec 
les  plans  a,p,Y;  on  a 

,    p  =  p'sinp8,    7  —  7'  sin  78, 


ou  aS  est  Tangle  des  plans  a  =  S=0,  etc.  Done  liquation  dela  conique  rapport^e 
$u  triangle  inserit  sera 


Les  angles  du  triangle  sent  £87,  Y$CC,  «Sp,  ou  ^87*)  exprime  Tangle  que  fait  1'in- 


*)  P^  est  T angie  qui,  dans  T6nonc6  de  la  question,  a  6t6  d^sign^  par  (p8 ,  78).     P.  [PROUHBT! 
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tersection  des  faces  p  =  6  =  o  avec  T  intersection  des  faces  Y  =  s  —  0  -  On  sait  que 
la  conique  repr6sent6e  par  r Equation  ci-dessus  est  une  circonference,  si  Ton  a 

1:  m  :  n  =  sinaS.  sinp^Y*  sinpS.  sinY§a  :  sinY^-  sinaSp.          (SALMON) 


De  meme,  si  les  plans  a  =  o,  p  =  0  ,  7  =  0  coupent  la  surface  suivant  des  circon- 
f^rences,  on  aura 


.  sinj3ay  :  sinya-  sinSa^  :  sin(3a.  si 
mi  v  :  X  =  sinSp.  siny^a  :  sina^.  sin  Sp^  :  sin  Yp.  sin  a^S  , 
n  :  X  :  [j,  =  sin§7.  sina^p  :  sinpy.  sinSfa  :  sina^.  si 


De  la  on  tire  imm&liatement  que  Z  ,  m  ,  n  ,  X  ,  \L  ,  v  sont  proportionnelles  aux  quantit6s 

-~--  S  -       ,     SmT.  sin  a^p.  sin  a  dp  , 

smap         Ir 


.-\sinap8.sinaY8  ,  -  sin  PY^.  sin  pa  S  , 

smaS  smpS       ri 

ce  qui  d6montre  le  th6or&me  de  M.  PROUHET. 


15. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  465.    [21] 


Annales  de  MatMmatiques,  l.»  s^rie,  tome  XIX  (1860),  pp.  151-153. 


Soient  «0 ,  ai , . . . ,  an__i ,  w  quantit^s  quelconques ;  a  une  racine  primitive  de  T  Equation 
binome 


et 


xn  —  1  =  0 

-j-  . . .  +  a,,.!  a7;-1 


en  supposant  ar  =  ar . 

Multiplions  entre  eux  les  deux  determinants 


%     ... 


1       1 

1  OC] 

1__g 
0*1 


1 
Og 


executant  k  multiplication  par  lignes,  les  colonnes  du  determinant  produit  de- 
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viennent  divisibles  respectivement  par  6L,  88, ... ,  8W,  et  Ton  a 

11         1       ...       1 

1          „  ...2 


1 


1)  (n—%) 


Or  le  determinant  du  second  membre  est  6videmment  6gal  a  (  —  1)      2      A    [22J; 
done 


Le  th6oreme,  mentionn6  par  M.  MICHAEL  ROBERTS  (Nouvelles  Annales,  cahier  de 
mars  1859,  p.  87),  est  de  M.  SPOTTISWOODE  (Journal  de  CREOLE,  t.  LI);  la  demonstration 
ci-dessus  m'a  6t£  communique  par  M.  BRIOSCHI,  et  je  Tai  publi6e  comme  lemine 
dans  une  petite  Note  Intorno  ad  un  teorema  di  ABEL  (Annali  di  TOETOLINI,  1856) 
[Memoria  2  di  questo  volume]. 

En  supposant 

ar  =  a  f-  rd , 
il  s'ensuit 


et 

done 

et,  par  consequent, 


8r  =  — -—        pour        r  =  1 ,  2 , . . . ,  < 
fi  ,  »(M  —  1)  ,. 


8    A 
i  o2  .  .  . 

a 
a  +  d 


a  ~\-  d 
a  +  2$ 


/7»»—  1 

a      , 


a  +  (w  —  1)  d 


a  +  (w — 


...     «  +  (n  —  2)  d 
,  (n  —  l) 


ce  qui  est  bien  la  question  465. 


16. 

SUE  LES  CONIQUES  SPHERIQUES 
ET  NOUVELLE  SOLUTION  GENERALE  DE  LA  QUESTION  498*). 


Nouvelles  Annales  de  Afathematiques,  l.»  s&rie,  tonie  XIX  (1860),  pp.  269-279. 


Dans  le  n.°  13  (26  inars  1860)  des  Comptes  rendiis  de  VAcademie  des  Sciences, 
M»  CHASLES  a  communique  un  r6sum6  <T  une  th^orie  des  coniques  sph^riques  homo- 
focales,  L'illustre  g^ometre  d6duit  ses  nombreux  th6oremes  d'un  petit  nombre  de 
propositions  fondamentales.  Ce  sont  ces  propositions  fondamentales  que  nous  allons 
d^montrer. 

A  cause  de  la  dualit£  constante  a  laquelle  est  soumise  toute  la  geometric  de  la 
sphere^  la  th^orie  des  coniques  homofocales  donne  lieu  a  une  autre  s£rie  de  th^oremes, 
C'est,  comme  le  dit  Tauteur  meme,  la  th^orie  des  coniques  homocycliques.  Dans  notre 
analyse,  les  variables  x,y,  %  pourront  exp  rimer  indiff6remment  des  coordonn6es  cart6- 
siennes  de  points  ou  des  coordonn£es  tangentielles  de  lignes,  Dans  la  premiere  hypo- 
these,  il  s'agira  de  coniques  homocycliques  ;  dans  Tautre  de  coniques  homofocales, 
Pour  fixer  les  id6es,  nous  supposerons  que  les  coordonn^es  se  rapportent  a  des  points; 
le  lecteur  en  fera  mentalement  la  transformation,  s'  il  veut  obtenir  les  propri6t6s  des 
comques  homofocales. 

1.  Soient  %  :  y  :  ?  les  coordonn^es  orthogonales  d'un  point  quelconque  d'une  surface 
sph&ique  donn6e  [23].  Liquation  g^n^rale  d'une  conique  (ligne  de  second  ordre)  est 


(1) 

La  conique  est  un  (petit)  cercle  si  son  Equation  est  de  la  forme  qui  suit: 
(2)  X  (a?+y*+**)  -.  (ca+by+c*,)*=  0  ; 


*)  Pour  Men  comprendre  ee  travail,  il  est  n6cessaire  d' avoir  devant  soi  le  n.°  13  des 
Comptes  rmdm. 
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le  centre  spherigue  du  cercle  est  le  pole  (absolu)  de  la  ligne  g^odesique  (grand  cercle): 


Le  cercle  (2)  devient  g6od6sique  (grand  cercle)  si  X=0. 
Pour  A  infini  on  a  le  cercle  imaginaire 


(3) 

situe  a  une  distance  infinie  (car  il  est  la  ligne  du  contact  id6al  entre  la  sphere  et  son 
c6ne  asymptote). 

Liquation  (2)  demontre  que: 

Tous  les  cercles  (grands  ou  petits).  traces  sur  la  sphere  peuvent  etre  considers  comme 
des  coniques  spMriques  qui  ont  un  double  contact  avec  le  cercle  imaginaire  a  I  'infini. 

2.  Soit 

x       y      % 
(4)  —  =  —  =- 

w  #o      2/0      *o 

un  point  de  la  surface  spMrique.  La  g6od6sique  polaire  relative  au  cercle  imaginaire  (3) 
pris  comme  courbe  directrice  est 


(5) 

et  la  g6od6sique  polaire  du  meme  point,  par  rapport  a  la  conique  (1),  est 
(6)  x  8*        *  ^++^o  =  0. 


Si  les  deux  lignes  g6od6siques  (5)  et  (6)  doivent  co'incider,  c'est-a-dire  si  le  point  (4) 
a  la  meme  polaire  par  rapport  a  la  conique  (1)  et  au  cercle  imaginaire  (3),  on  aura 


L'61imination  de  x,:y,:%<>  de  ces  Equations  donne  une  Equation  cubique  en  6;  on 
sait  que  cette  Equation  r6sultante  a  ses  racines  belles,  et  que  si  Ton  dfeigne  par 

(7)  (#1  :  y\  :  ^i)  1    (%  '•  2/2  :  «»)  •    (®*  •  ^  :  ^) 

les  systfemes  de  valeurs  de  (acb  :  yi  :  «o)  qiri  correspondent  aux  trois  valeurs  de  Fin- 
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d6termin6e  6,  on  a: 

/22/3 


Done  les  trois  points  (7)  sont  les  sommets  (Tun  triangle  trirectangle,  et  par 
consequent  la  g6od6sique  polaire  de  chacun  d'eux  par  rapport  a  la  conique  (1)  et  au 
cercle  (3)  (ou  absolu)  passe  par  les  autres  deux.  En  prenant  ce  triangle  pour  triangle 
des  coordonnees,  c'est-a-dire  en  posant 

(7)f  ^  =  ^=0,    %t=x2=Q,    08=:ys=o 

Fequation  (1)  deviendra 

(8)  ao;2  +  (3/+T*2  =  o. 

La  forme  de  cette  Equation  enseigne  que  si  par  Fun  quelconque  des  points  (!}' 
on  mene  arbitraireinent  une  corde  (geod£sique)  de  la  conique  (8),  elle  j  est  partag^e 
en  parties  6gales. 

Done  les  points  (7)'  sont  des  centres  de  la  conique  sph6rique.  En  supposant 
a>p>0  et  Y<0,  le  point  x  =  y  =  0  est  le  centre  int^rieur;  les  autres  sont  au  dehors 
de  la  courbe. 

Ainsi: 

Les  centres  d'une  conique  sph&rique  sont  des  points  dont  chacun  a  la  meme  geodesigue 
polaire  par  rapport  a  la  conique  et  au  cercle  imaginaire  situe  a  Vinfini. 

3.  Le  t^tragone  *)  complet  (imaginaire)  inscrit  a  la  conique  (8)  et  au  cercle  ima- 
ginaire (3)  a  deux  c6t6s  r6els  ;  les  autres  sont  imaginaires.  En  eflfet,  en  combinant  les 
Equations  (3)  et  (8),  on  obtient: 

(a  -  P)  y*  +  0*  -  T)  ^  ==  0  ,    deux  g6od£siques  imaginaires  ; 
(y  -  p)  #*  +  (a  -  p)  3?  =  0  ,    deux  g6od6siques  r^elles  ; 
(a  -  f)a?  +  (p  -  7)  y^  =  0  ,     deux  g6odesiques  imaginaires. 

Done  la  conique  (8)  et  le  cercle  (3)  ont  en  commun  les  cordes  g£od6siques  r6elles 
{9} 


*)  Donne  par  les,  six  grands  cercles  joignant  les  intersections  de  (3)  et  (8).  TM. 
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Une  g6odesique  quelconque 
(10)  ax  +  by  +  c%,  =  Q 

est  tangente  a  la  courbe  (8),  si  on  satisfait  a  la  condition 


Soient  to,  oo'  les  angles  que  la  g6od6sique  (10)  fait  avec  les  g6od6siques  (9);  nous 
aurons 


COS  0)  = 


done,  si  Ton  pose 

£  =  -  tang2  6, 

en  vertu  de  la  condition  (11),  on  obtient 

cos2  o>  +  cos2  to'—  2  cos  2  6  .  cos  o>  cos  o>'  =  sin2  2  9 , 

d'oii: 

co  ±  o)'=  2  6  =  constante , 

c'est-a-dire  la  surface  du  triangle  sph&dque  form6  par  les  trois  g6od6siques  (9)  et  (10) 
est  constante,  quelle  que  soit  la  tangente  (10). 

Les  g6od6siques  (9)  sont  appel^es  lignes  cydigues  de  la  conique  sphMque  (8). 

Done: 

Les  lignes  cy cliques  d'une  conique  spherique  sont  les  deux  arcs  de  grands  cercles 
(toujours  reels)  sur  lesquels  se  trouvent  les  points  d' intersection  (imaginaires)  de  la 
coniyue  et  du  cercle  imaginaire  situe  a  I'infini. 

4-.  Pour  obtenir  les  g6od6siques  tangentes  communes  a  la  conique  (8)  et  au 
cercle  (3),  cherchons  les  points  communs  a  leurs  courbes  r^ciproques: 

i» 

(12)  7 

Celles-ci  ont  en  commun  les  cordes  replies 
(13) 
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done  les  poles  (absolus  on  relatifs  au  cercle  (3),  ce  qui  est  la  meme  chose)  de  ces 
lignes,  savoir  les  points 

(14)  x  =  Q  ,     y  :  z=±  VY(P— a)  :  VfHa~~T) 

sont  les  sommets  reels  du  quadrilatere  complet  (imaginaire)  circonscrit  a  la  conique  (8) 
et  au  cercle  (3).  Les  geodesiques  (13)  sont  les  lignes  cycliques  de  la  conique  (12),  et 
par  consequent  la  somme  ou  la  difference  des  angles  qu'elles  forment  avec  une  tan-, 
gente  quelconque  de  cette  courbe  est  constante.  Done  la  somme  ou  la  difference  des 
arcs  geodesiques  qui  joignent  les  points  (14)  a  un  point  quelconque  de  la  conique  (8) 
est  constante. 

Ces  points  (14)  sont  appeies  les  foyers  de  la  conique  spherique  (8), 

Ainsi ; 

Les  foyers  d'une  conique  spherigue  sont  les  points  de  concours  (toujours  reels)  des 
geodesiques  tangentes  communes  a  la  conique  et  au  cercle  imaginaire  situe  a  rinfini  *). 

II  s'ensuit: 

Deux  coniques  spheriques  homocycliques  sont  deux  coniques  dont  le  tetragone  inscrit 
est  aussi  inscrit  au  cercle  imaginaire  situe  a  1'infini. 

Deux  coniques  spheriques  komofocales  sont  deux  coniques  dont  le  quadrilatere  cir- 
conscrit est  aussi  circonscrit  au  cercle  imaginaire  situe  a  Finfini. 

5.  Les  equations: 


A  -  oat  +  by*  +  ex*  +  X  (^+/+s2)  =  0, 
A'=  ra2  +  by*  +  ctf  +  V  (<&+  yz+  %?)  =  0  , 

represented  deux  eoniques  spheriques  homocycliques.  Soit 


une  autre  conique  quelconque.  Les  equations 

(15)  B=U  +  |tA  =  0,    B' 

reprfeenteront  deux  coniques  circonscrites,  Tune  au  tetragone  UA**),  V  autre  au 


*)  Comme  dans  les  coniqttes  planes. 
**)  Bonne  par  T  intersection  de  U  ef;  d«  A. 
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tetragone  UA'.  Des  equations  (15)  on  tire: 

B-B'^A-p/A1, 
ji/B-jiB'  =  (|i/-  ti)  U  +  (X-  X')  pp!  (ot+tf+x*)  ; 

done  Fequation 

B-B'  =  0 

repr£sente  une  conique  circonscrite  au  tetragone  BB'  et  homocyclique  aux  coniques 

A,  A',  et  1'  equation: 

ji/B-jiB'=0 

repr^sente  une  conique  circonscrite  an  t6tragone  BB'  et  homocyclique  a  U. 

Done: 

THEOREME  I.  fitant  donnees  deux  coniques  homocycliques  A,  A'  et  une  troisieme  conique 
quelconque  U,  si  aux  tetragones  U  A,  UA'  on  circonscrit  deux  coniques  quelconques  B,  B', 
le  tetragone  BB'  sera  inscrit  tout  a  lafois  a  une  conique  homocydique  aux  deux  A,  A? 
et  a  une  conique  homocyclique  a  U.  (CHASLES). 

6.  Solent  encore  donn6es  les  coniques  A,  A',  U,  (Tou  Ton  deduit  B,  B'.  On  peut 
donner  a  la  fonction  B+&B'  la  forme 


II  sufi&t,  en  effet,  de  poser 


alors  on  a: 

B-B'  =  (JL(X-X 

c'est-a-dire  les  coniques  B,  B'  sont  homocycliques. 

Ainsi  : 

THEOREME  II.  Hftant  donnees  deux  conigues  homocycliques  A,  A'  et  une  troisieme  co- 
nique  quelconque  U,  si  au  tetragone  UA  on  circonscrit  une  conique  guelconque  B,  on 
pourra  circonscrire  au  tetragone  UA'  une  conique  B'  homocyclique  a  B.  (CnASLEs). 

7.  Soient  donnees  trois  coniques  homocycliques: 


A  =  ax*  +  by*  +  cx?  +  X  (x*  +  y*  +  %?)  =  0  , 
Af=  aof  +  by*  +  ex?  +  Xr  (a?  +  yz+x?)  =  0  , 


et  une  quatrieme  conique  quelconque: 
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<fou  nous  d&rivons  les  trois  coniques  qui  suivent: 

B=U  +  ti*A  =  0, 

B'=U  +  ji'A'=0, 
B"=  U  +  n."A"=  0  . 


On  pent  circonscrire  au  tetragone  B  B'  une  conique  qui  coincide  avec  B".  En 
effet,  on  a: 


done,  si  nous  posons: 


on  obtient 


Done: 

THEOREME  III.  £tant  donnees  trois  conigues  Tnowiocycliques  A,  A',  A"  et  ^me  quatrieme 
conique  guelconque  TJ,  si  aux  deux  tetr  agones  UA,  UA'  on  circonscrit  deux  coniques  B,  B', 
les  deux  tetragones  'UA!'  et  BB'  seront  inscrits  dans  une  meme  conique  B".  (CEASLES). 

8.  Soient  donnees  trois  coniques: 

U  =  0,       V-0,       W-U-V  =  0 

circonscrites  a  un  meme  t6tragone.  On  d6crit  une  conique 


homocyclique  a  U,  et  une  autre  conique 


homocyclique  a  V.  II  s'ensuit  que  la  conique 

W'=ir-  V'=  W+  (X-p.)  (x*  +  y*  +  x?)  =  0 


est  tout  a  la  fois  circonscrite  au  t6tragone  U'V  et  homocyclique  a  W.  De  plus,  les 
tetragones  UV,  TT'T  sont  inscrits  dans  une  meme  conique 
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Ainsi  : 

THEOREMS  IV.  Quand  trois  coniques  U  ,  V  ,  W  sont  circonscrites  a  un  meme  tetragone, 
si  Von  decrit  deux  coniques  U',  V  homocy  cliques  a  TJ  et  V  respectivement,  on  pourra 
circonscrire  an  tetragone  U'  V  une  conique  W  homocy  clique  a  la  troisieme  conique  W. 
Et  les  deux  tetragones  UV,  U'V'  auront  leurs  huit  sommets  situes  dans  une  meme  co- 
nique. (CHASLES). 

II  suit  d'ici  qu'on  aura  deux  faisceaux  homographiques  de  coniques,  dont  les  bases 
sont  les  t6tragones  UV5  U'V,  et  les  deux  coniques  correspondantes: 

U-iV  =  0,      TJ'-iV^O 

sont  toujours  homocycliques. 

II  est  6vident  qu'a  la  condition  d'etre  homocycliques  on  peut  substituer  celle  de 
rencontrer  une  conique  donn^e  dans  un  meme  systeme  de  quatre  points  r^els  ou  ima- 
ginaires.  En  vertu  de  cette  observation,  les  quatre  th6oremes  de  M.  CHASLES  ne  consti- 
tuent qu'un  th6oreme  unique,  auquel  on  peut  dormer  F6nonc6  suivant: 

$tant  donnees  plusieurs  coniques: 

U  =  0,      V-0,      Wr-U-irV  =  0 

circonscrites  a  un  meme  tetragone,  et  une  autre  conique  quelconque 

0  =  0; 

si  aux  tetr  agones  UC,  VC  on  circonscrit  deux  coniques  U7,  V,  on  pourra  circonscrire 
aux  tetragones  WrC  respectivement  des  coniques  Wr  qui  soient  toutes  circonscrites  au 
tetragone  U'V.  Etles  deux  tetragones  UV,  U'V  auront  leurs  Jiuit  sommets  situes  sur 

une  meme  conique 

K  =  0. 

II  s'ensuit  encore: 

Si  deux  tetragones  UK  ,  UrK  inscrits  dans  une  meme  conique  K  sont  les  lases  de 
deux  faisceaux  homographiques  de  coniques,  les  points  d*  intersection  de  deux  coniques 
correspondantes 


se  trouvent  toujours  dans  une  meme  conique: 
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Et  r^ciproquement: 

Afin  que  toutes  les  intersections  des  couples  de  coniques  correspondantes  de  deux 
faisceaux  TiomograpUques  appartiennent  a  une  meme  conique,  il  faut  que  les  tetragones, 
'bases  des  faisceaux,  soient  inscrits  a  une  meme  conique. 

Ces  th£oremes  generaux  ne  cessent  pas  d'avoir  lieu  en  substituant  aux  coniques 
circonscrites  a  un  meme  t^tragone  des  courbes  spheriques  de  Tordre  n  circonscrites 
a  un  meme  polygone  sph6rique  de  n2  sommets, 

Th6orfeme  general  comprenant  comme  cas  tres-particulier  la  question  498.  [21] 

On  donne  dans  un  plan:  1.°  une  droite  fixe;  2.°  un  point  0  sur  cette  droite; 
3.°  un  point  fixe  A.  Trouver  une  courbe  telle,  qu'en  menant  par  un  point  quelconque 
pris  sur  cette  courbe  une  tangente,  et  par  le  point  A  une  parallele  a  cette  tangente, 
ces  deux  droites  interceptent  sur  la  droite  fixe  deux  segments  compt6s  du  point  0, 
Ii6s  entre  eux  par  une  relation  alg6brique  du  degr6  n. 

On  peut  consid&rer  ees  segments  comme  des  coordonn^es  tangentielles;  done 
1'enveloppe  demand^e  est  une  courbe  de  la  classe  n  (voir  la  Geometrie  superieure  de 
M.  CEASLES,  chap.  XXIV). 

On  donne  dans  1'espace:  1.°  une  droite  fixe;  2.°  un  point  0  sur  cette  droite; 
3,°  deux  points  fixes  A,  B.  Trouver  une  surface  telle,  qu'en  menant  par  un  point 
quelconque  pris  sur  cette  surface  un  plan  tangent,  et  par  A,  B  deux  plans  paralleles 
an  plan  tangent,  ces  trois  plans  interceptent  sur  la  droite  fixe  trois  segments  compt6s 
du  point  0,  life  entre  eux  par  une  relation  alg^brique  du  degr6  n. 

L'enveloppe  demandee  est  une  surface  de  la  classe  n. 


17. 


SOLUTION. DES  QUESTIONS  494  ET  499,  ["] 

METHODE  DE  GRASSMANN 
ET  PROPRIETE  DE  LA  CUBIQUE  GAUCHE. 


Nouvelles  Annales  de  Mathtmatiques,  l.re  s6rie,  tome  XIX  (1860),  pp.  356-361. 


La  question  499  embrasse  deux  6nonc6s,  qui,  si  je  ne  me  trompe,  exigent  quelques 
corrections.  Dans  le  premier  6nonc6,  les  droites  B,  D  et  le  point  m  sont  des  616ments 
fixes  superflus  a  la  construction  du  point  variable  p.  II  suffirait  de  dire:  "  Si  les  c6t6s 
"  ap,  cp,  ac  d'un  triangle  variable  acp  tournent  autour  de  trois' points  fixes  I,  s,  o,  et 
"  si  deux  sommets  a,  c  glissent  sur  deux  droites  fixes  A,  C,  le  troisieme  sommet  p 
"  d^crira  une  conique  „.  C'est  le  c61ebre  th6orfeme  de  MACLAURIN  et  BRAIKENRIDGE.  Si 
le  lieu  du  point  p  doit  etre  une  cubique  (courbe  du  troisieme  ordre),  il  faut  modifier 
les  donn^es  de  la  question. 

Le  deuxieme  6nonc6  n'est  pas  complet.  On  n'y  trouve  pas  de  donn^es  suffisantes 
pour  d6finir  un  lieu  g6om6trique.  II  faut  lire:  a  Si  les  c6t6s  ab,  be,  cd,  da  et  la  dia- 
"  gonale  Id  d'un  quadrilatere  plan  variable  abed  tournent  autour  de  cinq  points  fixes 
"  o ,  p ,  q ,  r ,  s ,  et  les  sommets  a ,  c ,  qui  sont  au  dehors  de  la  diagonale,  glissent  sur 
"  deux  droites  fixes  M,  N,  chacun  des  autres  sommets  6,  d  d6crira  une  cubique  „. 

Ce  beau  th6or&me  a  6t6  donn6  par  un  Eminent  g^ometre  allemand,  M.  HERMANN- 
GUNTHER  GRASSMANN,  de  Stettin*),  dans  un  M6moire  ins6r6  dans  le  t.  XXXI  du 
Journal  de  Crelle,  p.  111-132;  1846. 

A  Toccasion  de  ces  th^oremes  qui  se  rapportent  a  la  geometrie  des  intersections, 
je  ne  puis  m'empScher  de  mentionner  une  m6thode  trfes-exp6ditive  et  tres-curieuse, 
dont  la  premiere  id6e  parait  appartenir  a  LEIBNIZ,  mais  qui  a  6t6  vraiment  Stabile 


*)  Professeur  au  gymnase  de  Stettin,.  W,d^ns  c^tte  ville  en  1809, 
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par  M.  GRASSMANN  dans  un  ouvrage  interessant  (die  Wissenschaft  der  extension  Grdssen 
oder  die  Ausdehmmgslehre),  imprime  a  Leipzig  en  1844,  et  dans  des  Memoires  po- 
sterieurs  (PreisscJiriften  gekront  und  lierausgegeben  von  der  furstlich  JaUonowsW  schen 
GesellscJiaft,  Leipzig,  1847,  Journal  de  Crelle,  t.  XXXI,  XXXVI,  XLII,  XLIV,  XLIX, 
LII).  Excepte  MM,  MOBIUS  (Preisscliriften,  etc.,  ut  supra)  et  BELLAVITIS  (Atti  deWIsti- 
tuto  Veneto,  decernbre  1854),  je  ne  sache  pas  que  quelque  geometre  ait  donne  aux 
recherches  de  M.  GRASSMANN  Fattention  qu'elles  meritent. 

Je  vais  reproduire  ici  les  premieres  definitions  et  conventions  de  cette  ingenieuse 
theorie,  que  Fauteur  nomme  analyse  geometrique.  Je  designerai  toujours  les  points  par 
de  peiites  lettres,  et  les  droites  par  des  lettres  majuscules. 

Premiere  definition,  ab  repr6sente  la  droite  qui  joint  les  points  a  et  6. 

Beuxieme  definition.  AB  represente  le  point  commun  aux  droites  A  et  B. 

Conventions.  On  pose: 

ab  =  Q  si  les  points  a  et  6  coincident; 

AB  =  0  si  les  droites  A  et  B  (indefinies)  coincident; 

aB  =  0  ou  bien  Ba  =  0  si  le  point  a  est  sur  la  droite  B. 

Cela  pose,  soient  a ,  5  deux  points  fixes,  x  un  point  variable : 

a~bx  =  0 
est  Fequation  d'une  droite,  car  elle  exprime  que  x  est  toujours  sur  al.  De  meme 


est  liquation  d'un  point,  enveloppe  de  la  droite  mobile  X. 

M.  GRASSMANN  d6montre  la  proposition  qui  suit,  et  qui  est  la  generalisation  du 
theoreme  de  PASCAL  (hexagramma  mysticum). 

"  Si  un  point  x  mobile  dans  un  plan  est  assujetti  a  la  condition  qu'un  certain 
"  point  et  une  certaine  droite,  deduisibks  du  point  x  et  d'une  s6rie  de  points  et  droites 
"  fixes  au  moyen  de  constructions  ex£cut6es  avec  la  seule  regie,  doivent  tomber  Tun 
tt  dans  Tautre,  et  si  le  point  x  a  6t6  employe  n  fois  dans  ces  constructions,  le  lieu  du 
tt  point  x  sera  une  courbe  de  Pordre  n  „ . 

L'attteur  donne  aussi  le  th6oreme  correiatif  pour  la  generation  des  courbes  de  la 
classe  n,  et  les  propositions  analogues  dans  Tespace  pour  la  generation  des  surfaces 
algebriques. 

La  construction  dn  point  variable  x(p)  dans  le  premier  enonce  rectifie,  question 
499,  est  represent^  par  Fequation  planimMrique  (selon  Fappellation  de  M.  GRASSMANN): 
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(la  droite  xs  coupe  C  dans  un  point,  la  droite  qui  passe  par  ce  point  et  par  o  ren- 
contre A  dans  un  autre  point  qui  avec  I  donne  une  droite  passant  par  #). 

Cette  Equation  contient  deux  fois  r616ment  variable  #,  et  par  consequent,  selon  le 
th6oreme  g6n6ral  de  M,  GRASSMANN,  elle  appartient  a  une  conique.  Cette  conique  passe 
par  les  cinq  points: 

s,  Z,  AC,  soA.,  ZoC; 

ce  qui  est  Evident,  parce  que  chacun  d'eux  satisfait  identiquement  liquation  de  la 
courbe. 

Dans  r  autre  6nonc6,  question  499,  la  construction  du  point  variable  x  (6)  est  indi- 
qu6e  par  liquation  planim^trique  qui  suit: 

(xpNq)  (xoMr)  (xs)  =  0 

(exprimant  que  les  trois  droites  xp'Nq,  #0Mr  ,  xs  passent  par  un  meine  point).  Cette 
Equation  contient  trois  fois  le  point  variable  #;  done  elle  appartient  a  une  cubique. 
On  trouve  ais&nent  que  cette  courbe  contient  les  neuf  points: 

o,  p  ,  s  ,  MN  ,  (pq)  (or)  ,  qs'N  ,  rsM.  ,  pqWi  ,  orN  . 

M.  GRASSMANN  d&nontre  que  liquation  ci-dessus  est  completement  g^n6rale,  c'est- 
a-dire,  elle  repr^sente  toute  courbe  plane  du  troisieme  ordre. 

La  question  494  (Nouvelles  Annales,  t.  XVIII,  p.  444)  est  un  autre  th6or£me  de 
M.  GRASSMANN  (Journal  de  Crelle,  t.  XXXI).  La  construction  du  point  variable  x(q) 
donne  liquation  planim6trique 

(xaA.)  (xbE)  (xcC)  =  0, 

exprimant  que  les  trois  points  #aA,  ^6B  ,  xcC  sont  en  ligne  droite.  Liquation 
contient  trois  fois  M6ment  variable  #,  done  le  lieu  de  la  question  494  est  une  cubique, 
qui  passe  par  les  neuf  points: 

a,  6,  c,  BC,  CA,  AB  ,  JcA,  caB  ,  a&C. 

Soit  X  la  droite  variable  qui  contient  les  trois  points  xaA,  #6B  ,  xcG:  on  aura 
6videmment 


done  la  droite  X  enveloppe  une  courbe  de  la  troisieme  classe,  qui  touche  les  neuf 
droites  : 

A,  B,  C,  80,  ca,  at,  BCa,  CAi,  ABc. 

Ainsi  on  peut  regarder  comme  r6solues  les  questions  494  et  499. 
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Propri6te  de  la  cubique  gauche. 

J1ai  trouv6  cette  propri£t6  en  m'occupant  de  cette  courbe  a  double  courbure  dans 
ma  solution  de  la  question  435  (Nouvelles  Annales,  t.  XVIII,  p.  199). 

tt  Par  une  cubique  gauche  oscul^e  par  le  plan  a  1'  infini  passe  un  seul  cylindre  du 
a  second  ordre,  et  ce  cylindre  est  parabolique  „ .  J'ai  6nonc6  cette  proposition  dans 
mon  dernier  M6moire  ins6r£  dans  les  Annali  di  Matematica  (Rome,  juillet  et  aotit 
1859):  Intorno  alle  coniche  inscribe  in  una  stessa  superftcie  sviluppdbtte  del  quart'' or  dine. 
Or  voici  le  nouveau  th^oreme. 

"  Pour  chaque  plan  parallele  au  cylindre,  la  courbe  admet  un  systeme  de  cordes 
tf  paralleles  a  ce  plan,  dont  les  points  milieux  sont  situ£s  sur  une  meme  droite  (dia- 

*  metre).  Ce  diametre  passe  par  le  point  de  la  cubique  gauche  ou  elle  est  touch6e 

*  par  un  plan  parallele  aux  cordes ;  il  est  la  droite  <T  intersection  du  plan  osculateur 
"  avec  le  plan  asymptote,  qui  correspondent  a  ce  meme  point  (par  chaque  point  de 
"  la  courbe  passe  un  plan  asymptote,  c'est-a-dire  tangent  a  T  infini,  et  tous  ces  plans 
"sont  paralleles  entre  eux). 

"  Done  par  chaque  point  de  la  courbe  passe  un  diametre,  qui  bissecte  les  cordes 
ft  paralleles  au  plan  qui  touche,  sans  oseuler,  la  courbe  au  meme  point  [25].  Tous  ces 
a  diametres  sont  paralleles  a  un  meme  plan,  savoir  a  la  direction  des  plans  asymptotes, 
u  et  foment  une  surface  du  troisieme  ordre. 

*  La  courbe  admet  au  moins  un  point  (et  au  plus  trois)  oti  la  droite  tangente  et 

*  le  diametre  correspondant  se  rencontrent  sous  un  angle  droit  „. 

On  voit  par  la  la  frappante  analogie  entre  cette  courbe  a  double  courbure  et  la 
parabole  ordinaire*). 


*)  On  pent  consular  le  M&aoire  franQais  de  M.  CREMONA  dans  Crelle,  t.  LYIII,  p.  138, 
1860,  qui  vieiit  de  paraltre.  On  y  cite  ce  thSor&me  remarquable  de  CAYLEY  :    « Toute  surface 
(non  d^veloppable)  est  d^une  classe,  6gale  4  son  ordre*. 


18. 

SOPRA  UN  PROBLEMA  GENERALE  DI  GEOMETRIA. 


Annali  di  Ufatematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  III  (1860),  pp.  169-171. 


1.  Nel  fascicolo  di  gennaio  1860  del  periodico:  Nouvelles  Annales  de  Matliema- 
tiques  del  sig.  TERQUEM,  a  pag.  43,  trovasi  enunciate  un  problema,  caso  particolaris- 
simo  del  seguente: 

Data  una  retta  OA,  un  punto  0  in  essa  ed  un  punto  B  fuori  della  medesima, 
trovare  una  curva  (nel  piano  OAB)  tale  che  conducendo  una  sua  tangente  qualsivoglia, 
e  per  B  la  parallela  a  questa,  i  segmenti  della  OA  intercetti  fra  queste  rette  e  il 
punto  0  siano  legati  da  una  data  relazione  algebrica  del  grado  n. 

Siano  OM  ,  ON  i  due  segmenti  compresi  il  primo  fra  il  punto  0  e  una  tangente 
qualunque  della  curva,  il  secondo  fra  0  e  la  parallela  alia  tangente.  Sia: 

F(OM,ON)  =  0 

la  relazione  data.  Posto  OB  =  6  ed  assunte  le  rette  OA  ,  OB  per  assi   delle  coordi- 
nate rettilinee  y,x  avremo: 


ove  x,y  sono  le  coordinate  del  punto  di  contatto.  Arriviamo  cosi  alP  equazione  alle 
derivate  : 

(1) 

v  ; 


la  primitiva  singolare  della  quale  sara  evidentemente  Tequazione  della  curva  domandata. 
Ma  questa  curva  puo  essere  ottenuta  anche  senza  ricorrere  alle  derivate.  Infatti, 

siano  u,v  le  coordinate  tangenziali  della  retta  tangente  la  curva,  cioe  siano  --  ,  -- 

Cremona,  tomo  I.  9 
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i  segment!  degli  assi  OB,  OA  coinpresi  fra  1'origine  0  e  la  tangente  suddetta.  Avremo  : 


quindi  : 


sara  r  equazione  in  coordinate  tangenziali  della  curva  domandata.  Resta  a  dedurne 
T  equazione  in  coordinate  cartesiane.  A  tale  uopo,  osservo  che  T  equazione  in  coordi- 
nate tangenziali  del  punto  di  contatto  della  tangente  (u9v)  e: 

(3)  ux  +•  vy  +  1  =  0 

e  che  la  richiesta  equazione  cartesiana  della  curva  sara  la  condizione,  che  il  punto 
(x,y)  appartenga  alia  curva.  Eendo  omogenea  in  u,v  la  (2)  mediante  la  (3),  onde 
avro: 

vy     bu 
v        '     v 

Le  radici  di  questa  equazione  sono  i  valori  del  rapporto  u:v  corrispondenti  a  tutte 
le  tangenti  della  curva  che  passano  pel  punto  (x,y):  dunque  1'  equazione  cartesiana 
della  curva  sara  la  condizione  che  Tequazione  precedente  abbia  due  radici  eguali,  ossia 
avra  per  priino  membro  il  discriminante  della  funzione  omogenea  in  u  ,  v  : 

ux  +  vy     bu 


v 

Sia  h(a,y)  questo  discriminante:  sara: 


la  priraitiva  singolare  della  (1),  mentre  la  primitiva  completa  e  data  da  una  tangente 

qualunque  della  curva,  cioe  e  la  (3)  ove  i  parametri  «,  v  sono  legati  dalla  condizione  (2). 

La  curva  domandata  e  dunque  algebrica  della  classe  n  (e  dell'ordine  n(n  —  1)). 

Siccome  T  equazione  (3)  si  puo  desumere  daireliminazione  di~fra  le  due: 

Ax 

Ay  1  Au      u 

S£l    _  /*•         *S     .—   __  ,  __  J      _    _ 

Ax          v'         Ax      v 

cosi  e  manifesto  che  il  precedente  processo  geometrieo  d'  integrazione  coincide  col  no- 
tissimo  di 


2.  L'analogo  problema  nello  spazio  e  il  seguente: 
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Data  una  retta  OA,  un  punto  0  in  essa,  e  due  punti  B,  C  fuori  di  essa,  trovare 
una  superficie  tale  che  conducendo  un  suo  piano  tangente  qualunque,  e  per  B  e  C  i 
piani  ad  esso  parallel!,  i  segment!  di  OA  intercetti  fra  questi  piani  e  il  punto  0  ab- 
biano  fra  loro  una  data  relazione  algebrica  del  grado  n. 

Siano  OL,OM,ON  i  tre  segmenti  anzidetti,  e  sia: 

F(OL,OM,ON)  =  0 

la  relazione  data.  Assumo  OA,OB,OC  per  assi  clelle   coordinate   rettilinee  #,#,#; 
posto  OB  =  b  ,  OC  =  c  ,  avremo  : 


Z.  MT 

-  --    —  ,  =  —  b  —  ,      ON=-  c  — 

Ay         Az  Ay  fa 

ove  x,y,%  sono  le  coordinate  del  punto  di  contatto  del  piano  tangente  che  si  con- 
sidera.  Avremo  dunque  1'  equazione  alle  clerivate  parziali  : 

/-i\  -n/  A.X        Ax  Ax  Ax\ 

1)  F  \x  —  y-  --  %  —  ,     —  b  —  ,      —  c—  =0 

v  ;  \           Ay        A%  Ay  fa) 

la  primitiva  singolare  della  quale  sara  Tequazione  della  superficie  domandata. 

Siano  u,v,iv  le  coordinate  tangenziali  del  piano  tangente  la  superficie,  cioe  siano 

--  ,  --  ,  --  i  segmenti  degli  assi  compresi  fra  questo  piano  e  rorigine.  Avremo: 
u        v        w 


,  , 

U  U  U 

eppero  : 

o\ 
(2) 

v  ; 


u      u       u 


sara  Fequazione  in  coordinate  tangenziali  della  superficie  domandata. 

L'  equazione  in  coordinate  tangenziali  del  punto  di  contatto  del  piano  (u,  v:  10}  e: 

(3)  ux  +•  vy  +  w&  +  1  =  0  . 

Per  esprimere  la  condizione  che  il  punto  (x,y,%)  appartenga  alia  superficie,  rendo 
la  (2)  omogenea  in  u,v,w  mediante  la  (3);  si  avra: 


lux  +  vy 

u  '    ^l  '    u 


Questa  equazione  rappresenta,  insieme  colla  (3),  la  superficie  conica  inviluppo  de'  piani 
tangenti  condotti  alia  superficie  (2)  dal  punto  (3).  Se  questo  punto  appartiene  alia 
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superficie  (2),  quel  cono  avii  un  piano  tangente  doppio;  eppero  Pequazione  in  coor- 
dinate x,y>%  della  superficie  domandata  avra  per  primo  membro  il  discriminante 
della  funzione  omogenea  in  u,v,w: 

lux  ~j-  vy  -f-  w%     bv     civ 


u  u       u 

Sia  A(#,2/,#)  questo  discriminante;  sara: 


la  primitiva  singolare  della  (1).  La  primitiva  completa  e  evidentemente  somministrata 
da  un  piano  tangente  qualsivoglia  della  superficie,  cioe  e  la  (3),  ove  i  parametri  ar- 
bitrari  u,v,w  siano  legati  dalla  condizione  (2). 

La  superficie  domandata  e  dunque  algebrica  della  classe  n  (e  dell'ordine  n(n  —  I)2). 

n  f       (\  IT 

L'equazione  (3)  si  ottiene  eliminando  T~  ,  -r-  fra  le  tre  : 

Ay     d^ 

d^        &x          1  dx      v  &x      w 

<£  _  y  __  /^  _  .  -  __      •          __       ...  _  _  ___  .  _  _ 

y  Ay        d^          u9  dy      u  '  &%      u  ' 

eppero  il  metodo  geometrico  seguito  nella  precedente  integrazione  coincide  colPana- 
litico  usato  ordinariamente. 

Milano,  1.°  giugno  1860. 


19. 

SDLLE  SUPEEFICIE  DI  SECOND1  ORDINE  OMOFOCALI. 

CHASLES.  K£SUH£  D'UNE  TEEORIE  DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE  HOMOFOCALES. 
COMPTES  KENDUS,  1860,  n.  24  et  25. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  III  (1860),  pp.  241-244. 


In  una  memoria  inserita  in  quest!  Annali  di  matematica  (marzo  ed  aprile  1859), 
io  ho  studiato  la  distribuzione  de'  centri  d'un  sistema  di  superficie  di  second1  ordine 
inscritte  in  una  stessa  sviluppabile  (reale  o  immaginaria)  ed  aventi  il  comune  tetraedro 
polare  reale.  Ivi  ho  dimostrato  che  le  quattro  coniche,  linee  di  stringiniento  della  syi- 
luppabile,  o  son  tutte  reali,  ovvero  due  sono  reali  e  due  immaginarie. 

Assumo  tre  de'  quattro  piani  costituenti  il  tetraedro  polare,  come  piani  coordinati, 
e  suppongo  che  il  quarto  piano  sia  tutto  a  distanza  infinita.  Siano  t  :  u  :  v  :  w  le  coor- 
dinate tangenziali  (di  PLOCHER)  di  un  piano  qualsivoglia,  cioe  siano 

WWW 

~~7'  ~^~'  ~7 

i  segmenti  da  esso  determinati  sugli  assi.  Allora,  .come  risulta  dalla  citata  memoria, 
una  superficie  qualunque  del  sistema  sara  rappresentabile  colPequazione: 

(1)  (6  —  c  + 


ove  i  e  il  parametro  variabile  che  serve  ad  individuare  ciascuna  superficie  del  sistema, 
ed  a,b,c,  a,p,y  sono  quantita  costanti  legate  fra  loro  daH'unica  condizione: 

,(2)  aa  +  &p  +CT  =  0. 

Poneado  nella  (1)  successivamente  i=o>>  -  ,  —  —  ,  -  si  ottengono  le  quattro 
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coniche  di  stringiinento  : 


*        wf  —  bvz  +  *w*  =  0 
—  ct*        *    +  av*  +  p^2=0 


la  prima  delle  quali  e  tufta  all'  infinite. 

La  forma  delF  equazione  (1)  mostra  che  tutte  le  superficie  del  sistema  hanno  il 
centro  aborigine,  e  che  per  esse  i  piani  coorclinati  costituiscono  una  comune  terna 
di  piani  diametral!  coniugati. 

Si  supponga  la  prima  conica  immaginaria  doe  a  ,  (3  ,  7  abbiano  lo  stesso  segno,  ed 
invero,  com'e  lecito  supporre,  positive.  In  virtu  della  (2),  le  a,  6,  c  non  potranno  esser 
tutte  positive,  ne  tutte  negative;  percio,  delle  altre  tre  coniche,  una  e  immaginana 
e  le  altre  due  sono  reali  ma  di  specie  diversa:  un'ellisse  ed  un1  iperbole. 

Esprimiamo  ora  le  condizioni  che  la  prima  conica  sia  circolare.  La  sfera  di  raggio 
=  1  e  col  centro  aH'origine  e  rappresentata  dalFequazione: 

f  sen2  X  -f-  w9  sen2  ^  +  v~  sen2  v  —  2  uv  (cos  X  —  cos  [^  cos  v)  —  2  vt  (cos  JJL  —  cos  v  cos  X) 
—  2  to  (cos  v  —  cosXcosjx)  =  w*(l  —  cos2X  —  cos2  pi  —  cos^v  +  2  cos  X  cos  |x  cos  v)  , 

ove  X,|i?v  sono  gli  angoli  fra  gli  assi  coordinati.  Ora,  il  cerchio  immaginario  all'  in  - 
finito  e  la  linea  deir  ideale  contatto  fra  la  sfera  ed  il  suo  cono  assintotico  ;  onde,  fc,- 
cendo  w  =  0  nelP  equazione  precedente,  avremo  1'equazione  del  cerchio  immaginario 
richiesto. 

AlBSnclie  1'equazione  risultante  coincida  colla  prima  delle  (3)  dev'essere: 

cos  X  =  cos  JL  =  cos  v  =  0  , 

cio&  i  piani  diametral!  comuni  alle  superficie  (1)  devono  essere  i  loro  piani  principal!; 
ed  inoltre: 

a  =  p  =  T. 

Posto,  eom'e  lecito,  a  =  l,  1'equazione  (1)  diviene: 

a  +  i)u*  +  (a  —  1>  +  i}v2  +  Zw*=  0, 
I  quadrati  de'  semiassi  di  questa  superficie  sono: 

o  —  6  —  i     a  —  c  —  i     ~b  —  a  —  i 
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quindi  le  superficie  inscritte  in  una  sviluppabile  (immaginaria)  per  la  quale  il  cerchio 
immaginario  alp  infinite  sia  una  linea  di  stringiinento,  sono  omofocali.  E  reciproca- 
mente,  le  superficie  omofocali  si  ponno  risguardare  come  inscritte  in  una  sviluppabile 
immaginaria  tagliata  dal  piano  alF  infinite  secondo  il  cerchio  immaginario,  cioe  secondo 
la  linea  di  contatto  fra  una  sfera  arbitraria  ed  il  suo  cono  assintotico. 

Di  qui  segue  che  se  U  =  0  e  1'equazione,  in  coordinate  tangenziali,  di  una  super- 
ficie di  second'  ordine,  riferita  ad  assi  qualsivogliano,  1'equazione  generale  delle  su- 
perficie omofocali  ad  essa  sara: 

u  +  is  =  o 

ove: 

S  =  tz  sen2  X  -f-  ^2  sen2  ^  +  v*  sen2  v  —  2  uv  (cos  X  —  cos  |i  cos  v) 

—  2  vt  (cos  (x  —  cos  v  cos  X)  —  2tu  (cos  v  —  cos  X  cos  ji) 

(X  ,  |i  ,  v  angoli  fra  gli  assi). 

Questo  risultato  analitico,  esprimente  il  suenunciato  teorema  sulle  superficie  omo- 
focali, teorema  che  e  stato  dato  la  prima  volta  dalF  illustre  CHASLES  nel  suo  Apergu 
historique  (nota  31a),  ci  pone  in  grado  di  dare  semplicissime  dimostrazioni  de'  quattro 
teoremi  generali  recentemente  dati  dal  medesimo  autore  nei  Comptes  rendus  (11  giugno 
1860),  come  fondamento  di  una  teoria  delle  superficie  medesime. 

Sia: 


ne  segue: 

6'B  —  6B'  =  (6'—  8)F  +  (8'i  —  6i')S  , 


e: 


cioe: 

"  Date  due  superficie  omofocali  A  ,  A'  ed  un'  altra  superficie  qualunque  U,  se  nelle 
due  sviluppabili  (UA)  ,  (UA)  si  inscrivono  rispettivamente  due  superficie  qualsivogliano 
B  ,  B'  ;  la  sviluppabile  (BB;)  sara  simultaneamente  circoscritta  ad  una  superficie  omo- 
focale  ad  A,  A'  e  ad  un'  altra  superficie  omofocale  ad  U  „. 

Posto  : 


si  ha: 
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dunque  : 

K  Date  due  superficie  omofocali  A,  A'  ed  una  terza  superficie  qualunque  U,  se  nella 
sviluppabile  (UA)  s'inscrive  una  superficie  B;  si  potra  nella  sviluppabile  (UA')  inscri- 
vere  una  superficie  omofocale  a  B  „. 

Posto  : 

Af  =  A  +  6'S  ,        A"=A  +  6"S    , 

B'  =  Af  +  co'U  ,        B"  =  A"  +  (o"U  , 

si  ricava: 

6»B'  —  6'B"  =  (6"  —  6')  A  +  (6V  —  9V)  U  ; 

dunque: 

"  Date  tre  superficie  omofocali  A  ,  A',  A"  ed  una  quarta  superficie  qualunque  U,  se 
nelle  sviluppabili  (UA'),  (UA")  si  inscrivono  rispettivamente  le  superficie  B',  B";  le  due 
sviluppabili  (B'B"),  (UA)  saranno  circoscritte  ad  una  stessa  superficie  (di  second'ordine)  „. 

Ponendo  : 


avremo: 

(c—  J)A'+  (a  —  c)B'  =  (a  —  6)0+  (a'(c 

ed  inoltre: 

&'A'~a'B'  =  6rA  —  a'B; 

dunque  : 

8  Quando  tre  superficie  A,B,C  sono  inscritte  in  una  stessa  sviluppabile,  se  si 
descrivono  due  superficie  A',  B'  omofocali  rispettivamente  ad  A  e  B,  si  potra  inscrivere 
nella  sviluppabile  (A'B')  una  superficie  C'  omofocale  a  C.  E  le  due  sviluppabili  (ABC), 
(A'B'C')  saranno  circoscritte  ad  una  stessa  superficie  (di  second'ordine). 

Bologna^  1.°  dicembre  1860. 


20. 

SULLE  CONICHE  E  SULLE  SUPERFICIE 
DI  SECOND'  ORDINE  CONGIUNTE. 


Annali  di  Mcttematica  pura  ed  applicata,  serie  1,  tomo  III  (1860),  pp.  257-282. 


II  signer  TERQUEM,  in  un  breve  articolo  inserito  nel  terzo  volume  del  giornale  di 
LIOUVILLE,  primo  considero  le  linee  congiunte  in  una  conica,  chiamando  con  questo 
nome  due  rette  tali,  che  assunte  per  assi  delle  coordinate  x,  y,  rendano  eguali  i 
coefficienti  di  x2  ed  /  nella  equazione  della  curva,  ossia  due  rette  tali,  che  seghino, 
realmente  o  idealmente,  la  conica  in  quattro  punti  appartenenti  ad  una  stessa  cir- 
conferenza. 

Poscia  il  professore  CHASLES,  in  una  memoria  die  fa  parte  del  medesimo  volume 
di  quel  periodico  matematico,  tratto  lo  stesso  argomento  sotto  Taspetto  della  pura 
geometria,  e,  con  quella  fecondita  che  gli  e  propria,  dimostro  un  vasto  sistema  di 
proposizioni  relative  alle  linee  congiunte.  Verso  il  fine  della  memoria,  T  illustre  geo- 
metra  accenna  brevemente  come  si  possa  applicare  quella  teorica  alle  superficie  di 
second'  ordine,  ed  enuncia  alcune  proprieta  de'  coni  congiunii,  cioe  di  quei  coni  di  se- 
cond'ordine  che  passano  per  1' intersezione  di  una  sfera  con  una  superficie  dello  stesso 
ordine.  Ivi  egli  promette  di  ritornare  su  quest1  ultimo  argomento  e  di  trattarlo  piu 
completamente ;  ma,  per  quanto  io  sappia,  non  diede  seguito  a  tale  suo  proposito,  cer- 
tamente  distratto  da  piu  gravi  lavori;  ne  so  se  alcun  altro  abbia  fatto  le  sue  veci. 

Se  io  oso,  dopo  tali  predecessor!,  pubblicare  questo,  qualunque  siasi  lavoro,  Tar- 
gomento  del  quale  ha  molta  attinenza  colla  teorica  delle  linee  e  dei  coni  congiunti, 
non  miro  certamente  a  presentare  una  serie  di  verita  che  abbiano  la  pretesa  d'essere 
affatto  nuove.  Anzi  confesso  che  ho  dedotto  la  maggior  parte  de'  teoremi,  qui  sotto 
enunciati  intorno  alle  superficie  di  second'ordine,  da  quelli  delF  illustre  CHASLES  sopra 
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le  siiperficie  omofocali  *),  mediante  il  metodo  delle  polari  reciproche;  e  per  cio  stesso,  ne 
oinmetto,  coine  superfine,  le  dimostrazioni.  Mio  unico  scopo  e  di  attirare  Pattenzione  di 
qualche  benevolo  lettore  su  d'una  teoria  clae  promette  d'essere  feconda  quanto  lo  e  quella 
de1  luoghi  omofocali,  da  cui  la  prima  puo  derivarsi  merce  la  trasformazione  polare. 

E  notissimo  che  le  coniche  omofocali  si  possono  considerare  come  inscritte  in  uno 
stesso  quadrilatero  immaginario,  avente  due  vertici  reali  (i  due  fuochi  reali  comuni 
alle  coniche),  due  vertici  immaginari  a  distanza  finita  (i  due  fuochi  immaginari  si- 
tuati  sul  secondo  asse  delle  coniche)  e  il  quinto  e  sesto  vertice  immaginari  all1  infi- 
nite (i  punti  circolari  all' infinite).  II  sig.  CHASLES  ha  enunciate  pel  primo  Panaloga 
proprieta  per  le  superficie  omofocali  **).  Piu  superficie  omofocali,  cioe  dotate  di  se- 
zioni  principali  omofocali,  sono  idealmente  inscritte  in  una  medesima  superficie  svi- 
luppabile  immaginaria,  avente  tre  coniche  di  stringimento  (una  ellittica,  la  seconda 
iperbolica,  la  terza  immaginaria)  ne'  piani  principali  comuni  alle  superficie  date;  mentre 
la  quarta  curva  di  stringimento  e  il  cerchio  immaginario  all' infinite. 

Se  le  superficie  di  second' ordine,  che  si  considerano,  sono  coni,  e  no  to  che  a  lato 
alia  teorica  de'  coni  omofocali  esiste  la  teorica  de'  coni  omociclici :  teorica  che  si  deriva 
dalla  prima  mediante  la  polarita  supplementare  ***).  E  da  questa  doppia  teoria  dei 
coni  si  conclude  poi  immediatamente  la  doppia  teorica  delle  coniche  sferiche  omofocali 
e  delle  coniche  sferiche  omocicliche  ****). 

Cio  premesso,  e  ragionevole  pensare  che  anche  per  le  coniche  piane  e  per  le  su- 
perficie di  second'ordine  in  generate,  esista  una  teoria  analoga  a  quella  de'  coni  omo- 
ciclici ;  una  teoria  di  un  tale  sistema  di  coniche  o  di  superficie,  che  sia  rispetto  alle 
coniche  circoscritte  ad  uno  stesso  quadrangolo  o  alle  superficie  passanti  per  una  stessa 
curva  gobba,  cio  che  le  coniche  e  le  superficie  omofocali  sono  rispetto  alle  coniche 
inscritte  in  un  quadrilatero  e  alle  superficie  inscritte  in  una  stessa  sviluppabile, 

Questa  memoria  mostrera  che  infatti  tale  teorica  esiste  e  che  essa  e  inclusa,  come 
case  particolare,  in  quella  di  un  sistema  di  coniche  aventi  le  stesse  linee  congiunte, 
rispetto  ad  un  date  cerchio,  o  di  un  sistema  di  superficie  di  second'ordine  aventi  gli 
stessi  coni  eongiunti,  relativamente  ad  una  data  sfera. 


*)  Apergu  historique,  Note  31e  (ProprUtis  nouvelles  de$  surfaces  du  second  degrd,  analogues 
a  cdles  des  foyers  dans  les  coniques).  —  Comptes  rendus  de  T Acad6mie  de  Paris,  1860 ;  n.  24  et  25. 
**)  Apergu  Jtistoriqw,  Note  31e. 

***}  CHASLBS,  Memoir  e  de  geom&trie  pure  sur  le  proprie'tts  generates  des  cdnes  du  second 
fegre  (Nouveatix  M^moires  de  TAcad.  de  Bruxelles,  tom<  VI,  1830). 

****)  CHASLBS,  M6moire  de  g£ome*trie  sur  les  proprie't^s  generates  des  coniques  spheriques 
(Kouveaux  M^m.  de  FAead.  de  Braxelles,  t.  VI).—  Comptes  rendus, 'I860,  n.  13.—  Nouvelles 
Annales  de  Mathematiques,  juillet  1860, 
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Coniche  congiuiite. 

L  Data  una  conica  riferita  ad  assi  ortogonali: 


si  diranno  linee  congiunte  ad  essa,  rispetto  ad  un  dato  punto  (a,  (3),  due  rette  che 
seghino  idealmente  la  curva  in  quattro  punti  appartenenti  ad  una  circonferenza  di 
raggio  nullo,  avente  il  centro  nel  punto  dato,  ossia,  do  che  e  lo  stesso,  al  sisteina 
di  due  rette  immaginarie:  [2G] 


Per  trovare  tali  rette,  basta  porre  1'equazione: 

U  +  o)S  =  0 

e  determinare  to  in  modo  die  il  discriminante  di  essa  sia  nullo.  L'equazione  prece- 
dente  rappresenta  evidenteinente  un  sistema  di  coniche  aventi  le  stesse  linee  congiuiite 
rispetto  al  punto  dato, 

2.  La  conica  data,  riferita  ai  suoi  assi  principal!,  sia  rappresentata  dall'equazione: 


Consideriamo  le  sue  linee  congiunte  rispetto  al  centro  della  curva:  rette  che  noi  chia- 
meremo  semplicemente  linee  congiunte.  Esse  sono  date  dalFequazione: 

00+  by*—  1  +  a)  (a?+y*)  =  0 
tjiiando  diasi  ad  co  uno  dei  tre  valori: 

—  a  ,         —  b  ,         oo  . 
Si  hanno  cosi  i  tre  sistemi  di  linee  congiunte: 

(b  —  a]if—  1  =  0,        (a  —  b}tf—  1  =  0,        a?+  y*=  0  . 


Le  sole  rette  del  secondo  sisteina  sono  reali,  ed  invero  parallele  alPasse  focale,  se  la 
data  conica  e  un'ellisse,  o  all'asse  non  focale,  se  essa  e  un'iperbole. 

Que'  tre  sistemi  di  linee  congiunte  sono  i  lati  e  le  diagonal!  di  un  rettangolo  im- 
maginario,  inscritto  nella  conica  data  e  concentrico  ad  essa. 

3.  Ecco  alcune  proprieta  delle  linee  congiunte  di  una  coniea:  proprieta  che  sono 
polari  reciproche  di  quelle  che  competono  ai  fuochi. 
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Data  una  retta  inscritta  fra  le  linee  congiunte  di  tma  conica,  gli  angoli,  sotto  % 
qiiali  son  veditte  dal  centra  la  retta  stessa  e  la  parte  di  essa  inscritta  nella  conica,  hanno 
la  stessa  Usettrice. 

Da  cui  segue: 

Data  una  corda  inscritta,  in  una  cornea,  se  si  dividono  per  meta  Vangolo  sotto  il 
qiiale  la  corda  e  vecluta  dal  centra  e  Vangolo  supplemental;  la  corda  sara  incontrata 
in  quattro  pimti  armonici  dalle  due  Usettrici  e  dalle  linee  congiunte. 

Se  nel  precedente  teorema  la  retta  data  e  tangente  alia  conica  si  ha: 

Data  una  retta  tangente  ad  una  conica,  il  raggio  vettore  che  va  al  punto  di  con- 
tatto  divide  pel  mezzo  Vangolo  sotto  il  quale  si  vede  dal  centro  la  porzione  di  tangente 
compresa  fra  le  linee  congiunte. 

E  per  conseguenza: 

Una  tangente  qualunque  di  tma  conica  e  segata  armonicamente  dalle  linee  congiunte 
dal  raggio  vettore  che  va  al  punto  di  contatto  e  dal  raggio  a  questo  perpendicolare. 

4.  Dato  un  punto  arbitrario  m  e  presa  la  sua  polare  M  rispetto  ad  una  conica ;  se 
m'  e  qitel  punto  di  M  che  e  quarto  armonico  dopo  i  punti  in  cui  M  incontra  le  linee 
congiunte  e  la  parallela  ad  esse  condotta  per  m;  il  segmento  mm'  e  veduto  dal  centro 
sotto  angolo  retto. 

Reciprocamente: 

Un  segmento  rettilineo,  veduto  dal  centro  di  una  conica  sotto  angolo  retto,  e  i  cui 
termini  siano  punti  coniugati  relativamentc  a  q^uesta,  e  diviso  armonicaniente  dalle  linee 
congiunte. 

E  come  caso  speciale: 

Due  punti  coniugati  rispetto  ad  una  conica,  presi  su  d'ima  linea  congiunta,  sono 
sempre  veduti  dal  centro  sotto  angolo  retto. 

Quest'ultima  proprieta  puo  anche  risguardarsi  come  compresa  nella  seguente: 

Un  angolo  circoscritto  ad  una  conica  determina  su  d\ma  linea  congiunta  di  guesta 
un  segmento  veduto  dal  centro  sotto  un  angolo,  il  cui  su/pplemento  ha  per  bisettrice  il 
raggio  vettore  condotto  al  punto  in  cui  la  corda  di  contatto  incontra  la  linea  congiunta. 

5.  Se  una  tangente  qiialunque  di  una  conica  di  centro  0  incontra  le  linee  congiunte 
rispettwamente  m*  punti  a ,  J3 ;  condotte  per  0  le  rette  perpendicolari  ai  raggi  Oa ,  0(3 , 
Vuna  di  esse  incontri  la  tangente  in  m  e  la  prima  linea  congiunta  in  a;  Valtra  seghi 
la  tangente  in  n  e  la  seconda  linea  congiunta  in  b.  Allora  si  avra: 

r\ ?T~ 

Om      Oa 
Se  una  retta  condotta  pel  centro  0  di  una  conica  incontra  auesta  inm  e  una  linea 
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congiunta  in  m'  ,  la  quantita  =$  —  ~^-^  e  costante,  gualunque  sia  la  dirczione  della 

Om        Ow'~ 
trasversale  diametrale. 

Se  un  angolo  circoscritto  ad  una  conica  di  centra  0  Jia  il  vertice  su  d'tma  linea 
congiunta,  e  se  il  raggio  vettore  perpendicolare  a  quello  die  va  al  vertice  incontra  la 
linea  congiunta  in  a  e  i  lati  dell'angolo  in  m  ,  m'  ,  avremo  : 

Om  .  Oa   .   Om'  .  Oa  ,  ma  .  m'a 

--  --  -  —  cost.  •          -_  -  —  cost. 

ma  ma  Oa  .  mm' 

Data  una  retta  fissa  die  incontri  una  linea  congiunta  di  una  conica  di  centre  0  in 
Y]  se  da  un  punto  qualunque  della  retta  fissa  si  conducono  due  tangenti  alia  conica,  le 
quali  incontrino  la  linea  congiunta  in  p,  q;  avremo: 

tangi^O  .   tangY  qOr  =  cost. 

6.  [27]  Una  tangente  qualunque  di  una  conica  e  la  retta  die  unisce  il  punto  di  con- 
tatto  al  polo  di  una  linea  congiunta  determinano  su  di  questa  ^ln  segmento  veduto  dal 
centro  sotto  angolo  retto. 

Se  da  un  punto  qiialunque  di  una  linea  congiunta  ad  una  conica  di  centro  0  si 
conducono  due  rette  toccanti  la  curva  rispettivamente  in  m  ed  n;  e  se  su  di  esse  si 
prendono  due  altri  punti  m'  ,  n'  in  modo  die  gli  angoli  mOn  ,  m'On'  siano  retti,  le  rette 
mn  ,  m'n'  si  seglieranno  sidValtra  linea  congiunta. 

Sia  data  una  conica  di  centro  0  ,  una  sua  linea  congiunta  ed  il  polo  a  di  questa. 
Una  tangente  qualunque  della  conica  incontri  Oa  in  m.  Inoltre  il  raggio  perpendicolare 
a  quello  che  va  al  punto  d'incontro  della  tangente  colla  linea  congiunta  incontri  queste 
rette  in  m',  n.  Sara: 


___         ___ 

Oa       Qm\Qm' 

Dice  tangenti  di  una  conica  incontrano  le  due  rette  congiunte  in  quattro  punti  ap- 
partenenti  ad  un'altra  conica  che  ha  un  fuoco  nel  centro  della  data  e  per  relativa  di- 
rettrice  la  corda  di  contatto  delle  due  tangenti. 

Ecc.  ecc. 

7.  L'equazione: 

(1)  (a+a))^  +  (6  +  to)^_l  =  0, 

ove  si  consider!  CD  indeterminata,  rappresenta  un  sistema  di  coniche  aventi  le  stesse 
linee  congiunte,  rispetto  al  centro  comune.  Le  chiamero  coniche  congiunte.  Queste  co- 
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niche  hanno  in  comune  gli  assi,  e  son  desse  appunto  che  corrispondono,  polarmente, 
alle  coniche  omofocalL 

L'equazione  (1)  mostra  che  piu  coniche  congiunte  si  ponno  risguardare  come  cir- 
coscritte  allo  stesso  rettangolo  immaginario,  formato  dai  tre  sistemi  di  linee  congiunte, 

II  sistema  (1)  contiene  infinite  ellissi  ed  infinite  iperboli.  Le  ellissi  sono  tutte  nello 
spazio  compreso  fra  le  due  linee  congiunte  reali ;  le  iperboli  tutte  al  di  fuori,  ciascuna 
avendo  un  ramo  da  una  banda  e  Paltro  dalla  banda  opposta,  rispetto  alle  linee  con- 
giunte. Ciascuna  ellisse  ha  Passe  maggiore  parallelo  alle  linee  congiunte;  ciascuna 
iperbole  ha  Passe  focale  perpendicolare  alle  linee  congiunte.  La  serie  delle  ellissi 
comincia  da  quel  punto,  che  e  centre  comune  delle  coniche  congiunte,  e  finisce  col 
sistema  delle  linee  congiunte.  La  serie  delle  iperboli  comincia  con  questo  sistema  e 
procede  indefinitamente,  senza  limite  reale.  Onde: 

Per  un  punto  qiialungue  nel  piano  di  una  conica  passa  sempre  una,  ed  una  sola, 
conica  congiunta  alia  data ;  la  quote  e  iperbole  o  ellisse  secondo  che  il  punto  sia  fuori 
o  entro  lo  spaiio  compreso  fra  le  linee  congiunte. 

Invece  una  retta  qualimque  tocoa  sempre  due  coniche  congiunte  ad  una  data>  le  quali 
sono  di  specie  diversa.  I  due  punti  di  contatto  sono  veduti  dal  centro  sotto  angolo 
retto;  ed  i  raggi  vettori  che  vanno  ai  punti  di  contatto  sono  le  bisettrici  delP  angolo 
formato  dai  raggi  condotti  ai  punti  in  cui  la  retta  sega  qualunque  altra  conica  con- 
giunta alia  data.  Cioe: 

Dato  un  fascio  di  coniche  congiunte  ed  una  retta  trasversale,  le  por#ioni  di  questa 
comprese  fra  le  coniche  sono  vedute  dal  centro  sotto  angoli  che  hanno  le  stesse  bisettrici. 
Queste  incontrano  la  trasversale  ne*  punti  in  cui  essa  tocca  due  coniche  del  fascio. 

Date  in  un  piano  due  rette  parallele,  si  ponno  descrivere  infinite  coniche,  ellissi  ed 
iperboli,  di  cui  quelle  siano  le  linee  congiunte.  Ogni  ellisse  lia  con  ciascuna  iperbole 
qiwttro  tangenti  comimi,  e  per  ciascuna  di  queste  i  due  punti  di  contatto  sono  veduti 
dal  centro  sotto  angolo  retto. 

II  inviluppo  di  una  retta  inscritta  fra  due  coniche  congiunte  e  veduta  dal  lore  centro 
s&tto  angolo  retto,  e  una  circonferenza  concentrica  alle  coniche  date. 

8.  In  due  coniche  cmgiimte,  la  different  degVinversi  quadrati  di  due  semidiametri 
nella  stessa  direzione  e  costante.  (Questa  costante  &  la  different  del  valori  del  para- 
metro  w,  relativi  alle  due  coniche)* 

Per  eonseguenza: 

Quando  un'eUisse  ed  uriiperbole  sono  congiunte,  la  prima  e  incontrata  dagli  assin- 
toti  delta  seconda  in  quattro  punti  sifuati  sopra  una  circonferensa  concentrica  alle 
coniche  date.  L'inverso  quadrate  del  raggio  di  questa  circonferenza  fe  la  differenza  de1 
yalori  di  <«>t  corrispondenti  alie  due  coniche. 
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Dato  un  fascio  di  coniche  congiunte,  i  due  punti  in  cui  una  trasversale  arbitraria 
tocca  due  di  queste  curve,  sono  coniugati  rispetto  a  qualsivoglia  conica  del  fascio. 

Dato  un  fascio  di  coniche  congiunte,  una  trasversale  arlitraria  le  sega  in  coppie  di 
punti  formanti  un1  involuzione.  I  punti  doppi  di  questa  involuzione  sono  quelli  ove  la 
trasversale  tocca  due  coniche  del  fascio.  I  raggi  vettori,  condotti  dal  centro  comune 
delle  coniche  ai  punti  dell' involuzione  anzidetta,  formano  un'altra  involuzione,  nella 
quale  1'angolo  di  due  raggi  omologhi,  e  1'angolo  supplementare  sono  divisi  per  meta 
dai  raggi  doppi. 

9.  I  poli  di  una  trasversale  arbitraria,   relativi   a  piu  coniche   congiunte,  sono  in 
un'iperbole  equilatera  che  passa  pel  centro  comune  delle  coniche  date  ed  ha  gli  assintoti 
rispettivamente  paralldi  agli  as  si  di  queste. 

II  ramo  di  quest'  iperbole,  che  passa  pel  centro  delle  coniche  congiunte,  e  ivi  di- 
viso  in  due  parti.  La  parte  che  allontanandosi  da  questo  centro  si  va  accostando  alle 
linee  congiunte,  contiene  i  poli  relativi  alle  ellissi  appartenenti  al  dato  sistema  di  co- 
niche. L'altra  parte  contiene  i  poli  relativi  a  coniche  immaginarie. 

L'altro  ramo  poi  contiene  i  poli  relativi  alle  iperboli. 

Se  in  un  punto  qualunque  deW  iperbole  equilatera  si  conduce  la  retta  tangente  alia 
conica  congiunta  che  passa  per  esso,  questa  retta  va  ad  incontrare  la  trasversale  in  un 
punto,  pel  quale  passa  un'altra  conica  congiunta,  ivi  toccata  datta  medesima  retta. 

Le  rette  polari  di  un  punto  m  rispetto  a  piu  coniche  congiunte,  passano  per  uno 
stesxo  punto  m'.  I  punti  m,  m'  sono  veduti  dal  centro  comune  delle  coniche  sotto 
angolo  retto. 

Se  il  punto  m  percorre  una  retta  1 ,  il  punto  m'  descrive  T ]  iperbole  luogo  dei  poli  di  1. 

Ecc.  ecc. 

10.  Se: 

uoo  -f-  vy  =  1 

&  1'equazione  di  una  retta,  la  condizione  ch'essa  tocchi  la  conica  (1)  e: 

w2  v*     

a  +  co      b  -f-  to 

Siano  ^ ,  —  v  le  radici  di  questa  equazione  quadratica,  cioe  i  parametri  delle  due  co- 
niche toccate  dalla  retta  proposta.  Si  avra: 

(fi  —  v  _  u*  .^  tf  —  (a  -{-,  b) ,         [iv  =  buz  -j-  av*  —  ab  , 
da  cui: 


._ 

^_^,_,  y    

a  —  o  a  —  b 
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Le  quantita  a,  v  si  ponno  assumere  come  coordinate  ellittiche.  tangenziali. 
Superflcie  dl  second' ordine  congiunte. 

11.  Data  la  superficie  di  second'ordine: 

(1)  ax*-}-  hf+Gx*—  1  =  0 

e  la  sfera  dl  raggio  nullo,  o  cono  immaginario : 

(2)  (^_a)-3+(2/_p)3+^_T)2_0} 

qualnnque  superficie  (di  second'ordine) ,  circoscritta  alia  loro  curva  di  ideale  interse- 
zione,  e  rappresentata  dall'equazione : 

(3)  a*  +  bif  +  cx*~  1  +  co  ((x  -  a)2  +  (y  -  ff  +  (*  -  T)  «)  =  0  . 

Tutte  le  superficie  comprese  in  qnesta  equazione  lianno  in  comune  le  direzioni  dei 
piani  ciclici.  II  luogo  dei  centri  delle  medesime  e  la  cubica  gobba: 


ct  ~|~  <o  b  -|-  a) 5  c  -f-  co 

che  ha  gli  assintoti  parallel!  agli  assi  principali  delle  superficie  (3).  Questa  curva  ha 
quattro  punti  appartenenti  alle  superficie,  di  cui  sono  i  rispettivi  centri :  i  quali  punti 
sono  i  vertici  del  tetraedro  polare  comune,  ossia  sono  i  vertici  d'altrettanti  coni  che 
fanno  parte  del  sistema  (3) ,  secondo  il  noto  teorema  di  PONCELET  *) .  Uno  di  tali  coni 
e  quello  rappresentato  dalla  (2).  Questi  coni  diconsi  congiunti  alia  superficie  data  (1) 
relativamente  al  punto  (*,  (3,  T).  Diremo  anche  che  tutte  le  superficie  (3)  sono  cm- 
giunte  rispetto  a  questo  medesimo  punto. 

12.  Data  adunque  una  superficie  di  second'ordine,  riferita  ad  assi  ortogonali: 


ed  un  punto  0  di  coordinate  (a,  p,  T),  tutte  le  superficie  congiwite  ad  essa  rispetto 
a  questo  punto  sono  incluse  nelfequazione  : 

U  +  iS  =  0 
essendo  : 


ed  i  un  parametro  indeterminato, 


*)  Tram  des  proprittts  prtfectives  des  figures,  Paris,  1822:  p.  395. 
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Se  U  =  0  rappresenta  il  sistema  di  due  piani,  quest!  diyentano  i  piani  direttori 
relativi  al  fuoco  0  per  la  superficie  U  +  iS  =  0  ;  cioe  0  e  un  punto  focale  per  questa 
superficie,  e  que'  due  piani  sono  i  corrispondenti  piani  direttori  *) .  Se  i  due  piani 
U  =  o  passano  pel  punto  0 ,  la  superficie  U  +  *S  =  0  e  un  cono  del  quale  0  e  il 
vertice  e  que'  due  piani  sono  i  piani  ciclici. 

Se  U  e  il  quadrato  d'una  funzione  lineare  delle  x ,  y ,  %,,  cioe  se  U  =  0  rappre- 
senta un  piano  unico,  la  superficie  U  -f-  iS  —  0  e  di  rotazione :  per  essa  0  e  un  fuoco 
ed  U  =  0  e  il  relative  piano  direttore.  Se  il  piano  U  =  0  passasse  per  0 ,  la  super- 
ficie U  +  $•>  =  0  sarebbe  un  cono  di  rotazione,  avente  il  vertice  in  0  e  1'asse  per- 
pendicolare  al  piano  U  =  0  . 

Cio  posto,  siamo  in  grado  di  dimostrare  assai  semplicemente  quattro  teoremi  ge- 
nerali,  sulle  superficie  congiunte,  correlativi  di  quelli  che  1'illustre  CHASLES  diede 
recentemente  sulle  superficie  omofocali  **). 

13.  Posto: 

A'=  A  +  XS ,      B  =  [.OJ  +  A  ,      B'=  (i/U  +  A', 
avremo : 

ti/B  —  {JJB'  =  (j/A  -•  [jA' ,        B  —  B'  =  (p.  —  n1)  U  —  ?.S  ; 
dunque : 

Teorema  1.°  Date  due  sttperfieic  A,  A'  conyiunt?  rispetto  ad  un  pwito  0,  ed  im'alfra 
superficie  qualunque  U ,  se  per  le  due  curve  (UA) ,  (UA')  si  fanno  passare  rispeftivamente 
due  superficie  B ,  B' ;  per  la  curva  (BB')  si  potra  far  passare  una  superficie  congiunta 
ad  A.,  A?  eel  urialtra  superficie  congiunta  ad  U,  rispetto  allo  stesso  punto  0. 

Se  la  superficie  U  riducesi  al  sistema  di  due  piani  «,  w;,  si  ha: 

a)  Date  due  superficie  A ,  A'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0 ,  sec/ate  da  due  piani 
u ,  u' ,  se  si  fa  passare  una  superficie  B  per  le  se^ioni  di  A  ed  una  superficie  B'  per 
le  sesioni  di  A7;  per  la  curva  (BBy)  si  potra  far  passare  una  superficie  congiunta  con 
A,  A'  rispetto  ad  0,  ed  un'altra  superficie  di  cui  0  sia  un  punto  focale  ed  u,  u'  i 
relativi  piani  direttori. 

I  piani  u ,  u1  .passino  per  0 : 

b)  Date  due  superfi.de  A ,  A'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0 ,  segate  da  due  piani 
u ,  u'  passanti  per  0 ;  se  si  fa  passare  una  superficie  B  per   le  se#ioni  di  A  ed  una 
superficie  B'  per  le  se#ioni  di  A! ;  per  la  curva  (BB')  si  potra  far  passare  una  super- 
ficie congiunta  con  A ,  A'  rispetto  ad  0 ,  ed  un  cono  (di  second' ordine)  di  cui  0  sia  il 
vertice  ed  u,  u'  i  piani  ciclici. 


*)  Vedi  la  Memoria  di  AMIOT  sidle  superficie  di  second 'ordine  (Liouville  t.  8). 
**)  Comptes  rendus,  I860,  n.  24. 

Cremona^  torao  I. 
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Se  i  plani  M,  u  coincidono  si  ha: 

c)  Date  due  superficie  A  ,  A'  conghmte  rispetto  ad  an  punto  0  ,  se  si  descrivono  d^te 
altre  superficie  B  ,  B'  tangenti  rispettivamente  die  date  lungo  le  sezioni  fatte  da  uno 
stesso  piano  u,  per  la  curva  (BB;)  si  potra  far  passare  una  superficie  congiunta  con 
A,  A'  rispetto  ad  0,  ed  una  superficie  di  rotazione  avente  un  fuoco  in  0  ed  u  per 
relativo  piano  direttore. 

d)  Date  due  superficie  A  ,  A'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0  ,  se  si  descrivono  due 
altre  superficie  B,  B'  tangenti  rispettivamente  alle  date  lungo   le  sezioni  fatte  da  uno 
stesso  piano  u  passante  per  0  ;  per  la  curva  (BB')  si  potra  far  passare  una  superficie 
congiunta  con  A,  A'  rispetto  ad  0  ,  ed  un  cono  di  rotazione  avente  il  vertice  in  0  e 
Vasse  perpendicolare  al  piano  u. 

Se  il  piano  u  va  tutto  a!F  infinite  si  ha: 

e)  Date  due  superficie  A  ,  A'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0  ,  se  si  descrivono  due 
altre  sujperficie  B,  B'  rispettivamente  omotetiche  alle  date;  per  la  curva  (BB')  si  potra 
far  passare  una  superficie  congiunta  ad  A,  A'  rispetto  ad  0  ,  ed  una  sfera  il  cui  centro 
sia  lo  stesso  punto  0. 

14.  Sia  A  un  cono  congiunto  ad  A';  Uil  sistema  di  due  piani  tangenti  ad  A;  B 
il  piano  delle  due  generatrici  di  contatto.  II  teorema  1.°  da: 

f)  Data  una  superficie  A'  ed  un  suo  cono  congiunto  A  rispetto  ad  un  punto  0,  se 
A7  vien  segata  da  due  piani  tangenti  di  A  e  per  le  due  coniche  di  sezione  si  fa  passare 
una  superficie  B',  questa  tocchera  lungo  una  stessa  conica  una  superficie  congiunta  con 
A!  rispetto  ad  0  ,  ed  un'altra  superficie  per  la  quale  0  e  un  punto  focale,  ed  i  due  piani 
tangenti  di  A  sono  i  relativi  piani  direttori.  E  la  conica  di  contatto  sara  nel  piano  delle 
due  generatrici  di  contatto  del  cono  A. 

Sia  U  una  sfera  col  centro  0  ;  A  il  suo  cono  assintotico  ;  B  sara  una  sfera  con- 
centrica  ad  U;  onde: 

g)  Date  due  sfere  concentriche  U  ,  B  ,  ed  una  superficie  qualungue  A'  ,  se  per  la 
curva  (UA')  si  fa  passare  una  superficie  Bf  ;  per  la  curva  (BB')  passera  una  superficie 
congwnta  ad  A'  rispetto  al  centro  di  U  e  B. 

Se  B  si  riduce  al  centro  di  U,  abbiamo: 

h)  Data  una  sfera  U  ed  una  superficie  qualunque  A',  se  per  la  curva  (UA')  si  fa 
passare  una  superficie  B'  ,  si  potra  determinare  un'altra  superficie  che  sia  concentrica 
ed  omotetica  con  A',  e  congiunta  con  B'  rispetto  al  centro  di  U. 

15.  Posto: 


avremo  : 
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dunque  : 

Teorema  2.°  Date  due  superficie  A,  A'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0  ed  ima 
superficie  qualsivoglia  U  ,  se  per  la  curva  (UA)  si  fa  passare  una  superficie  B  ;  si  potra 
per  la  curva  (UA')  far  passare  una  superficie  B'  congiunta  a  B  rispetto  allo  stesso  punto  0. 

Sia  A  un  cono  congiunto  ad  A';  U  un  piano  passante  pel  vertice  di  A: 

k)  Data  una  superficie  A!  ed  un  cono  A  congiunto  ad  essa  rispetto  ad  un  punto 
0;  descritto  un  altro  cono  B  che  toccM  A  lungo  due  generatrici;  si  potra  inscrivere  in 
A'  una  superficie  B'  congiunta  al  cono  B  rispetto  al  punto  0;  e  la  curva  di  contatto 
fra  A'  e  B'  sara  nel  piano  delle  due  generatrici  di  contatto  fra  i  coni  A  e  B  . 

Si  prenda  per  B  il  sistema  di  due  piani  tangenti  al  cono  A: 

1)  Data  una  superficie  A'  ed  un  cono  A  congiunto  ad  essa  rispetto  ad  un  punto  0  ; 
due  piani  tangenti  di  A  sono  i  piani  direttori,  relativi  al  punto  focale  0  ,  di  una  su- 
perficie B'  inscritta  in  A';  la  curva  di  contatto  di  queste  superficie  .e  nel  piano  delle 
generatrici  lungo  le  quali  il  cono  A  e  toccato  dai  due  suoi  piani  tawgenti. 

La  superficie  U  sia  circoscritta  ad  A  lungo  una  conica  il  cui  piano  sia  B.  II  teo- 
rema  2.°  da: 

m)  Date  due  superficie  A,  A'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0,  ed  utfaltra  su- 
perficie U  tangente  ad  A  lungo  una  conica,  per  la  citrva  (UA')  si  potra  far  passare 
una  superficie  di  rotasione  avente  un  fuoco  in  0  e  per  relative  piano  dlrettore  il  piano 
del  contatto  fra  U  ed  A. 

Sia  A  un  cono  congiunto  ad  A';  U  il  sistema  di  due  piani  tangenti  ad  A;  B  il 
piano  delle  due  generatrici  di  contatto.  A  vremo: 

n)  Data  una  superficie  A'  ed  un  cono  A  congiunto  ad  essa  rispetto  ad  un  piinto 

0  ;  se  A?  men  segata  da  due  piani  tangenti  di  A  ,  per  le  due  coniche  di  sesione  si  potra 
far  passare  una  superficie  di  rota#ione  avente  un  fuoco  in  0  ,  e  per  relativo  piano  di- 
rettore  U  piano  delle  due  generatrici,  lungo  le  quali  il  cono  A  e  toccqto  dai  '  due  suoi 
piani  tangenti. 

p)  Data  una  superficie  A!  ed  un  cono  A  congiunto  ad  essa  rispetto  ad  un  punto  0  ; 
se  A  vien  segato  da  un  piano  passante  pel  suo  vertice  e  per  0  ,  secondo  due  generatrici; 

1  piani  tangenti  ad  A  lungo  queste  generatrici  segano  A!  in  due  coniche,  per  le  quali 
si  pub  far  passare  un  cono  di  rota#ione  avente  il  vertice  in  0  e  Vasse  perpendicolare 
al  piano  delle  due  generatrici  di  A. 

16.  Posto: 


se  ne  ricava: 

X"B'  —  X'B"  =  (X>'  —  XV)  U  +  (X"  —  X')  A  ; 


148  SULLE  CONICHE  E  SttLLE  SUPERFICIE  DI   SECOND*  ORDINE  CONGIUNTE. 


dunque  : 

Teorema  3.°  Date  tre  superficic  A,  A',  A7'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0,  ed 
una  superficie  qualsivoglia  U  ,  se  per  le  curve  (UA')  ,  (UAW)  si  fanno  passare  rispetti- 
vamente  le  superficie  B',  IT;  le  curve  (B'B")5  (UA)  saranno  situate  su  dl  una  stessa 
superficie  (di  second'  or  dine). 

La  superficie  U  sia  un  piano: 

q)  Date  tre  superficie  congiunte  A,  A',  A"  segate  da  uno  stesso  piano,  se  si  insert- 
vono  rispettivamente  in  A!  ,  A"  lungo  le  rispettive  sezioni  due  superficie  B'  ,  B"  ;  si  potra 
per  la  curva  (B;  B")  far  passare  una  superficie  tangente  ad  A  lungo  la  setsione  in  essa 
faffa  dal  piano  dafo. 

Le  superficie  A,  A7,  A';  siano  tre  coni  congiunti,  U  il  piano  de'  loro  vertici;  B 
il  sistema  del  piani  tangent!  ad  A'  lungo  le  generatrici,  in  cui  questo  cono  &  segato 
dal  piano  U  ;  B"  il  sistema  dei  piani  tangenti  ad  A"  lungo  le  generatrici  in  cui  quest'  ul- 
timo cono  e  segato  dal  medesimo  piano  U.  II  teorema  3.°  ci  da: 

r)  Dati  tre  coni  congiunti,  ciascuno  segato  secondo  due  generatrici  dal  piano  deter- 
minate dai  loro  vertici^  se  si  conducono  i  piani  tangenti  al  primo  cono  e  i  piani  tan- 
genti al  secondo  lungo  le  rispettive  generatrici  d'  inter  se#ione,  i  due  prhni  piani  tangenti 
segano  gli  altri  due  in  quattro  rette,  situate  in  uno  stesso  cono  (di  second'  or  dine)  tan~ 
genie  al  terzo  de*  coni  dati  lungo  le  due  generatrici  in  cui  questo  e  segato  dal  piano 
dei  ire  vertici. 

17.  Posto: 

A  =  U  +  aV,      B  =  U  +  6V,      C  =  U  +  cV  , 


awemo: 

(c  —  b)A,'-\~(a  —  c)R'=(a  —  b)C-{-a'(c  —  b)+  V  (a 
ed  inoltre: 


Dunque  : 

Teorema  4.°  Quando  tre  superficie  A,  B,  C  passano  per  una  stessa  curva,  se  si 
prendono  due  superficie  A'  ,  B'  congiunte  ordinatamente  ad  A  ,  B  ,  rispetto  ad  uno  stesso 
punta  0  ;  per  la  mrva  (A'B')  si  pub  far  passare  una  superficie  G  congiunta  a  C  rispetto 
ad  0.  E  le  curve  (ABC),  (A'B'C')  sow  situate  su  di  una  stessa  superficie  (di  secon- 
(For  dine). 

Le  superfieie  A,  B  siano  circoscritte  Tuna  alPaltra;  per  0  si  prenda  il  piano  della 
cum  di  contatto,  o  il  cono  inv^lvente  A  e  B  huso  auesta  curva.  Si  avra 
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s)  Quando  due  superficie  A,  B  si  toccano  lungo  una  conica,  se  si  descrivono  due 
altre  superficie  A! ,  B'  ordinatamente  congiunte  a  quelle  rispetto  ad  uno  stesso  punto  0 ; 
per  la  curva  (A'B')  passeranno  le  tre  seguenti  superficie:  una  superficie  di  rota#ione 
avente  un  fuoco  in  0  e  per  piano  direttore  il  piano  del  contatto  (AB) ;  una  superficie 
congiunta,  rispetto  ad  0 ,  al  cono  involvente  A  e  B ;  ma  superficie  circoscritta  ad  A  e  B 
lungo  la  low  curva  di  contatto. 

La  superficie  B  sia  un  cono  involvente  A ;  e  C  sia  il  piano  della  curva  di  contatto : 

t)  Date  due  superficie  A ,  A'  congiunte  rispetto  ad  un  punto  0 ,  ed  un  cono  invol- 
vente A;  se  si  descrive  una  superficie  B'  congiunta  a  B  rispetto  ad  0;  per  la  curva 
(A'B')  passeranno :  una  superficie  di  rotazione  avente  un  fuoco  in  0  e  per  relative  piano 
direttore  il  piano  del  contatto  (AB) ;  ed  una  superficie  tangente  ad  A  lungo  la  curva  di 
contatto  fra  A  e  il  cono  B. 

Sia  A  un  cono,  B  il  sistema  di  due  suoi  piani  tangenti,  C  il  piano  delle  due  ge- 
neratrici  di  contatto. 

u)  Data  una  superficie  A',  un  cono  A  ad  essa  congiunto  rispetto  ad  un  punto  0, 
e  due  piani  tangenti  di  A;  se  si  descrive  una  superficie  B'  per  la  quale  0  sia  un  punto 
focale,  ed  i  due  piani  tangenti  di  A  siano  i  relativi  piani  direttori;  per  la  curva  (A'B') 
passera  una  superficie  di  rotazione  avente  un  fiwco  in  0  e  per  relativo  piano  direttore 
il  piano  delle  due  generatrici  di  contatto  del  cono  A  co'  suoi  due  piani  tangenti;  e  pas- 
sera  inoltre  un  cono  tangente  al  cono  A  lungo  quelle  due  generatrici. 

Se  il  piano  delle  due  generatrici  passa  per  0 ,  la  superficie  di  rotazione  menzio- 
nata  nel  precedente  teorema  e  un  cono. 

Propriety  di  una  superftcie  di  second*  ordine 
relative  ai  suoi  cilindri  congiunti. 

18.  Data  una  superficie  di  second'ordine,  dotata  di  centro,  riferita  ai  suoi  piani 
principali : 

(1)  ax*  +  by2  +  ex?—  1  =  0 

vogliamo  ricercare  i  suoi  coni  congiimti  relativi  al  centro  di  essa.  Qualunque  super- 
ficie congiunta  colla  (1)  rispetto  al  suo  centro,  ossia  passante  per  la  ideale  interse- 
zione  della  (l)  col  cono  immaginario : 

(2)  xz  +  y*+tf^Q 
e  rappresentata  dalFequazione : 

(3)  (a  +  ce)a;2+  (b  +,o>)/  +  (e  +  «)**—  1  =  0 
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onde  tutte  quelle  superficie  sono  concentriche  ed  lianno  i  medesimi  piani  principal!. 
L'equazione  (3)  rappresenta  un  cono  per 

o>  =  GO  ,  —  a  ,  —  6,  —c\ 
eppero,  oltre  il  cono  (2),  si  lianno  i  tre  coni  cougiunti: 

(6  —  a)  y2  +  (c—  a)  &3—  1  =  0 
(4)  (e  —  6)  **  +  (a  —  b]  xz—  1  =  0 


i  quali  sono  tre  cilindri,  aventi  rispettivamente  le  generatrici  parallele  agli  assi  prin- 
cipal! della  superficie  data  (l).  Noi  li  chiameremo  i  tre  cilindri  congiunti  della  su- 
perficie data.  Ritenuto  a>b>c,  il  primo  cilindro  e  immaginario  ;  il  secondo  che 
ha  le  generatrici  parallele  ai  piani  ciclici  della  (l)  e  iperbolico;  il  terzo  e  ellittico. 
Paragonando  le  equazioni  (4)  con  quelle  delle  sezioni  principal!  delle  superficie  (1)  , 
risulta  che: 

Ciascttn  piano  principale  di  una  superficie  di  second'ordine  sega  qu&sta  e  il  cilindro 
cong'mnto  ad  esso  perpendicolare  secondo  due  coniche  aventi  le  stesse  linee  congiunte 
(rispetto  al  loro  centro  comune).  I  tre  sistemi  di  linee  congiunte  comuni  sono  le  interse- 
zioni  del  piano  principale  cogli  altri  due  cilindri  congiunti  e  col  cono  immaginario  con- 
giunto  (2). 

Ciascuno  de'  tre  cilindri  congiunti  individua  gli  altri  due;  e  se  prendiamo  a  con- 
siderare  Fiperbole  e  1'ellisse,  basi  de1  due  cilindri  reali,  ciascuna  di  queste  coniche  ha 
due  vertici  nelle  linee  congiunte  reali  dell'altra. 
Segue  da  cio: 

Quando  due  superficie  di  second'  or  dine  hanno  le  sezioni  principali  rispettivamente 
dotate  delle  stesse  linee  congiunte  (rispetto  al  lore  centro  comune)  ,  esse  lianno  i  medesimi 
cilindri  congiuntL  E  reciprocamente,  se  due  superficie  di  second'ordine  Jianno  un  cilindro 
congiunto  comune,  le  loro  sezioni  principali  avranno  rispettivamente  le  stesse  linee  congiunte. 
19,  I  teoremi  n)  e  p),  n.  15,  applicati  alia  superficie  data  e  ad  un  suo  cilindro 
congiuuto,  somministrano  : 

Due  piani  tangenti  ad  un  cilindro  congiunto  di  una  superficie  di  second'ordine  segano 
gwesta  secondo  due  comche  per  le  quali  si  pub  far  passare  una  sttperficie  di  rota$ione 
avente  un  fuoco  nd  centro  delta  superficie  data*  II  relativo  piano  direttore  e  il  piano 
Mle  due  generatrici  di  contatto  del  cilindro  coi  suoi  due  piani  tangenti. 

Data  una  superficie  di  secmd^ordine,  se  un  piano  condotto  pel  centro  di  essa,  pa~ 
ad  un  tilindro  congiunto,  sega  questp  in  due  generatrici;  i  piani  tangenti 
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al  cilindro  lungo  queste  generatrici  segano  la  superficie  data  in  due  coniclie,  per  le  quali 
passa  un  cono  di  rota^ione  concentrico  alia  medesima  superftcie  data.  Uasse  di  questo 
cono  e  perpendicolare  al  piano  segante  il  cilindro  congiunto. 

Reciprocamente : 

I  cilindri  congiunti  di  una  superftcie  di  seconder  dine  sono  Vinviluppo  dei  piani  delle 
coniche  d'interscaione  di  questa  super  fide  colle  superficie  di  rota#ione,  omologiche  ad  e$$a, 
ed  aventi  un  fuoco  nel  centra  delta  data.  Inoltre  gli  stessi  cilindri  sono  il  luogo  delle 
rette  d'interse#ione  dei  piani  delle  coniche  anzidette  coi  piani  direttori  delle  superficie  di 
rota#ione,  relativi  al  loro  fuoco  comune. 

Segue  dal  precedente  teorema  che: 

Data  una  superficie  di  second }ordine,  i  piani  assintoti  del  suo  cilindro  congiunto 
iperbolico  la  segano  in  due  cerchi  pe'  quali  passa  una  sfera  concentrica  alia  superficie  data, 

Se  la  superficie  (1)  e  un  ellissoide,  il  cilindro  congiunto  ellittico  le  e  tutto  esterno, 
eppero  nessun  piano  tangente  di  questo  incontra  quella.  Invece  il  cilindro  iperbolico 
congiunto  ha  quattro  piani  tangenti  comuni  air  ellissoide,  i  quali  costituiscono  i  limiti 
di  separazione  fra  quei  piani  tangenti  del  cilindro  che  segano  r  ellissoide  e  quelli  che 
non  lo  segano. 

Se  la  superficie  (1)  e  un  iperboloide  ad  una  falda,  tutt'i  piani  tangenti  de'  due 
cilindri  congiunti  reali  segano  effettivamente  la  superficie  data. 

Se  la  superficie  (1)  e  un  iperboloide  a  due  falde,  essa  non  e  incontrata  da  alcun 
piano  tangente  del  cilindro  iperbolico  congiunto.  II  cilindro  ellittico  ha  quattro  piani 
tangenti  comuni  colla  superficie  data,  i  quali  separano  i  piani  del  cilindro  che  segano 
T  iperboloide  da  quelli  che  non  lo  segano. 

20.  II  teorema  1),  n.°  15,  applicato  alia  superficie  (1)  e  ad  un  suo  cilindro  congiunto, 
diviene : 

Due  g/ualisivogliano  piani  tangenti  di  un  cilindro  congiunto  di  una  data  superficie 
di  second*  ordine  sono  i  piani  direttori,  relativi  al  centre  di  questay  preso  come  punto 
focale,  di  un'altra  superficie  di  second' ordine  inscritta  nella  data  lungo  una  conica,  il 
cui  piano  passa  per  le  due  generatrici  di  contatto  del  cilindro  co3  suoi  due  piani  tangenti. 

E  come  caso  particolare: 

J  due  piani  assintoti  del  cilindro  iperbolico  congiunto  ad  una  data  superficie  di  secon- 
d'  ordine  sono  i  piani  ciclici  del  cono  assintotico  della  superficie  data. 

21.  I  teoremi  f),  n.°  14  ed  u),  n.°  17  applicati  alia  superficie  (1)  danno: 

Data  una  superficie  di  second' ordine,  un  suo  cilindro  congiunto  e  due  piani  tangenti 
di  questo,  se  immagwiamo: 

l.a  La  serie  infinita  delle  superficie  di  second' ordine  che  si  possono  far  passare  per  le 
due  coniche,  inter$e#ioni  della  data  superficie  co'  due  piani  tangenti  del  cilindro  congiunto; 
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2.°  La  serie  infinita  delle  superficie,  aventi  un  punto  focale  nel  centre  della  data  e 
per  relativi  plant  direttori,  I  dm  piani  tangenti  del  cilindro; 

3.°  La  serie  infinite  delle  superficie  di  rotations,  aventi  un  fuoco  nel  centra  della  suptr- 
ficie  data  e  per  relative  piano  direttore  II  piano  delle  due  generatrici,  lungo  le  quah  il 
cilindro  conyiunto  e  toocato  dai  suoi  due  piani  tangenti; 

4,°  Let  serie  infinite*,  c&  cilindri  tangenti  al  dato  lungo  le  due  generatrici  an#idette; 
Le  gfuaUro  serie  sono  omograficJie; 

Due  superficie  corrispondenti  nelle  prime  due  serie  si  toccano  fra  loro  lungo  una  conica 
situata  nel  piano  delle  due  generatrici  del  cilindro  dato; 

Tre  superficie  corrispondenti  nelle  ultima  tre  serie  passano  per  una  stessa  curva  situata 
sulla  superficie  data. 

22.  E  evidente  la  corrisponclenza  fra  le  proprieta  de'  cilindri  congiunti  e  quelle  delle 
coniclie  eccentriche  o  focali  in  una  superficie  di  second'  ordine.  Ed  invero  le  une  si  cledu- 
cono  dalle  altre  col  metodo  delle  polari  reciproche,  assumendo,  come  superficie  cliret- 
trice,  una  sfera  concentrica  alia  superficie  data.  lo  ho  applicato  questo  processo  di  tra- 
sformazione  alle  belle  proprieta  delle  coniche  eccentriclie  enunciate  clal  sig.  CHASLES 
nella  Nota  XXXI  del  suo  Apergu  Jiistorique,  e  ne  ho  cosi  ricavato  buona  parte  de' 
risultati  che  seguono. 

In  primo  luogo  ne  ho  dedotto  il  seguente  teorema  che  inchiude  una  nuova  defini- 
zione  dei  cilindri  congiuuti: 

Data  una  superftde  di  second' ordine  (di  centra  0)  ed  un  pimto  qualwiqiie  m  nello 
spa&io^  s'  immagini  la  retta  I  interse&ione  del  piano  polare  di  m  (rclativo  alia  superftde 
data)  col  piano  condotto  per  0  perpendicolarmente  al  raggio  vettore  Om.  Se  ora  pel  punto 
m  e  per  la  retta  I  conduciamo  rispettivamente  una  retta  ed  un  piano  parallcli  ad  un 
asse  prindpale  della  superficie  data,  la  retta  sara  la  polare  del  piano  relativamente  ad 
un  cilindro  determinato^  qualunque  sia  il  punto  m.  Questo  cilindro,  parallelo  aWasso 
prindpale  nommcdo,  e  uno  de'  congiunti  della  superficie  data. 
Ossia : 

Data  una  superficie  di  second'  ordine,  ed  un  punto  m  situato  comunque  nello  spaeio, 
se  si  prenda  il  piano  polare  di  m  rispetto  alia  superfwie,  ed  il  piano  polare,  relativa- 
mente  ad  un  cilmdro  oongiunto^  della  retta  condotta  per  m  parallela  al  cilindro,  la  retta 
comune  ai  due  piani  polari  ed  il  punto  m  sow  veduti  dal  centra  della  superficie  data 
satko  angolo  refcto. 

Qiaado  il  punto  m  e  preso  sulla  data  superficie,  il  suo  piano  polare  relativo  a 
questa  ^  il  piano  tangente.  In  tal  case,  la  retta  interseziqne  del  piano  tangente  col 
fiaso  eendotto  per  0  perpendicolarmente  al  raggio  yettore  Om,  puo  chiamarsi,  in  di- 
fetto  d'altra  denonDan^ioE^  polonormale. 
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Quindi  dal  precedente  teorema  ricaviamo: 

Se  una  retta  parallela  ad  un  cilindro  cong'mnto  di  ma  superficie  di  second' ordine 
incontra  questa  in  due  punti,  le  polonomali  di  questi  punti  yiacciono  nel  piano  polare 
di  qitella  retta  relativo  al  cilindro. 

23.  Se  sulla  data  superficie  si  fa  partire  un  piano  tangente  da  una  posizione  ini- 
ziale  M  qualsivoglia,  e  si  fa  variare  secondo  una  legge  arbitraria,  in  modo  ch'esso 
generi  una  superficie  sviluppabile  circoscritta,  la  relativa  polonormale  descrivera,  in 
generale,  una  superficie  gobba.  Ma  v'hanno  per  ogni  data  posizione  iniziale  del  piano 
tangente  (e  quindi  per  ogni  dato  punto  della  superficie  proposta)  due  direzioni,  per 
ciascuna  delle  quali  la  polonormale  del  piano  tangente  mobile  genera  una  superficie 
sviluppabile.  Variando  secondo  queste  due  direzioni  principali,  il  piano  tangente  genera 
due  superficie  sviluppabili,  circoscritte  alia  data,  tali  die  le  loro  caratteristiche,  situate 
nel  comune  piano  tangente  M,  sono  vedute  dal  centro  0  sotto  angolo  retto.  Chiameremo 
principali  si  le  due  or  accennate  superficie  sviluppabili,  che  le  loro  caratteristiche. 

Quindi  in  ogni  piano  M  tangente  alia  superficie  abbiamo  queste  tre  rette,  degne 
di  nota:  la  polonormale,  e  le  due  caratteristiche  principali.  Queste  due  ultime  passano 
pel  punto  di  contatto  del  piano  tangente:  tutte  e  tre  insieme  poi  determinano  col 
centro  0  una  terna  di  piani  ortogomdi,  i  quali  sono  i  piani  principali  comuni  ai  coni 
che  hanno  il  vertice  0,  e  che  passano  rispettivamente  per  le  sezioni  fatte  dal  piano  M 
ne'  tre  cilindri  congiunti.  Ossia: 

In  un  piano  tangente  qualunque  d'una  superficie  di  second' ordine,  la  polonormale 
e  le  caratteristiche  principali  formano  un  triangolo  coniugato  comune  alle  tre  coniche,  se- 
condo le  quali  il  piano  tangente  sega  i  tre  cilindri  congiunti.  Le  rette,  che  uniscono  i 
vertici  di  questo  triangolo  al  cevtro  della  superficie,  sono  gli  assi  principali  comuni  ai 
tre  coni  che,  avendo  il  vertice  al  centro  amidetto,  hanno  per  basi  quelle  coniche. 

Ogni  piano  condotto  pel  raggio  vettore,  che  va  al  punto  di  contatto  del  piano  tan- 
gente, sega  uno  di  questi  coni  secondo  due  generated  egualmente  inclinate  al  raggio 
vettore;  dunque: 

Se  una  retta  tangente  ad  una  superficie  di  second"*  ordine  incontra  un  cilindro  con- 
giunto  in  due  punti,  le  rette  condotte  da  questi  al  centro  della  superficie  data  formano 
angoli  eguali  col  raggio  vettore  che  va  al  punto  di  contatto  delta  retta  tangente, 

"Al  penultimo  teorema  puo  darsi  anche  quest' enunciato : 

Se  per  la  polonormale  e  per  le  caratteristiche  principali  di  un  piano  tangente  qua- 
lunque  di  una  superficie  di  second'  ordine  si  conducono  tre  piani  paralleli  ad  uno  stesso 
asse  della  superficie,  questi  piani  saranno  coniugati  rispetto  al  wlindro  congiunto  paral- 
lelo  a  quell'asse. 

Ed  iuoltre: 
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Se  la  superficie  data  e  un  iperloloide  ad  una  falda:  i  piani  condotti  pel  centra  e 
per  due  generated  poste  in  uno  stesso  piano  tangente  sono  i  piani  cidici  comuni  ai  tre 
coni  aventi  il  vertice  al  centra  e  per  lasi  le  tre  coniche  nelle  quali  il  piano  tangente  sega 
i  tre  cUindri  congiunti  della  superficie  data. 

24.  I  precedent!  teoremi  si  riferiscono  ad  un  piano  tangente;  quello  che  segue 
risguarda  un  piano  trasversale  qualsivoglia. 

Se  un  piano  qudunque  sega  una  data  superficie  di  second'  ordine,  ed  i  suoi  cilindri 
congiunti,  le  sezioni  risultanti  sono  vedute  dal  centra  della  data  superficie  secando  coni 
omocirtici.  Per  conseguenm  ogni  piano  tangente  comune  a  due  di  qiiesti  coni  li  tocca 
secondo  due  rette  ortogonali. 

Da  cui  segue  immediatamente  : 

Se  un  cono  concentrico  ad  una  superficie  di  second'  ordine  la  sega  in  una  conica  piana, 
i  piani  principali  di  quella  determinano  sul  piano  della  sesione  tre  rette  tali,  che  i  piani 
condotti  per  esse  parallelamente  ad  un  cilindro  congiunto  sono  coniugati  rispetto  a  questa 
cilindro  medesimo. 

II  precedente  teorema  puo  anche  enunciarsi  cosi: 

Data  una  superficie  di  second'  ordine,  se  in  un  piano  qualunquc  si  determina  giiel 
triangolo  che  e  coniugato  rispetto  alia  superficie  e  che  col  centra  di  questa  forma  tre  piani 
ortogonali,  i  piani  condatti  pel  lati  di  essa  parallelamente  ad  un  cilindro  cangiunta  sana 
coniugati  rispetto  a  questo  cilindro. 

Ha  luogo  anche  la  seguente  proprieta: 

II  piano  di  un  triangolo  veduto  dal  centra  di  una  data  superficie  di  second1  ordine 
sotto  angoli  retti,  un  vertice  del  quale  scorra  sulla  superficie  data,  mentre  gli  altri  due 
vertici  scgrrono  sui  due  cilindri  congiunti  reali,  inviluppa  una  sfera  avente  per  diametro 
il  diametro  della  superficie  data  parallelo  al  cilindro  congiunto  immaginaria. 

Se  il  piano  trasversale  passa  pel  centro  della  data  superficie,  il  primo  teorema  del 
presente  numero  diviene: 

Ogni  piano  diametrale  d'una  superficie  di  second'  or  dine  sega  questa  ed  i  cilindri  con- 
giunti  $e&ondo  coniche  aventi  le  stesse  linee  congiunte. 

25.  Passo  ora  ad  esporre  alcune  proprieta  segmentarie. 

Se  una  retta  condatta  pel  centra  di  una  superficie  di  second'  or  dine  incantra 
in  m  ed  un  cUmdro  congiunto  in  n,  la  quantita 


_ 

0n 

,  qudunque  sia  la  direeswne  della  trasversale;  ed  invero  e  eguale  all'  inverse 
semidiamefro  detta  superficie  data,  parallelo  a  quel  cilindro. 
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26.  Se  consideriamo  uno  de'  cilindri  congiunti  ad  una  superficie  di  second'  ordine, 
le  rette  polari  delle  sue  generatrici,  relativamente  alia  superficie  data,  sono  nel  piano 
principale  perpendicolare  al  cilindro  e  inviluppano  una  conica,  i  cui  assi  coincidono 
in  direzione  con  quelli  della  conica  base  del  cilindro  stesso.  Data  una  generatrice  del 
cilindro,  il  piede  della  quale  sul  piano  principale  sia  i,  conducasi  in  i  la  tangente  alia 
base  del  cilindro.  Su  questa  tangente  prendasi  un  punto  t  in  modo  che  i  raggi  vet- 
tori  Qi,  Ot  siano  ortogonali.  Allora  la  retta  polare  della  generatrice  passera  per  t. 

Immaginiamo  ora  la  conica  focale  o  eccentrica  situata  nel  piano  principale  che  si 
considera;  gli  assintoti  di  essa  siano  incontrati  dalla  polare  della  generatrice  ne'  punti 
p ,  q.  I  raggi  vettori  Op ,  Oq  incontrino  in  / ,  q  un  piano  tangente  M  qualsivoglia 
della  superficie  data.  Sia  N  il  piano  tangente  al  cilindro  lungo  la  generatrice  imma- 
ginata;  e  la  retta  condotta  per  0,  centro  della  superficie  data,  normalmente  al  piano 
determinate  da  0  e  dalF intersezione  dei  piani  M,  N,  incontri  questi  due  piani  in 
m ,  n,  Allora  la  quantita : 

__  M2.  M       MM 

Om      On)   '  [Op1      Op)  [Oq       0. 

rimane  costante,  comunque  siano  scelti  i  piani  M,  N.  Ossia: 

Assunti  ad  arbitrio  un  piano  tangente  M  di  una  superficie  di  second3 ordine  ed  un 
piano  tangente  N  di  un  suo  cilindro  congiunto,  e  trovati  i  due  punti  p  ,  q  in  cui  gli 
assintoti  della  conica  focale,  situati  nel  piano  principale  perpendicolare  al  cilindro^  sono 
incontrati  dalla  retta  polare  della  generatrice  di  contatto  del  piano  N,  rispetto  alia  su- 
perficie data;  se  i  raggi  vettori  condotti  dal  centro  0  di  questa  ai  punti  p,  q  incontrano 
il  piano  N.in  p' ,  q';  e  se  la  perpendicolare  condotta  per  0  al  piano  vettore  della  retta  in- 
tersezione  di  M,  N  incontra  questi  piani  in  m,  n;  la  quantita 


_          _    _-__ 

Ow      On)   "  \0p'      Op)\0q'      0% 

e  costantemente  eguale  al  prodotto  dell'inverso  quadrato  del  semiasse  della  data  superficie 
parallelo  al  cilindro  considerato,  moltiplicato  per  la  differenza  dei  quadrati  degli  altri  due 
semiassi. 

Questo  teorema,  se  vuolsi  che  gli  element!  in  esso  considerati  siano  tutti  reali,  non 
puo  riferirsi  che  al  cilindro  perpendicolare  a  quel  piano  principale  che  contiene  la  fo- 
cale iperbolica.  Per  Faltro  cilindro,  puo  darsi  al  teorema  quest' altro  enunciato: 

Assunti  ad  arbitrio  un  piano  M  tangente  ad  una  superficie  di  second'  ordine,  ed  un 
piano  N  tangente  ad  un  cilindro  congiunto,  e  condotto  il  piano  P  per  la  polare  della 
generatrice  di  contatto  di  questo  cilindro  e  pel  punto  in  cui  il  piano  M  incontra  un  assin- 
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toto  dell  a  focalc  iperbolica;  se  la  perpendicolare  condotta  pel  centra  0  dell  a  data  super- 
fide  al  piano  vettore  dell  a  retta  intersezione  dl  M  ,  N  incontra  questi  piani  in  m  ,  n  ; 
e  se  la  perpendicolare  condotta  per  0  al  piano  vettore  della  intersexiom  di  M,  P  incontra 
qttesti  piani  in  m'5  p;  la  Qiiantita 

n  __  M.M  __  M 

\0m      On)  *  \Qm'      Op/ 

e  costante^  coninnqite  siano  scelti  i  piani  M,  N. 

II  primo  enunciate  e  stato  ricavato,  mediante  la  trasformazione  polare,  dal  teo- 
rema  fondamentale  della  memoria  del  sig.  AMIOT  (t.  8.°  del  giornale  di  Liouville).  L'altro 
enunciate  fu  dedotto  collo  stesso  mezzo,  da  un  teorema  dimostrato  nell'  eccellente  opera 
di  PLUCKER:  System  der  Geometric  des  Eaumes  (2a  edizione  Msseldorf,  1852  ;  pag.  292). 

27.  Gli  assintoti  della  focale  iperbolica  harmo  un'altra  interessante  proprieta  che 
si  connette  con  quelle  de1  cilindri  congiunti. 

Abbiamo  gia  veduto  che  due  piani  tangent!  qualsivogliano  di  un  cilindro  congiunto 
sono  i  piani  d'omologia  per  la  superficie  data  e  per  una  superficie  di  rotazione  avente 
un  fuoco  nel  centre  della  data  e  per  relativo  piano  direttore  il  piano  delle  due  ge- 
neratrici  di  contatto  del  cilindro*  Or  bene:  i  centri  d'omologia  per  tali  superficie  sono 
situati  negli  assintoti  della  focale  che  e  nel  piano  perpendicolare  al  cilindro.  Ossia: 

Due  punti  presi  ad  arbitrio  rispettivamente  sugli  assintoti  della  focale  iperbolica  di 
una  data  superficie  di  second'  ordine  sono  i  vertici  di  due  coni  inviluppanti  simultanea- 
mente  la  superficie  data  ed  una  superficie  di  rotazione  avente  un  fuoco  nel  centra  della 
data.  Queste  due  superficie  si  segano  in  due  coniche,  i  cui  piani  toccano  il  cilindro  con- 
giunto perpendicolare  al  piano  della  focale  iperbolica. 

I  piani  tangenti  ad  una  superficie  di  second'  or  dine  ne'  quattro  punti  in  cui  qitesta 
e  incontrcda  dagli  assintoti  della  focale  iperbolica  sono  tangenti  anche  al  cilindro  congiunto 
perpendicolare  al  piano  della  focale,  e  sono  i  limiti  di  separagione  fra  i  piani  tangenti 
di  qwsto  cilindro  che  segano  e  quelli  die  non  segano  la  superficie  data. 

Questi  quattro  piani  tangenti,  che  sono  real!  soltanto  per  1'ellissoide  e  per  Tiper- 
boloide  a  due  falde,  posseggono  le  proprieta  polari  reciproche  degli  ombelichi. 

Propriety  di  pitt  superflcie  di  second'  ordine  aventi  gli  stessi  cilindri  congiunti. 

28.  Data  una  superficie  di  second7  ordine: 


—  1=0 
Fequazione  generale  di  tutte  le  superficie  aventi  in  comune  con  essa  i  cilindri  con- 
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giunti,  ossia  Pequazione  generale  clella  superficie  congiunta  colla  data  e: 

(1)  (a  + 


onde  tutte  quelle  superficie  hanno  in  comune,  oltre  i  piani  principal!,  anche  le  clire- 
zioni  del  piani  ciclici.  Cio  si  puo  espiimere  dicendo: 

I  coni  assintotici  di  piu  superficie  congiunte  sono  omociclici. 

DalPesame  dell'equazione  (1)  facilmente  si  desume  die  tutte  le  superficie  congiunte 
ad  una  data  si  dividono  in  tre  gruppi:  ellissoidi,  iperboloidi  ad  una  falda,  iperboloidi 
a  due  falde.  Due  superficie  qualunque  non  hanno  alcun  punto  reale  comune,  Gli  ellis- 
soidi  sono  tutti  situati  entro  il  cilindro  ellittico  congiunto.  Questo  e  circondato  dagli 
iperboloidi  ad  una  falda  che  sono  tutti  disposti  fra  le  superficie  convesse  de'  due  cilindri 
congiunti.  Finalinente  le  due  falde  del  cilindro  iperbolico  contengono  nella  loro  con- 
cavita  le  due  falde  di  ogni  iperboloide  non  rigato.  Dunque  il  cilindro  ellittico  separa 
gli  ellissoidi  dagli  iperboloidi  ad  una  falda:  ed  il  cilindro  iperbolico  divide  questi  dagli 
iperboloidi  a  due  falde,  Ossia: 

Data  una  superficie  di  second'  ordine  e  per  conseguenza  dati  anco  i  suoi  due  cilindri 
congiunti  (reali),  per  un  punto  qualunque  dello  spa#io  si  pub  sempre  far  passare  una., 
ed  una  sola,  superficie  (reale)  congiunta  alia  data.  Tale  superficie  e  un  ellissoide  o  un 
iperboloide  ad  una  falda  o  un  iperboloide  a  due  falde,  secondo  cJw  quel  punto  si  trova 
o  dentro  il  cilindro  ellittico,  o  fra  le  superficie  convesse  de'  due  cilindri,  o  entro  il  concavo 
del  cilindro  iperbolico. 

Gli  ellissoidi  hanno  tutti  P  asse  maggiore  parallelo  al  cilindro  ellittico,  e  Passe  medio 
parallelo  alle  generatrici  del  cilindro  iperbolico.  La  serie  degli  ellissoidi  comincia  dal 
punto  che  &  centro  comune  di  tutte  le  superficie  e  pub  risguardarsi  come  un'  ellissoide 
di  dimensioni  nulle,  e  finisce  col  cilindro  ellittico,  il  quale  si  puo  considerare  come  un 
ellissoide  avente  un  asse  infinite. 

Ciascun  iperboloide  rigato  ha  P  asse  immaginario  parallelo  alle  generatrici  del  ci- 
lindro ellittico,  e  il  maggior  asse  reale  parallelo  alle  generatrici  del  cilindro  iperbolico. 
La  serie  degli  iperboloidi  ad  una  falda  comincia  col  cilindro  ellittico  e  finisce  col  cilindro 
iperbolico. 

Ogni  iperboloide  a  due  falde  ha  gli  assi  immaginari  rispettivamente  paralleli  alle 
generatrici  de'  due  cilindri  congiunti.  La  serie  degli  iperboloidi  a  due  falde  comincia 
col  cilindro  iperbolico  e  prosegue  indefinitamente,  senza  limite  reale. 

29.  Tin  piano  qualunque: 

tx  +  wy  +  0*  +  1  =  0 
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tocca  la  superficie  (1),  purcke  sia  soddisfatta  la  condizione: 

^     j_     u      JL     v"    —i 

equazione  eubica  in  co,  avente  tre  radici  sempre  reali,  Tuna  maggiore  di  — c9  la  se- 
conda  compresa  fra  —  c  e  —  6,  la  terza  conipresa  fra  —  I  e  —a.  Dunque: 

Un  piano  qiialunque  tocca  sempre  tre  superficie  congiunte  ad  una  data:  un  ellissoide 
e  due  iperboloidl  di  specie  diversa. 

Siano  X,  p,  v  le  tre  radici  dell' equazione  eubica  in  <o,  doe  i  parametri  delle  tre 
superficie  toccate  dal  piano  proposto;  abbiamo: 


Evidentemente  le  X,  [L,  v  si  ponno  assuxaere  come  coordinate  elMtticJie  tangensiali  nello 
spazio.  Le  formole  precedenti  servono  per  passare  dalle  coordinate  tangenziali  di  PL^CKEB 
t,u,v  alle  nuove. 

30.  I  tre  punti,  in  cui-un  piano  arbitrario  tocca  tre  superficie  congiunte  ad  una 
data,  godouo  di  questa  importante  proprieta: 

Un  piano  qualunque  tocca  tre  superficie  congiunte  ad  una  data  in  tre  punti  che  uniti 
al  centra  di  questa  determinano  tre  rette  ortogonali.  Inoltre,  le  rette  che  uniscono  a  due 
a  due  i  punti  di  contatto  sono,  per  ciascuna  delle  tre  superficie  toccate,  la  polonormale 
e  le  due  caratteristiche  principali,  corrispondenti  al  piano  tangente  comune. 

Dunque: 

Se  pm  superficie  cengiunte  sono  segate  da  un  piano  qualsivoglia  in  altrettante  coniche, 
queste  sono  vedide  dal  centra  comune  delle  superficie  sotto  coni  omociclici.  Grli  assi  prin- 
cipali  di  questi  coni  incontrano  tt  piano  dato  ne9  punti  ove  questo  tocca  tre  delle  super- 
ficie congiunte;  e  i  piani  ciclici  dei  medesimi  coni  passano  per  le  generatrici,  poste  nel 
piano  dato,  delV  iperboloide  ngato  che  e  una  di  gueste  tre  superficie. 

Rammentando  clie  cosa  intendiamo  per  superficie  sviluppabile  principale  circoscritta 
ad  una  date  superficie  qualsivoglia,  segue  dai  precedenti  teoremi: 

1  piani  tangenti  comuni  a  due  superficie  di  second' ordine,  congiunte,  di  specie  diversa 
formano  una  superficie  smluppabile  circoscritta  che  e  principale  per  entrambe  le  dote. 
Questa  svUuppabile  Jia  tre  coniche  di  stringimento  ne'  piani  principali,  e  la  quarta  conica 
aW  infinito. 
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Per  ottenere  tutte  le  sviluppabili  circoscritte  principali  di  una  data  superficie  di 
second*  ordine,  basta  combinar  questa  con  tutte  le  superficie  ad  essa  congiunte,  di  specie 
diversa. 

E  visibile  la  correlazione  fra  le  proprieta  dalle  sviluppabili  circoscritte  principali 
e  quelle  delle  linee  di  curvatura. 

31.  Parecchie  proprieta,  da  noi  enunciate,  rispetto  al  sistema  di  una  superficie  di 
second'ordine  e  di  un  suo  cilindro  congiunto,  non  sono  che  casi  particolari  di  teoremi 
piu  generali  relativi  al  sistema  di  due  o  piu  superficie  congiunte.  Per  esempio,  il  pe~ 
nultimo  enunciate  del  n.°  24  e  compreso  nel  seguente  teorema: 

H  piano  di  un  triangolo^  i  cui  vertici  scorrano  rispettivamente  $u  tre  superficie  di 
second9  or  dine  congiunte,  e  siano  veduti  dal  centro  comune  di  qiieste  sotto  angoli  retti,  mm- 
luppa  una  sfera  concentrica  alle  superficie  date,  L'  inverse  quadrato  del  raggio  di  questa 
sfera  e  eguale  alia  ter#a  parte  della  somma  algebrica  degV  inversi  Quadrati  de'  semiassi 
delle  superficie  date. 

II  primo  teorema  del  n.  19  e  in  un  certo  senso,  generalizzato  nel  seguente: 

Date  due  superficie  di  second1  or  dine  congiunte  e  due  piani  tangenti  della  prima,  questi 
segano  la  seconda  in  due  coniche,  per  le  quali  si  pub  far  passare  una  superficie  di  se- 
cond'ordine,  avente  un  punto  focale  nel  centro  delle  date,  e  per  relativi  piani  direttori 
i  piani  tangenti  alia  prima  superficie,  condotti  per  la  retta  che  unisce  i  punti  di  con- 
tatto  de1  piani  dati. 

Se  i  piani  dati  sono  parallel!  si  ha: 

Date  due  superficie  di  second"*  ordine  congiunte^  e  due  piani  paralleli  tangenti  alia 
prima  di  esse,  questi  segano  la  seconda  in  due  coniche  per  le  quali  passa  un  cono  avente 
il  vertice  nel  centro  delle  superficie  date,  e  per  piani  ciclici  i  piani  tangenti  alia  prima 
superficie  condotti  pel  diametro  che  unisce  i  punti  di  contatto  de9  piani  dati. 

Cosi  il  teorema  del  n.°  25  e  un  caso  del  seguente: 

In  due  superficie  congiunte,  la  differenza  degV  inversi  quadrati  di  due  semidiametri 
nella  stessa  direzione  e  costante. 

Da  cui  segue: 

Quando  un  ellissoide  ed  un  iperboloide  hanno  gli  stessi  cilindri  congiunti,  il  primo 
e  incontrato  dal  cono  assintotico  del  secondo  in  punti  che  sono  ad  egual  distansa  dal 
centra  comune  delle  superficie. 

Dimostrasi  facilmente  anche  questa  proprieta: 

Quando  due  superficie  di  second"* ordine  sono  congiunte,  se  una  retta  parallela  ad  un 
asse  .incontra  una  superficie  in  un  punto  e  Valtra  in  un  altro,  i  raggi  vettori  corrispon- 
denti  fanno  con  quell*  asse  angoli  i  cui  seni  sono  inversamente  proporzionali  ai  diametri 
delle  superficie  diretti  secondo  V  asse  medesimo. 
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32.  E  nota  Fimportanza  del  teorema  d' IVORY  relative  ai  punti  corrispondenti  nelle 
superficie  omofoeali.  Ecco  le  proprieta  correlative  nelle  superficie  congiunte. 

Date  due  superficie,  congiunte,  della  stessa  specie,  chiameremo  corrispondenti  due 
punti  appartenenti  rispettivaraente  ad  esse,  quando  le  loro  coordinate  parallele  agli 
assi  principal!  sono  ordinatamente  proporzionali  ai  semidiametri  diretti  secondo  questi 
assi.  E  diremo  corrispondenti  anche  i  piani  tangenti  ne1  punti  corrispondenti. 

In  due  superficie  congiunte,  della  stessa  specie,  la  different  dei  quadrati  inversi  delle 
distance  di  due  piani  corrispondenti  dal  centra  comune  e  costante.  Questo  valor  costante 
e  la  differenza  de'  quadrati  inversi  di  due  semidiametri  nella  stessa  direzione. 

11  prodotto  delle  distance  del  centro  comune  di  due  superficie  congiunte  da  due  piani 
tangenti  rispettivam&nte  ad  esse,  moltiplicate  pel  coseno  deWangolo  da  questi  compreso, 
e  eyuale  all' analoga  espressione  relativa  ai  piani  corrispondenti. 

Se  due  superficie  congiunte  della  stessa  specie  sono  rispettivamente  toccate  da  due 
piani,  e  se  pel  centro  comune  0  si  conduce  la  perpendicolare  al  piano  vettore  della  retta 
intersezione  de^  due  piani  tangenti,  la  quale  li  incontri  ne'  punti  p,  q,  V espressione 

J 1_ 

Op       0# 

sara  eguale  alVanaloga  relativa  ai  piani  corrispondenti  de'  due  dati. 

33.  La  forma  dell'  equazio ne  (1)  mostra  che  piu  superficie  di  second' ordine,  aventi 
i  medesimi  cilindri  cong'mnti,  sono  circoscritte  ad  mm  stessa  curva  immaginaria   del 
quarfordine,  a  dappia  ciirvatura,  per  la  qitale  passano  ire  cilindri  di  second' ordine  (i  ire 
cilindri  congiunti),  uno  de*  guali  e  immaginario,  ed  un  cono  immaginario  di  second"  ordine, 
il  quale  e  il  cono  asimtotico  di  una  sfera  qiialunqiie  concentrica  alte  date  superficie.  Onde 
segue  che  gudla  curva  gobba  immaginaria  e  projettata  sopra  due  piani  principali  delle 
date  superficie  in  coniche  reali  (Misse  ed  iperbole)  e  sul  piano  air  infinito  in  un  cercMo 
immaginario* 

Dunque: 

Un  sistema  -di  superficie  di  second' ordine,  aventi  gli  stessi  cilindri  congiunti,  gode 
di  tutte  le  proprieta  on$e  dotato  un  sistema  di  superficie  di  second'  ordine  passanti  per 
una  stessa  lima  a  doppia  cwrvatura  del  quar f  ordine. 

Di  qui  segue,  a  cagion  d'esempio,  che: 

I  pimipolari  di  una  stesso  punto  arbitrario,  relativamente  a  piu  superficie  congiunte, 
pa$$am  per  ma  stessa  retta  r.  Questa  e  la  polonormale  relativa  a  guel  punto  ed  alia 
Styperficie  congmtia  chep&ssaper  esso.  Se  il  pafo  percorre  una  retta  1,  la  retta  r  genera 
mip&rMoidspassantepel  centro  delle  date  superficie  e  contenente  le  polari  della  retta  L 
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11  cono  assintotico  di  quest' iperboloide  ha  ire  generatrici  rispettivamente  parallels  agli 
assi  delle  superficie  date. 

Se  la  retta  1  si  muove  in  un  piano  P,  il  relativo  iperboloide  passa  costantemente  per 
una  cubica  gobba  che  contiene  il  centra  delle  date  superficie  ed  ha  gli  assintoti,  rispet- 
tivamente,  paralleli  agli  assi  di  queste. 

Questa  cubica  gobba  e  anche  il  luogo  dei  poll  del  piano  P  relativi  alle  superficie  con- 
giunte.  Essa  incontra  il  piano  ne}  punti  in  cui  questo  tocca  tre  di  quelle  superftcie. 

Tale  curva  ha  tre  rami,  ciascuno  dotato  di  due  assintoti*).  II  ramo  che  passa  pel 
centro  delle  superficie  congiunte  ha  gli  assintoti,  rispettivamente  paralleli  alle  gene- 
ratrici dei  cilindri  congiunti  immaginario  ed  ellittico.  La  porzione  di  esso  ramo  che 
dal  centro  si  stende  accostandosi  all'assintoto  parallelo  al  cilindro  ellittico  contiene  i 
poli  (del  piano  P)  relativi  agli  ellissoidi  del  dato  sistema.  L'altra  porzione  dello  stesso 
ramo  contiene  i  poli  relativi  a  superficie  immaginarie. 

II  secondo  ramo,  che  ha  gli  assintoti  rispettivamente  paralleli  alle  generatrici  de'  ci- 
lindri congiunti  ellittico  ed  iperbolico,  contiene  i  poli  relativi  agli  iperboloidi  ad  una  falda. 

II  terzo  ramo,  che  ha  gli  assintoti  rispettivamente  paralleli  alle  generatrici  de1  ci- 
lindri congiunti  iperbolico  ed  immaginario,  contiene  i  poli  relativi  agli  iperboloidi  a 
due  falde. 

34.  Una  retta  arbitraria  incontra  un  sistema  di  superficie  congiunte  in  punti  for- 
manti  un'involuzione.  Dunque  una  retta  non  pub  toccare  piu  che  due  superficie  congiunte 
ad  una  data. 

1  segmenti  determinati  da  piu  superficie  congiunte  sopra  una  retta  trasversale  sono 
veduti  dal  centro  di  queste  sotto  angoli  che  hanno  le  stesse  bisettrici.  Le  bisettrici  pas- 
sano  pel  punti  in  cui  la  trasversale  tocca  due  superficie  congiunte,  cioe  pei  punti  doppi 
dell'involiizione. 

Questo  teorema  comprende  in  s&  il  secondo  enunciate  del  n.  23. 

Le  polonormali  relative  ai  punti  in  cui  una  trasversale  arbitraria  incontra  un  fascio 
di  superficie  congiunte  formano  un  iperboloide  passante  pel  centro  di  queste  superficie. 

Se  la  trasversale  e  polonormale  per  una  delle  superficie  congiunte,  1'  iperboloide  di- 
viene  un  cono,  e  i  piani  tangenti  condotti  per  i  punti  d'incontro  della  trasversale 
inviluppano  un  cono  di  quarta  classe.  E  se  la  trasversale  e  parallela  ad  un  asse  delle 
date  superficie,  i  piani  tangenti  formano  un  cono  di  second' ordine,  il  cui  vertice  e 
nel  piano  perpendicolare  a  quell' asse. 

Tutte  le  polonormali  che  si  ponno  condurre  in  un  dato  piano  trasversale  ad  un  fascio 


*)  Vedi  la  mia  memoria:  Sur  quelques  proprtetts  des  lignes  gauches  de  troisitone  ordre  et 
classe  (Journal  filr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  torn.  58). 


Cremona,  iomo  I. 
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di  wperficie  congiunte  inviluppano  una  conica  toccata  dai  piani  principal*  delle  superficie 
date,  I  punti  delle  superficie  medesiine,  a  cui  corrispondono  quelle  polonormali,  sow  nella 
ciibica  golla,  lnogo  del  poll  del  piano  trasversale. 

Se  il  piano  trasversale  e  parallelo  ad  un  asse  principale  delle  superficie  congiunte, 
le  polononnali  in  esso  situate  si  dividono  in  due  gruppL  Le  polonormali  del  primo 
gruppo  sonoparallele  all' asse  principale,  e  i  punti  delle  superficie  congiunte,  cui  esse 
corrispondono,  sono  in  un'iperbole  equilatera,  posta  nel  piano  principale  perpendico- 
lare  a  quell' asse,  passante  pel  centro  delie  superficie  date,  ed  avente  gli  assintoti  pa- 
rallel! ai  due  assi  principal!  clie  sono  in  quel  piano,  Le  polonormali  del  secondo  gruppo 
passano  per  uno  stesso  punto  posto  nel  piano  principale  (ov'e  Fiperbole  equilatera) 
e  corrispondono  a  punti  delle  superficie  congiunte  posti  sopra  una  retta  perpendicolare 
al  piano  medesimo. 

Tutte  le  polonormali  che  $i  ponno  condurre  da  un  punto  date  ad  un  fascia  di  su- 
perficie congiunte  formano  un  cono  di  second'ordine.  I  punti  delle  superficie  medesime, 
a  cui  corrispondono  quelle  polonormali,  sono  nella  retta,  per  la  guale  passano  i  piani 
polari  del  punto  dato. 

35.  Finisco  questa  memoria,  notando  la  seguente  proprieta: 

Date  piii  superficie  aventi  gli  stessi  cilindri  congiunti,  uno  stesso  piano  principale, 
quello  cioe  perpendicolare  al  cilindro  iperbolico,  contiene  gli  ombelichi  di  tutte  quelle 
superficie:  quattro  per  ciascuna,  a  due  a  due  opposti  al  centro.  II  luogo  geometrico 
di  due  ombelichi  opposti  e  una  linea  del  terzo  ordine,  per  la  quale  il  centro  6  un  flesso 
e  gli  assi  della  sezione  principale  sono  due  assintoti;  mentre  il  terzo  assintoto,  pas- 
sante anch'esso  pel  centro  e  la  traccia  d'un  piano  ciclico:  la  tangente  al  flesso  e  per- 
pendicolare a  questa  traccia.  La  curva  consta  di  tre  parti,  cioe  di  due  eguali  rami 
Iperbolici  situati  in  due  angoli  opposti  degli  assi  e  di  un  terzo  ramo,  contenente  i 
fiessi,  e  ayvicinantesi  da  bande  opposte  al  terzo  assintoto. 

II  luogo  dell'altra  coppia  di  ombelichi  e  un'altra  curva,  analoga  alia  precedente, 
ma  diversamente  situata,  essendo  il  suo  terzo  assintoto  la  traccia  dell'altro  piano  ciclico; 
i  primi  due  assintoti  e  il  flesso  ai  centro  -le  sono  comuni.  I  suoi  rami  iperbolici  giac- 
ciono  negli  altri  due  angoli  opposti  degli  assi. 

Bologna,  12  dicembre  1860. 


21. 

INTORNO  AD  UNA  PROPRIETA  DELLE  SUPERFICIE  CURVE, 

CHE  COMPRENDE  IN  Sfi  COME  CASO  PARTICOLARE 
IL  TEOREMA  DI  DUPIN  SULLE  TANGENTI  CONJUGATE. 


Annali  di  Matematictt  pura  ed  appUcata,  serie  I,  tomo  III  (1860),  pp.  325-335. 


E  notissimo  che  col  nome  di  tangenti  coniugate  si  designano  due  rette  toccanti 
una  data  superficie  in  uno  stesso  punto,  quando  ciascuna  di  esse  &  generatrice  di  una 
superficie  sviluppabile  circoscritta  alia  data  lungo  una  linea  a  cui  sia  tangente  Faltra. 
Le  proprieta  delle  tangenti  coniugate  sono  dovute  al  DUPIN,  Fautore  dei  Developpements 
de  geometrie, 

L'  illustre  BOKDONI,  in  una  breve  nota  che  fa  seguito  air  importante  memoria  sulle 
figure  isoperimetre  esistenti  in  una  superficie  qualsivoglia  *),  ha  dimostrato  una  formola 
generale  che  comprende  in  se,  come  caso  particolarissimo,  la  propriety  fondamentale 
delle  tangenti  coniugate.  Data  una  superficie  ed  una  linea  tracciata  in  essa,  immagi- 
niamo  la  superficie  inviluppante  una  serie  d'altre  superficie,  le  quali  abbiano  un  con- 
tatto  d'ordine  qualunque  colla  superficie  data  lungo  la  linea  data.  La  formola  di 
BORDONI  esprime  appunto  la  relazione  di  reciprocita  fra  le  tangenti,  nel  punto  comune, 
alia  linea  data  ed  alia  caratteristica  della  superficie  inviluppante. 

In  questa  nota  mi  propongo  di  sviluppare  alcune  conseguenze  che  derivano  dalla 
citata  formola  nel  caso  che  il  contatto  fra  la  superficie  data  e  le  inviluppate  sia  di 
primo  ordine,  ed  i  punti  di  contatto  siano  ombelicU  per  le  inviluppate  medesime  **). 


*)  Opuscoli  matematiti  e  fisici  di  diversi  autori.  Tomo  I,  Milano  1832. 
**)  lo  ho  gi&  trattato  quest' argomento,  pel  caso  che  le  inviluppate  siano  sfere,  in  una  nota 
inserita  negli  Annali  di  scienze  matematiche  e  fisicJie  (Roma  1855).  Ora  riprendo  la  quistione 
per  darle  maggior  generality  ed  anche  per  rimediare  ad  un  errore  occorso  in  quella  n&ta, 
benchfe  senza  influenza  sui  principal!  risultati. 
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Eyidentemente  tale  ipotesi  comprende  in  se  il  caso  eke  le  inviluppate  siano  sfere  o  piani. 
L  Sia: 


Tequazione  di  una  superficie  curya  indiyiduata,  riferita  ad  assi  rettangolari,  e  conside- 
riamo  in  essa  il  punto  qualsiyoglia  di  coordinate  %,y,%.  Indichiamo  per  brevita  con: 

p,  q,  r 

i  valori  delle  prime  deriyate  parziali: 

d/         d/         d/ 

d#  '       dy  9       d& 

corrispondenti  al  punto  (x,yt%),  e  con: 

I  ,    m  ,     ri)        li  ,    wii  ,    HI 
i  valori  delle  deriyate  seconde  parziali: 

dy     dy     ay          ay         d2/         d2/ 


d^  J    d?/2  '    d^2  '          dy  d^  5      d*  d#  '      dz  dy 
corrispondenti  al  medesimo  punto.  Sia  poi: 

(2)  F(X,Y,Z,U,V,W)  =  0 

Fequazione  di  una  famiglia  di  superficie,  designandosi  con  X,  Y,  Z  le  coordinate  cor- 
renti,  e  con  U,V,  W  tre  parametri  indeterminati.  Determiniamo  quest!  parametri 
per  modo  che  la  equazione  (2)  rappresenti  una  superficie  passante  pel  punto  (x,y,x) 
della  (1)  ed  iyi  ayente  con  questa  un  contatto  di  primo  ordine.  Indicati  con: 

P,    Q,    R 

i  ?alori  delle  deriyate  parziali  : 

dF         dF         dF 
dX  '       dY  '       dZ 


ad  X=a5,  Y  =  y,  Z=^  le  equazioni  da  soddisfarsi 


saranno: 


s 
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Quest!  valori  sostituiti  nella  (2)  danno: 

(3) 


equazione  rappresentante  quella  superficie  della  famiglia  (2)  che  passa  pel  punto  (a?,y,«) 
della  (1)  ed  ivi  ha  con  essa  comune  il  piano  tangente. 

Suppongasi  ora  data  una  linea  qualsivoglia,  tracclata  sulla  superficie  (1)  e  passante 
pel  punto  (x,y,%).  Sia  essa  rappresentata  dalle  equazioni: 


(4) 


=  x(s),    y  =  y(s),    *  = 


indicandosi  con  6-  Tarco  della  linea  medesima.  Supposto  che  nelle  u,v,w  dell'equa- 
zione  (3)  sian  poste  per  x,  y,  %  le  equivalent!  fnnzioni  di  s  date  dalle  (4),  Fequazione  (3) 
verra  a  rappresentare,  per  successivi  valori  di  s,  la  serie  di  quelle  superficie  della 
famiglia  (2)  che  toccano  la  superficie  (1)  lungo  la  linea  (4).  Tale  serie  di  superficie 
ammettera  una  superficie  inviluppo,  Fequazione  della  quale  sara  il  risultato  dell'eli- 
minazione  di  $  fra  la  (3)  e  la; 


(5) 


F'=0 


derivata  totale  della  (3)  presa  rispetto  ad  s. 

Se  nelle  equazioni  (3)  e  (5)  si  considera  5  come  data  o  costante,  esse  rappresen- 
tano  la  caratteristica  dell'  inviluppo,  cioe  la  curva  lungo  la  quale  la  superficie  inviluppo 
tocca  queir  inviluppata  che  corrisponde  al  punto  (a?,  y,«).  Supponiamo  che  in  queste 
equazioni  le  coordinate  correnti  X,  Y,  Z  siano  espresse  in  funzione  di  S,  arco  della 
caratteristica;  allora  le  equazioni  stesse,  considerate  come  identiche,  somministranoj 
mediante  la  derivazione  rispetto  ad  S,  le: 


- 
dX '  dS       dY  *  dS  "    dZ  '  dS 


dF    dX.dF    dY 
dX  'dS  +dY  'dS 


dF'    ^. 

dZ  '  dS 


Facciamo  in  queste  X  =  £,Y  =  2/,Z  =  #  ed  indichiamo  con  a1}  ply  ^  i  coseni  degli 
angoli  che  la  tangente  alia  caratteristica  nel  punto  (x,  y,%)  fa  cogli  assi;  avremo: 


(6) 
(7) 
ove  i  simboli: 


dF' 


dX 


dZ 


dF 
dX 


dF' 


dY 


dZ 
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esprimono  i  valori  delle  derivate: 

dF          dF          dF 
dX  '       dY  '       dZ 

corrispondenti  ad  X  =  #,  Y  —  y,  Z~%» 

Indicate  ora  con  k  ciascuno  de'  rapporti  eguali: 


P         Q         R 
p  '       q' 

deriviamo  totalmente  rispetto  ad  s  le  equazioni: 


considerate  come  identiclie,  in  virtu  della  sostituzione  delle  u,v,  w  (funzioni  di  x(s), 
y(s),i  (s))  in  luogo  delle  U,  V,  W.  E  si  noti  che  la  derivata  totale  di  ciascuna  delle 
quantita  P,  Q,  R  si  comporra  di  due  parti:  Tuna  relativa  alia  s  implicita  nelle  u,v,w\ 
Taltra  relativa  alia  s  che  entra  nelle  coordinate  esplicite.  Derivando  adunque  le  pre- 
cedent! equazioni,  e  ponendo: 


dP 
Ax 

dQ 


dQ_dR__ 

~       ~    l 


dR 


dy 
dP 


avremo: 


dF' 


dY 


dZ 


f  =  fc'r  +  A 


I                j  I  l7/7'i  /I  l\ 

jy  L       Lr  tv\  I       If  I    //7»'        I  (y)   >ji       I  ivLfj   /y    i 

.jA/   '  "  ""   iv  U  I       rt/  1     &JV          I  / 11!  (/    "  I  '  ilv^rv  }   • 

*                      -t  I             \                  i  *»/        I  *      /    ' 


OTO  gli  accent!  in  alto  significano  derivate  rispetto  ad  s. 

Si  moMpIichino  le  equazioni  precedent!,  ordinatamente,  per  ai ,  pj ,  7,  e  si  sommino 
i  risaLtati;  avuto rignardo  ale  (€),  {7)  e  indicati  con  a,  p,  y  i  coseni  degli  angoli  che 
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la  tangente  alia  data  linea  (4)  nel  punto  ($,#,#)  fa  cogli  assi,  cioe  posto: 

#'=-*,     yf==p,     *'=Ts 
avremo: 

(8)  0  =  (L  -  kl  )  aaL  +  (Lx  —  /c^  )  (pTl  +  Yft) 


+  (N-  An)  Y 

Quest1  e  la  relazione  di  reciprocita  che  lega  fra  loro  le  rette  (a,  (3,  f)»  («l}  PI,TI) 
tangenti,  Tuna  alia  linea  data  e  Faltra  alia  caratteristica  della  superficie  inviluppo; 
cioe  essa  e,  sotto  altra  forma,  Tequazione  di  BOBDONI  nel  caso  del  contatto  di  primo 
ordine. 

Per  la  proprieta  espressa  dall'equazione  (8),  sembra  conveniente  cMamare  tangenti 
coniugate  le  due  rette  in  quistione,  designandole  colFepiteto  di  coniugate  ordinarie  o 
dupiniane  nel  caso  che  le  superficie  (2)  siano  piane. 

2.  Per  la  normale  comune  alle  superficie  (1)  e  (3)  nel  punto  (a?,  y,  x)  conduciamo 
due  piani  che  passino  rispettivamente  per  le  due  tangenti  coniugate  (a,  p,  f)»  (ai»  Pi»  YI)- 
Siano  d  ,  dL  i  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  risultanti  nella  prima  superficie, 
e  D,  D!  i  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  risultanti  nella  seconda  superficie. 
Avremo  le  note  equazioni: 


(10)  VP* + 


=  L«2 

=  Laf 


da  cui,  avuto  riguardo  all'identita: 


168 


INTORNO   AD  UKA  PROPRIETA  DELLE  SUPERFICIE  CURVE,   ECC. 


si  ncava: 


+  (M—  km)  p2  +  2  (Mi—  towO  T« 
+  (N—  A»)  T2  +  2  (Ni—  Aw,)  ap  , 


-      =  (L  —  &  )  a?  +  2  (Lx  — 
+  (NL—km)  Pi  +  2  (Mr—  toWi 
4.  (N_ 


Queste  due  equazioni  si  moltiplichino  fra  lore,  membro  per  membro,  e  dal  risultato 
sottraggasi  il  quadrato  della  (8).  Avuto  riguardo  alle  note  relazioni: 


Ti  —  TPi  ^  P 

senw 


seno> 


sen  co 


eve  o)  e  Pangolo  delle  rette  (a,  (3,  y),  (al5  plf  YI),  il  risultato  puo  scriversi  cosi: 


sen2  o> 


\D 


j?  L  — 
5  NI  — 
r  Mj  — 
Op 


M  —  y 


N 


Siano  8,  Sj  i  raggi  di  inassima  e  minima  curvatura  della  superficie  (1)  nel  punto 
(xt  y,  2);  per  ana  nota  formola  di  GAUSS  *)  avremo : 


La  qttantita  <I>  ha  Tanalogo  significato  rispetto  alia  superficie  inviluppata.  Ma  noi  sup- 
porreiao  che  per  questa  il  punto  (x,ytz)  sia  un  ombelico,  ed  indicheremo  con  A  il 
corrispondeEte  ra^io  di  curvatura,  onde  sara  D^D^A.  Avremo  dunque: 


curvas. 


INTOBNO   AD   UNA  PROPRIETA  DELLE   SUPEEFICIE   CURVE,   ECC. 

L'espressione  T  puo  scriversi  cosi: 

T  =  —  Z  (N9»+ 

—  m(Lr2  +  N/-2  Mirp)-f  2 

—  n  (Mff+  Lq*  -  2  N^g)  +  2  n,    r  (-  L^  -  M^  +  N^)  + 

Ma  per  le  proprieta  caratteristiche  degli  oinbelichi,  si  hanno  le  seguenti  formole  dat 
dal  prof.  CHELINI  nella  sua  elegantissima  memoria  sulle  formole  fondamentali  risgua 
danti  la  curvatura  delle  super fide  e  delle  linee  *) : 

N#2+  Mr2—  2  Liqr p  (Lip  —  Mtg  —  NLy)  +  L  qr 

^P?  ^ 

_Lr2+Njp2-2M1rp  _  g  (- 


quindi  : 


Ma  si  ha  inoltre  **)  : 


onde : 


*)  Annali  di  science  matematfohe  e  fisfohe.  Koma  1853. 
**)  Ibidem. 
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Otteniamo  dunque  finalmente: 
(11) 


3.  Le  citate  equazioni  del  prof.  CHELINI,  relative  agli  ombelicM  della  superficie, 
somministrano  anche: 


_  (_Li?_Mi,  +  Nir) 


e  per  conseguenza: 

Laa,  -f  Mp^  +  NTTi+  UCPTi+fPi)  +  M,^  +  «Ti)  + 


+M 

d'onde,  avuto  riguardo  alle  identita: 


i  =  0 
otteniamo: 

!««,  +  Mpfc  +  Nmfi  4-  In  (pr,  +  up,)  +  Mi  (T«I  +  a-n)  +  N,  (o 


COS  «J . 
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Percio  alPequazione  (8)  puo  darsi  la  forma: 


- 

(12)  cos  co  = 


Si  moltiplichino  fra  loro  le  equazioni  (9),  (10)  e  dal  risultato  si  sottragga  il  quadrato 
della  (12).  Avremo: 


cos2  <o  \          sen2a> 


cioe: 

(13) 


cos2  co       sen2 


4.  Nel  caso  che  studiamo,  cioe  che  le  superficie  inviluppate  siano  qualsivogliano, 
ma  che  per  ciascuna  di  esse  il  punto  di  contatto  colla  data  sia  un  ombelico,  chiameremo 
le  due  rette  (a,  p  ,  7)  ,  (aM  px,  70  tangenti  sferoconiugate,  perclie  le  equazioni  (11)  e  (13), 
che  ne  esprimono  le  proprieta,  sono  identiche  a  quelle  che  si  otterrebbero  supponendo 
le  inviluppate  sferiche. 

Al  sistema  delle  equazioni  (11),  (13)  equivale  il  seguente: 

1.12 


dalle  quali  eliminando  sen2co  si  ha  la: 

II    , 


relazione  fra  i  raggi  d  ,  ^  di  due  sezioni  normali  a  tangenti  sferoconiugate.  Se  w  =  90°, 
le  (14),  (15)  danno  i  raggi  d,  d^  eguali  ai  raggi  S,  8^  dunque: 

In  un  punto  qualunque  di  una  data  superficie  curva,  le  linee  di  curvatura  Jianno 
le  tangenti  sferoconiugate.  Le  sole  linee  ortogonali  che  dbbiano  le  tangenti  sferoconiugate 
sono  le  linee  di  curvatura. 

Noi  riterremo  che  il  raggio  A  non  varii  che  al  variare  del  punto  (#,  y,  %)  sulla 
data  superficie.  Cio  ha  luogo  per  es.  supponendo  che  le  inviluppate  siano  sfere  di  raggio 
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costante,  o  sfere  passanti  per  uno  stesso  punto  dato  nello  spazio,  o  sfere  aventi  i 
rispettivi  centri  in  un  dato  piano,  ecc. 

Cio  premesso,  le  formole  (11),  (14),  (15)  esprimono  che  in  un  punto  dato  di  una 
superficie  curva  data,  qualunque  siano  due  sezioni  normali  a  tangent!  sferoconiugate, 
comprendenti  Fangolo  co  e  aventi  i  raggi  di  curvatura  d,di9  le  quantita: 


i-?]:  sen2w 


sono  costantL 

5,  Siano  6,  6L  gli  angoli  che  le  due  rette  (a,  {3,  7),  (al5  fo,  ft)  comprendono  con 
una  linea  di  curvatura  della  data  superficie,  nel  punto  (x,y9  *).  Avremo,  pel  noto 
teorema  di  EULERO: 

!_  _  cos2 6   )  sen36         J_  _  cos2  6,      sen2  9Z 

7        ~~        «»  I  £,          3  j    "~~"          jji  3  cj  * 

a  o  QI  ai  o  QI 

Questi  valori  sostituiti  nella  (14)  danno: 

cos  9  .  cos  8X      sen  6  .  sen  9X cos  (6  -  8J 

—          I          _  _         ^ 

ossia : 

(16)  tang  9 .  tang  9l  =  —  ^ J-  , 


relazione  fra  gli  angoli  che  una  linea  di  curvatura  fa  con  due  tangenti  sferoconiugate. 
Gioe: 

In  im  punto  dato  di  tma  data  superficie  curva,  il  prodotto  delle  tangenti  trigono- 
metrwke  degli  angoli  che  due  rette  tangenti  sferoconiugate  gualsivogliano  fanno  con  una 

linea  di  wvrmfwra  e  costante. 
Segue  da  do: 
In  un  pmto  dato  di  una  data  superficie  curva,  le  coppie  di  rette  tangenti  sfero- 

smo  in  imohmone. 

Le  rette  doppie  di  qtiesta  involuzione  sono  le  tangenti  di  quelle  due  sezioni 
ualii^ile  indiaate  ad  una  stessa  linea  di  enrvatura,  per  le  quali  il  raggio 
del  eircoJa  osculatore  e  TEjgiale  a  A,  Tali  rette  doppie  s0no  reafi  o  immaginarie  se- 
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condo  che  le  quantita: 

A~S?    A~~§; 

abbiano  segni  contrari  o  egualL 

E  ovvio  che  per  dedurre  le  proprieta  delle  tangenti  coniugate  di  DUPIN  da  quelle 

dimostrate  in  questa  nota,  basta  porre  -r  =  0. 

6.  Dati  i  coseni  (a ,  p ,  Y)  della  direzione  di  una  retta  tangente  alia  superficie  (1), 
proponiamoci  di  trovare  i  coseni  (a! ,  fa ,  YI)  della  tangente  sferoconiugata. 

Indicando  con  a,b,c  i  coseni  degli  angoli  che  la  normale  alia  superficie  (1)  nel 
punto  (#,  y,%)  fa  cogli  assi,  si  ha: 


e  derivando  rispetto  ad  s,  arco  di  una  linea  qualsivoglia  tracciata  sulla  superficie  data 
e  toccata  dalla  retta  (a  ,  p  ,  7)  nel  punto  (x  ,  y  ,  %)  : 


a 


Si  moltiplichino  queste  equazioni  ordinatamente  per  ^  ,  fa  ,  YX  e  si  sommino  i  risultati  : 


quindi  la  (12)  potra  scriversi  cosi: 


Da  questa  equazione  e  dalle: 


si  ricava: 

V  -la!) 
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ove: 

h*  =  1  +  A2  (a'2+  b'2  +  c'2)  —  2  A  (a'a  -f  6'p  +  c'7) . 

Ora,  per  una  formola  di  OSSIAN  BONNET  *)  si  ha : 

,2  ,   ,  ,2       /2 cos2  6      sen2  6 

S2  Sf 

ossia,  introducendo  il  raggio  d  mediante  il  noto  teorema  euleriano: 


Inoltre  si  ha: 


onde  : 


I  coseni  degli  angoli  che  fa  cogli  assi  la  tangente  coniugata  ordinaria  di  quella 
data  per  mezzo  dej  coseni  (a,  £,7)  sono  proporzionali  alle  quantita: 

bd—cb'  ,      ea'—af  ,      ab'—ba', 
dunque,  perche  la  tangente  sferoconiugata  coincida  colla  coniugata  dupiniana,  deVessere  : 

^Y  —  tf  _  ca  —  ay  _  Q$  —  ba 
bd—cV  ~  caf—ad  ~  ab'—ba'  J 

da  cui  si  hanno  le: 


che  sono  le  equazioni  di  una  linea  di  curvatura,  date  dal  prof.  BRIOSCHI  nella  sua  bella 
memoria  swtte  proprieta  di  una  linea  tractiata  sopra  una  superficie  **).  Dunque: 

Le  M>fe  linee  di  eurvatura  sono  simultaneamente  cmiugate  ordinarie  e  sferoconiugate. 

1.  II  centiro  della  curyatara  ombelicale  per  la  superficie  inviluppata  (3)  b  il  punto 
cie  lia  per  coordinate: 


*)  JowrM  def3^Oe  Pfeto^e,  S2^  caMer,  pag.  a 
**)  MnoM  m  '&$&$&  ^^^m  t  jMfe  E^>ma  1854. 
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il  quale  appartiene  alia  normale  della  data  superficie  nel  punto  (x,  y,  #),  eppero  e 
situate  sulla  superficie  gobba  formata  dalle  normali  della  medesima  superficie  lungo 
la  data  linea  (4).  Quali  sono  i  coseni  degli  angoli  che  fa  cogli  assi  la  normale  a  questa 
superficie  gobba  in  quel  punto  (w,  v9w)? 

Se  immaginiamo  la  retta  tangente  alia  superficie  gobba  in  questo  punto  e  perpen- 
dicolare  alia  generatrice  rettilinea  (a,  6,  c),  i  coseni  della  direzione  di  quella  retta 
sono  evidentemente  proporzionali  alle  quantita: 

^—  Aa',    y  —  A6',    %'—  Ac;. 

Quindi  i  coseni  per  la  normale  alia  superficie  gobba  saranno  proporzionali  alle  quantita: 
&(*'—  AO  —  c(y'—  A&%    c(af—faf)—a(xf—M),    a(y'—W)  —  1)(x'—ha') 


cio6  la  normale  alia  superficie  gobba  nel  punto  (u,v,  iv)  e  parallela  alia  retta 
tangente  sferoconiugata  di  quella  che  tocca  la  linea  data  nel  punto  (x  ,  y  , 


Bologna,  3  gennaio  1861. 


22. 

CONSIDERAZIONI  DI  STORIA  BELLA  GEOMETRIA 

IN  OCCASIONE  DI  UN  LIBEO  DI  QEOMETEIA  ELEMENTAL  PUBLICATO  A  MBENZE. 


II  Politecnico,  volume  IX  (1860),  pp.  286-323. 


1.  II  signer  LEMONNIER,  gia  benemerito  deiritalia  per  averle  dato  bellissime  edi- 
zioni  delle  migliori  opere  letterarie,  merita  ora  la  nostra  riconoscenza  anche  per  la 
publieazione  di  ottimi  trattati  di  matematiche  elementari.  NelFagosto  1856  usciva 
alia  luce  il  Trattato  d'Aritmetica  di  GIUSEPPE  BEETRANB,  tradotto  in  italiano  dal  pro 
fessore  GIOYANNI  Novi;  scorsi  appena  due  mesi  tennero  dietro  il  Trattato  d' Algebra 
Elementare  dello  stesso  BEBTRANB,  tradotto  dal  professore  ENRICO  BETTI,  e  il  Trattato 
di  Triffonometria  di  ALFREDO  SERRET,  tradotto  dal  professore  ANTONIO  FERRUCCI.  Un 
anno  dopo  si  publicavano  dallo  stesso  editore  gli  Elementi  d'Aritmetica,  scritti  dal 
professor  Novi,  perch^  servissero  d'avviamento  al  Trattato  del  BERTRAND.  Ora  da  quattro 
mesi  e  uscito  il  Trattato  di  Geometria  Elementare  di  A.  AMIOT  *),  tradotto  dallo  stesso 
professor  Novi,  e  ci  viene  anche  promesso  nn  trattato  d'algebra  superiore,  opera  ori- 
ginale  del  professor  BETH,  gia  noto  per  sue  profonde  ricerche  in  questa  materia  **). 

II  merito  di  queste  interessanti  publicazioni  non  puo  esser  ritratto  in  brevi  parole, 
ae  puo  appieno  seitkai  se  non  da  chi  le  abbia  avute  in  mano,  e  con  diligenza  stu- 
iiate*  Nto  solo  sono  state  scelte  te  migliori  opere  original!  fra  le  recentissime,  ma 


^  ffiaMafo  $$  &^m^tfia  dementare,  di  A,  AMIOT.  Prinia  traduzione  italiana  con  note  ed 
aggrante  4i  GK>¥i3i^i  Novi,  professore  di  meccanica  nel  lieeo  militare  di  Firenze.  Con  un 

ii  58  tarole-  flrenze,  Felice  I^moimier,  1858,  Preaxo:  paoli  12. 

**}  ^1  ^  nao  ^e*  cteipila^Ti  degli  AnnaU  di  matemaMca  pur®  ed  appUcata,  periodico 
eba  &&  m  aiiTO  si  jptfj&Hea  la  Eema,  ©  fa  seguito  ad  eessaM  AwiaE  di  stienze  ma- 
€rli  a|tii<^|^      s4no  i  pn)fessorii  FECANCBSCO  BBIOSCHI  (Pavia),  ANGBLO 

'          •       ,       «,  /    '     ' 
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anche  furono  arricchite  ed  ampliate  con  preziose  note  ed  aggiunte,  die  ne  accrescono 
singolarmente  il  pregio.  Cosi,  per  le  utili  fatiche  de:  chiari  uonrini  nominati,  noi  pos- 
sediamo  attualmente  ottimi  trattati  d'aritmetica,  d"  algebra,  di  trigonometria  e  di  geo- 
metria. Facciamo  voti  che  si  eccellenti  principj  siano  seguiti  da  cose  maggiorL 

2.  Non  e  mia  intenzione  occuparmi  qui  di  tutte  le  opere  sopra  indicate,  ma  di 
quella  sola  che  piu  recentemente  e  uscita  alia  luce ;  voglio  dire  del  trattato  di  geornetria. 
L' opera  originale  porta  per  titolo:  Legons  nouvelles  de  geometric •  elementaire  par  M, 
A.  AMIOT  ;  di  questa  ho  sott'occhi  la  prima  edizione  (Paris  1850) ;  ma  la  traduzione 
sembra  fatta  sopra  un' edizione  pm  recente,  il  che  deduco  da  qualche  lieve  aumento 
che  trovo  nel  testo  della  traduzione,  senza  che  il  traduttore  lo  aggiudiehi  a  se.  Del 
concetto  di  quest'opera  e  a  lungo  e  con  molta  dottrina  discorso  nella  prefazione,  con 
cui  il  professore  Novi  ha  incominciato  il  suo  lavoro.  Tale  concetto  e  quello  di  assi- 
milare,  per  quanto  e  possibile,  le  recenti  teorie  geometriche,  sorte  col  progresso  della 
scienza,  alle  dottrine  che  costituirono  fin  qui  gli  antichi  JElementi.  La  geometria  ele- 
mentare  da  EUCLIDE  e  da  ARCHIMEDE  in  poi  era  rimasta  pressochfe  stazionaria  sino  al 
nostro  secolo :  i  geometri  che  succedettero  a  que'  due  ampliarono  piuttosto  la  dottrina 
delle  sezioni  coniche  ed  altre  parti  della  scienza,  meno  elementari.  Soltanto  nel  secolo 
presente,  e  sopratutto  per  opera  di  CARNOT*),  PONCELET  **),  GERGONNE***),  STEI- 
NERt),  CHASLEStt),  MoBius  t*),  ecc.,  fu  dato  uno  straordinario  impulse  alia  geometria, 


*)  Ge'ome'trie  de,  position.  Paris  1803  —  De  la  correlation  des  figures,  en  Gtomttrie.  Paris 
1801.  —  Esscd  sur  la  the'orie  des  transver sales.  Paris  1806. 

**)  Trait^  des  propri&es  projectiles  des  figures.  Paris  1822.  —  Me'moire  sur  les  centres  des 
moyennes  harmoniques,  nel  tomo  3.°  (1828)  del  giornale  di  CRELLE  (Journal  fur  die  reine  und 
angeiuandte  Mathematik,  herausgegeben  zu  Berlin  von  A.  L.  CRELLE)  —  Memoir  e  sur  la  the'orie 
ge'ne'rale  des  polaires  r&iprogfues,  nel  tomo  4.°  d.  g.  —  Analyse  des  transver  sales,  applique'e  & 
ia  recherche  des  proprle'te's  projectives  des  lignes  et  surfaces,  nel  tomo  8.°  (1832)  d.  g. 
***)  Annales  de  matJie'matiques  pures  et  appliquees,  1810-1881. 

t)  Systematische  Entwickelung  der  AWiangigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander. 
Berlin  1832  (opera  classica  di  eui  none  publicata  che  la  prima  parte;  quando  Tautore  rorr^i 
darci  le  altre  ?)  —  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  —  Giornale  di  CRELLE,  ecc. 

ft)  Aper$u  historique  sur  V origins  et  le  de'veloppement  des  m^thodes  en  ge'ome'trie,  suivi  d'un 
Me'moire  sur  deux  principes  g6n6raux  de  la  science:  la  duality  et  Vhomographie,  Bruxelles  1837.  — 
Annales  de  GBRaoNNE  —  Mtimoires  de  I'Acaddmie  de  flruxelles  —  Correspondence  math&matique 
et  physique  de  QUBTBLET.  Bruxelles  1824-1838.  Comptes  rendus  de  I'Acadtmie  des  sciences  de 
Paris  —  Journal  de  M.  LIOUVILLB  —  Traite*  de  Ge'ome'trie  Superieure.  Paris,  1852.  - 

f*)  Der  Varycentrische  Calcul.  Leipzig  1827.  —  Lehrbuch  der  Statik.  Leipzig  1837  —  Gior- 
nale di  CRBLLE  —  Abhandlungen  der  JK.  Sachsi&chen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  —  Berichte 
tfber  die  VerMndlungen  der  &•  Sach.  Gesell.  der.  Wiss.  zu  Leipzig. 

Cremona f  tomo  I.  12 
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e  si  crearono  tante  nuove  teorie,  che  mutarono  faccia  alia  scienza,  si  nelle  region! 
elevate  che  nelle  piu  eleinentari.  Molte  fra  le  nuove  dottrine  sono,  come  giustamente 
osserva  il  professor  Novi  (prefazione,  pag.  VI),  piu  facili  di  certe  parti  della  geometria 
soli  da,  ben  inteso  purche  vengano  convenientemente  limitate  nella  loro  estensione;  e 
quindi  giusto  e  ragioneyole  farle  entrare  neirinsegnamento  elementare.  Inoltre  si  sta- 
bilirono  nuovi  principj  (come  quello  de'  segni)  pe'  quali  non  solo  le  recenti,  ma  anche 
le  antiche  teorie  divengono  suscettibili  d'una  esposizione  piu  semplice  e  piu  generale. 
Di  qui  Fassoluta  necessita  di  trasformare  i  vecchi  libri  destinati  airistituzione  della 
gioventu  per  render  questa  partecipe  anche  degli  straordinari  progress!  dovuti  al  nostro 
secolo.  La  convinzione  di  siffatto  bisogno  ha  appunto  guidato  TAMIOT  nella  compilazione 
delle  sue  Lemons  nouvelles  de  geometries  e  la  stessa  convinzione,  anche  piu  sentita, 
condusse  il  professor  Novi  a  tradurre  quest'opera,  ampliandola  considerevolmente  in 
quelle  parti  che  concernono  le  moderne  dottrine. 

G-li  aumenti  dovuti  al  traduttore  consistono  sopratutto  in  dieci  note  aggiunte,  desti- 
nate  quasi  esclusivamente  allo  sviluppo  delle  teorie  recenti  soltanto  abbozzate  nel 
testo.  Ma  anche  in  questo  occorrono  spessissimo  brevi  note,  poste  dal  traduttore,  allo 
seopo  di  indicare  nuove  conseguenze  de'  teoremi  esposti  dall'autore,  o  piu  semplici 
dimostrazioni,  o  inaniere  piu  general!  di  considerare  certi  argomenti. 

II  volume  e  di  514  pagine;  196  spettano  alia  geometria  piana;  186  alia  solida; 
132  alle  dieci  note  aggiunte  in  fine  dell'opera  dal  traduttore. 

3.  La  geometria  piana  e  divisa  in  quattro  libri.  II  primo  di  questi  e  intitolato :  la 
linea  retta  e  la  Unea  spe^ata,  e  si  compone  di  SRI  capitoli  che  trattano  ordinatamente 
delle  seguenti  materie :  Delia  comune  misitra  di  due  linee  e  del  loro  rapporto.  —  Angoli. 
—  Ddla,  perpendicdare  e  delle  oblique.  —  Delle  rette  parallele.  —  Triangoli.  —  Poligom. 

Da  questa  enumerazione  ciaseuno  scorge  che  T  autore,  bench£  meriti  molta  lode  pel 
modo  COB  cui  ha  in  generale  ordmato  le  materie  nel  suo  libro,  pure  per  quanto  con- 
cerae  la  prima  parte  di  esso,  appartiene  a  quella  schiera  di  trattatisti  a  cui  dirigonsi 
le  seguenti  parole  del  MONTUC&A  *) : 

a  CTest  sur-tout  a  ses  Memens  qu'EucLiDE  doit  la  c6I6brit^  de  son  nom.  II  ramassa 
^MS  cet  ouVrage,  le  meilleur  encore  de  tons  ceux  de  ce  genre,  les  v<5rit6s  616nientaires 
de  k  ^la^Me,  d6cowertes  want  lui.  Il  y  mit  cet  enchainement  si  admir6par  les 
de  In  rigjiear  g4om6trique,  et  qui  est  tel,  quMl  n'y  a  aucune  proposition 
des  n»^rfs  nteessaires  avee  celles  qui  la  precedent  ou  qui  la  suivent.  En 
ihtas  g^E^fres,  &  qpi  Faorangement  d'ETOLiDE  a  d^plu,  ont  tHch6  de  le  reformer, 
mm  porter  atomte;a;!a;  foree  $e$  d6moi^iratiotts;  feiirs  effortes  impuissans  ont  fait 

1758,  torn.  I/piyrt*  I,  Ht.  IY. 
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voir  combien  il  est  difficile  de  substituer  a  la  chaine  form^e  par  Pancien  g6ometre, 
une  chaine  aussi  ferme  et  aussi  solide.  Tel  etoit  le  sentiment  de  Pillustre  LEIBNIZ, 
dont  Pautorite  doit  etre  d'un  grand  poids  en  ces  matieres ;  et  WOLF,  qui  nous  Papprend, 
convient  d'avoir  tente  inutilment  d'arranger  les  verites  geometriques  dans  un  ordre 
different,  sans  supposer  des  choses  qui  n'etoient  point  encore  d6montr£es,  ou  sans  se 
readier  beaucoup  sur  la  solidite  de  la  demonstration.  Les  geometres  anglais,  qui 
semblent  avoir  le  mieux  conserve  le  goftt  de  la  rigoureuse  geometrie,  on  toujours  pens6 
ainsi ;  et  EUCLIDE  a  trouve  chez  eux  de  zeies  defenseurs  dans  divers  geometres  habiles. 
L'Angleterre  voit  moins  edore  des  ces  ouvrages,  qui  ne  facilitent  la  science  qu'en 
Penervant ;  EUCLIDE  y  est  presque  le  seul  auteur  eiementaire  connu,  et  Ton  n'y  manque 
pas  de  geometres. 

"  Le  reproche  de  desordre  fait  a  EUCLIDE,  m'oblige  a  quelques  reflexions  sur  Pordre 
pr6tendu  qu'affectent  nos  auteurs  modernes  tiLEUmens,  et  sur  les  inconv6niens  qui  en 
sont  la  suite.  Peut-on  regarder  comme  un  veritable  ordre,  celui  qui  oblige  a  violer  la 
condition  la  plus  essentielle  a  un  raisonnement  g6om6trique,  je  veux  dire,  cette  rigueur 
de  demonstration,  seule  capable  de  forcer  un  esprit  dispose  a  ne  se  rendre  qu'a 
1'evidence  metaphysique?  Or,  rien  n'est  plus  commun  chez  les  auteurs  dont  on  parle, 
que  ces  atteintes  portees  a  la  rigueur  geom6trique.  Mais  il  leur  falloit  necessairement 
se  rel&cher  jusqu'^,  ce  point,  ou  commencer  a  traiter  d'un  certain  genre  d'etendue, 
avant  que  d'avoir  epuise  ce  qu'il  y  avoit  a  dire  d'un  autre  plus  simple,  et  ils  ont 
mieux  aime  ne  demontrer  qu'  a  demi,  c'est-a-dire,  ne  point  demontrer  du  tout,  que  de 
blesser  un  pretendu  ordre  dont  ils  etoient  epris. 

"  II  y  a  m£me,  a  mon  avis,  une  sorte  de  pu6rilite  dans  cette  affectation  de  ne  point 
parler  d'un  genre  de  grandeur,  des  triangles,  par  exemple,  avant  que  d'avoir  traite 
au  long  des  lignes  et  des  angles:  car  pour  peu  que,  s'astreignant  a  cet  ordre,  on 
veuille  observer  la  rigueur  geometrique,  il  faut  faire  les  m6mes  frais  de  demonstrations, 
que  si  Von  eftt  commence  par  ce  genre  d'Stendue  plus  compose,  et  d'ailleurs  si  simple, 
qu'il  n'exige  pas  qu'on  s'y  ei£ve  par  degres.  J'ose  aller  plus  loin,  et  je  ne  crains 
point  de  dire  que  cet  ordre  affecte  va  a  retrecir  T  esprit,  et  a  1'accoutumer  a  une 
marche  contraire  a  celle  du  genie  des  decouvertes.  C'est  deduire  laborieusement  plu- 
sieurs  verites  particuli^res,  tandis  qu'il  n'etoit  pas  difficile  d'embrasser  tout  d'un  coup 
le  tronc,  dont  elles  ne  sont  que  les  branches.  Que  sont  en  effet  la  plupart  de  ces 
propositions  sur  les  perpendiculaires  et  les  obliques,  qui  remplissent  plusieurs  sections 
des  ouvrages  dont  on  parle,  sinon  autant  de  consequences  fort  simples  de  la  propriete 
du  triangle  isocftle?  II  etoit  bien  plus  lumineux,  et  m£me  plus  court,  de  commencer 
a  demontrer  cette  propriete,  et  d'en  deduire  ensuite  toutes  ces  autres  propositions  „. 

Su  quest' argomento  meritano  d'essere  ponderate  anche  le  obbiezioni  mosse  dal 
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Dott.  BALTZER*)  contro  i  trattati  di  geometria  elementare  di  SCHLOMILCH  e  SNELL, 
Fultimo  de1  quali  fa  un  coinpleto  divorzio  fra  la  planimetria  rettilinea  (coin'ei  la  chiama) 
e  la  dvttrina  del  cerchio,  e  giunge  a  dire :  Die  Einmisclmng  der  Kreislehre  in  die  Pla- 
nimetrie  ersclieint  uns  ganz  iiBerfliissig  und  verkehrt  **). 

E  pero  giustizia  osservare  che  FAMIOT  fa  sempre  uso  di  dimostrazioni,  contro  le 
quali  non  si  ponno  elevare  seri  dubbi.  Certo  che  esse  non  sarebbero  tutte  accettate 
dal  cautissimo  EUCLIDE,  il  quale,  a  cagion  d'esempio,  non  avrebbe  parlato  (testo,  pag.  14) 
della  bisettrice  di  un  angolo  senz'aver  prima  dimostrato  che  un  angolo  si  puo  dividere 
per  meta,  Ammettendo  tacitamente  la  possibilita  della  bisezione  di  un  angolo,  Fautore 
da  una  dimostrazione  assai  seinplice  del  teorema :  "  Se  due  triangoli  hanno  due  lati 
rispettivamente  eguali  e  gli  angoli  compresi  fra  questi  lati  diseguali,  il  lato  opposto 
al  maggiore  de'  due  angoli  e  maggiore  di  quello  che  e  opposto  alFaltro  angolo  „ 
(pag.  24).  Lo  stesso  puo  ripetersi  per  altre  proposizioni.  L'ordinamento  di  EUCLIDE  di- 
viene  necessario  quando  d'alcuna  cosa  non  si  voglia  parlare  senz'averne  prima  dimostrata 
la  possibilita  delFesistenza:  ragione  che  ha  indotto  molti  a  dargli  la  preferenza. 

4.  Rispetto  alia  teorica  delle  parallele  e  noto  che  EUCLIDE  1'ha  fondata  sopra  una 
proposizione  (postulato)  ammessa  senza  dimostrazione;  e  si  sa  del  pari  che  invece  del 
postulate  d'EucLiDE  puo  assumersi  come  tale  alcun'altra  delle  proposizioni  di  detta 
teorica,  e  quindi  dimostrar  tutte  le  altre.  Molti  autori  si  sono  sforzati,  ma  inutilmente, 
di  dimostrare  tutte  quelle  proposizioni,  senz'ammettere  alcun  postulato.  GERaoNNE  ha 
proposto  di  assumere  come  evidente  la  proposizione  semplicissima : 

Per  un  punto  dato  fuori  di  una  retta  data  non  puo  condursi  che  una  sola  retta 
parallela  alia  data,  come  quella  che  sembra  piu  facile  a  concepirsi  di  qualunque  altra. 

EUCLIBE  pero  non  pofceya  assumere  tale  postulato  per  ragioni  dette  di  sopra.  II 
consiglio  di  GER<*ONNE  fu  seguito  dalFAniOT,  non  in  questa,  ma  in  altra  sua  opera 
eJemeatare  di  geometria***).  Nel  libro  di  cui  qui  e  discorso  il  postulato  di  GERGONNE  e 
dim@strato  come  teorema  (pag.  16),  dopo  aver  ammesso  come  evidente  che  "  se  due 
ititte  soaot  Fuaa  perpendicolare  e  Faltra  obliqua  sopra  una  terza  retta,  quelle  due 
s*  iBeoatremnno  „.  II  traduttore  nota  essere  codesto  il  famoso  quinto  postulato 
:  il  Ae  Bon  6  del  tutto  esatto,  percha  Fenunciato  del  quinto  postulato  fe  il 


A&nlic&k&it  dwffl&wrm  und  die  Aeknlichkeit  derselben,  von  Doctor 


**}  ^b^fe  ^'^^^4^  Plvmv&ttrte  wn  KAKL  SHELL.  Zbetfo  Auflage.  Leipzig  1857. 
'  rtpvfe  M  mumawa  pro&rcvwme$f  etc.  par  M,  A.  AMIOT 

J  l         -  •  " 
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Se  due  rette  essendo  segate  da  una  terza  fanno  con  questa  due  angoli  intend  da 
una  stessa  parte  la  cui  somma  sia  minore  di  due  retti,  da  quella  parte  le  due  rette 
convergono  *). 

A  pag.  30  leggiamo  il  teorema: 

"  Due  poligoni  della  medesima  specie  sono  eguali  quando,  ad  eccezione  di  tre  angoli 
consecutivi,  le  altre  parti  sono  eguali  e  disposte  nel  medesimo  ordine  „. 

Si  avrebbe  potuto  dimostrare  anche  il  teorema  piu  generale  in  cui  i  tre  angoli, 
invece  che  consecutivi,  fossero  disposti  comunque;  doe: 

"  Due  poligoni  equilateri  tra  loro  sono  eguali  quando  hanno,  ad  eccezione  di  tre, 
tutti  gli  angoli  omologhi,  eguali  „. 

Questo  teorema  trovasi  dimostrato  nella  geometria  in  lingua  polacca  di  NIEVEN- 
GLOWSKI  **) .  * 

In  una  nota  il  traduttore  pone  una  assai  semplice  dimostrazione  di  questa  inte- 
ressante  proprieta: 

"  Un  poligono  di  n  lati  &  determinate  generalmente  da  In — 3  condizioni  „. 

5.  II  secondo  libro  intitolato :  Delia  circonferenza  del  cerchio  dividesi  in  otto  capitoli, 
gli  argomenti  de'  quali  sono :  Diametro  e  corde.  —  Tangente.  —  Distant  di  un  punto 
da  una  circonferenm.  Intersezione  e  contatto  di  due  cerchi.  —  Misura  degli  angoli.  — 
ProUemi  sulle  perpendicolari,  le  parallele,  gli  angoli  e  gli  archi.  —  Gostruzione  del 
triangoli  e  de'  parallelogrammi.  —  Problemi  sul  cerchio.  —  Poligoni  inscritti  e  circoscriUL 

I  problemi  relativi  alle  materie  trattate  ne'  due  primi  libri,  che  da  EUCLIBE  sono 
frammischiati,  senz'ordine  apparente,  ai  teoremi  come  lo  richiedeva  Tinflessibile  rigore 
del  suo  metodo,  sono  stati  dall'AniOT  (sulFesempio  di  altri  scrittori)  riuniti  in  tre  soli 
capitoli,  che  sono  gli  ultimi  del  secondo  libro.  L'ultimo  problema  ivi  trattato  e  quello 
di  descrivere  un  cerchio  tangente  ai  tre  lati  di  un  triangolo.  Le  soluzioni  di  questo 
problema  (com'e  notissimo)  sono  quattro,  cioe  si  hanno  quattro  cerchi  tangenti  ai  lati 
di  un  dato  triangolo,  1'inscritto  ed  i  tre  exinscritti.  Fra  i  raggi  di  questi  cerchi,  il 
raggio  del  cerchio  circoscritto  e  le  linee  principali  del  triangolo  (lati,  mediane,  bisettrici, 
altezze)  ha  luogo  una  grande  moltitudine  di  relazioni  elegantissime.  Puo  consultarsi 
in  proposito  Teccellente  opera  del  BRETSCHNEIDEB  (professore  a  Gotha)  ***)  ove  ,trovasi 
uua  ricca  e  giudiziosa  raccolta  di  formule  relative  ai  triangoli,  quadrilateri,  ecc* 


*)  In  molte  edizioni  di  EUOLIDB,  come  per  es.  nella  "bellissima  del  PBYRARD  (Les  Siemens 
de  gGom&trie  d'Eluclide,  par  F.  PBYRARD,  Paris  1809);  i  postulati  quarto  e  quinto  sono  posti  fra 
gli  assiomi  (decimo  e  undecimo). 

**)  Geomztrya,  przez  Cr.  H.  Nievenglowskiego.  Poznan,  1854. 
***)  Lehrgebtiude  der  riwd&rn  Geometric. 


182  CONSIDERAZIONI  DI   STORIA  DELLA   GEOMETRIA  EGG. 


NelFuItimo  capitolo,  che  tratta  de1  poligoni  regolari,  troviamo  diniostrate  le  belle 
proposizioni  (pag.  63  e  seg.) : 

8  Divisa  una  circonferenza  in  n  parti  eguali,  se  uniamo  i  punti  di  divisione,  a 
cominciare  da  uno  di  essi,  di  2  in  2,  di  3  in  3,  ed  in  generale  di  h  in  h,  si  forma 
un  poligono  regolare  di  n  lati,  quando  i  nurneri  n  ed  h  siano  primi  tra  di  loro  „. 

II  numero  h  costituisce  la  specie  del  poligono. 

u  Vi  ha  tanti  poligoni  regolari  di  n  lati,  quante  unita  vi  sono  nella  meta  del  nu- 
mero che  esprime  quanti  numeri  interi  vi  sono  inferior!  ad  n  e  primi  con  esso  „. 

tt  La  somma  degli  angoli  intend,  formati  dai  lati  successivi  di  un  poligono  regolare 
di  n  lati,  e  uguale  a  2(^—2^)  retti  „. 

Questi  teoremi  sono  i  fondamentali  nella  teorica  de'  poligoni  stellati. 

6.  Grli  antichi  geometri,  per  quanto  ci  consta  dalle  loro  opere  rimasteci,  non  con- 
siderarono  che  poligoni  (regolari  o  irregolari)  convessi.  BOEZIO  nella  sua  Geometria  da 
il  primo  esempio,  che  ci  sia  noto,  delFiscrizione  del  pentagono  regolare  'stellate  nel 
cerchio.  CAMPANO*)  autore  d'una  celebre  traduzione  d'EucuDE,  fatta  sopra  un  testo 
arabo,  una  delle  prime  che  siano  comparse  in  Europa  (13.°  secolo)  presenta  il  pen- 
tagono stellato  come  avente  la  proprieta  d'avere  la  somma  degli  angoli  eguale  a  due  retti. 

Al  principio  del  secolo  quattordicesirno,  TOMASO  BRADWARDINO  (arcivescovo  di  Can- 
terbury) creo  una  vera  teoria  de'  poligoni  stellati,  che  egli  denomino  egredienti  **) 
dando  il  noine  di  semplici  ai  poligoni  convessi.  Prolungando  i  lati  di  un  poligono 
sempliee,  fino  al  loro  incontro  a  due  a  due,  si  genera  un  poligono  egrediente  di  primo 
ordine:  il  primo  di  tali  poligono  e  il  pentagono  stellato.  Analogamente  dai  poligoni 
egredienti  di  primo  ordine  si  derivano  quei  di  second' ordine,  ecc.:  la  prima  figura 
egrediente  di  seeond'ordine  e  Fettagono.  BKADWARDINO  enuncia  il  principio  generale 
die  la  prima  figura  di  un  ordine  qualunque  e  formata  dai  prolungamenti  dei  lati  della 
teraa  figura  dell'ordine  precedente.  Egli  arriva,  per  induzione,  anche  al  teorema:  la 
prima  %ura  di  ciascun  ordine  ha  la  somma  de'  suoi  angoli  eguale  a  due  retti,  e  nelle 
altre  figure  dello  stesso  ordine  la  somina  degli  angoli  va  aumentando  di  due  retti 
pas&aaelo  da  una  figura  alia  successive 

DAHIEU  BARBAEO  ael  suo  trattato  di  prospettiva  ***)  mostro  che  i  poligoni  regolari 

s  kogo  m  due  raaniere  ad  altri  poligoni  simili  a  quelli.  Una  maniera  e  di  pro- 
i  laii  fine  al  loro  iacontro  a  due  a  due ;  i  punti  d7  incontro  sono  i  vertici 


coi  eommeati  del  CAMFANO  fa  fatta  in  Venezia  nel  1482 ; 
r.  MbHoleca  in  Cremona  ne  po^siede  un  l>ello  egemplare. 

i^  156^, ,  • 
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di  un  nuovo  poligono  simile  al  primo.  L'altra  maniera  e  di  tirare  tutte  le  diagonal! 
da  ciascun  vertice  al  secondo  o  al  terzo  de'  successivi;  esse  formano  colle  loro  inter- 
sezioni  un  secondo  poligono  simile  al  dato.  Egli  pero  non  parla  di  poligoni  egredienti. 

Al  sommo  KEPLER*)  devesi  la  bella  proprieta  che  una  stessa  equazione  ha  per 
radici  le  lunghezze  dei  lati  delle  diverse  specie  di  poligoni  regolari  d'uno  stesso  nuinero 
di  lati.  La  denominazione  di  stellati  puo  dirsi  venire  da  lui ;  poiche  egli  cliiama  tai 
poligoni  stelle,  ed  i  poligoni  regolari  ordinari  radicalL  Priina  pero  di  KEPLER,  un  altro 
alemanno,  STIFELS  aveva  dedotto  da  una  stessa  equazione  di  secondo  grado  il  lato  e 
la  diagonale  del  pentagono  regolare**). 

Ma  la  teoria  de'  poligoni  egredienti,  fondata  da  BRAD  WARDING,  fu  ampliata  da 
GIOVANNI  BROSCIO,  geometra  del  secolo  decimosettimo.  Egli  ***)  dimostro  completamente 
le  leggi  date  per  induzione  dal  suo  predecessore,  e  mise  in  evidenza  la  bella  proprieta: 
potersi  formare  poligoni  egredienti  di  sette,  nove,  undici,  tredici, ...  lati,  in  cui  la 
somma  degli  angoli  sia  eguale  a  due  retti  come  nel  pentagono  di  CAMPANO.  Le  figure 
di  BRADWARDINO  sono  considerate  da  BROSCIO  come  poligoni  ad  angoli  salienti  e  rien- 
tranti  alternativamente,  i  cui  lati  non  si  segano.  E  singolare  il  seguente  suo  risultato  t). 
Prendiamo,  a  cagion  d'esempio,  un  ettagono  regolare  ordinario  e  dividiamone  per 
meta  tutt'i  lati.  Intorno  a  ciascuna  retta  congiungente  due  punti  medi  consecutivi, 
si  faccia  rotare  il  piccolo  triangolo  che  questa  retta  stacca  dall' ettagono,  finche  questo 
triangolo  cada  nell'  interno  della  figura.  Si  otterra  cosi  un  poligono  di  quattordici  lati 
ad  angoli  salienti  e  rientranti  alternativamente,  il  qaale  ha  lo  .stesso  perimetro  del- 
1'ettagono  proposto.  Ora  intorno  a  ciascuna  retta  congiungente  due  vertici  d' angoli 
rientranti  successivi  del  poligono  di  quattordici  lati  si  faccia  rotare  il  piccolo  triangolo 
da  essa  distaccato,  finche  cada  entro  la  figura ;  risultera  un  nuovo  poligono  di  quat- 
tordici lati  ad  angoli  alternativamente  salienti  e  rientranti,  isoperimetro  ai  due  pre- 
cedent!. Questi  tre  poligoni,  isoperimetri  fra  loro,  hanno  per6  aree  diverse,  poiche  il 
secondo  e  compreso  entro  il, primo,  e  il  terzo  entro  il  secondo.  Le  due  figure  cosi 
generate  non  sono  altro  che  gli  ettagoni  di  seconda  e  terza  specie,  nei  quali  siano 
state  levate  le  porzioni  interne  dei  lati.  Tale  e  la  singolare  maniera  con  cui  BROSCIO 
forma  poligoni  egredienti  isoperimetri  a  quello  da  cui  sono  derivati. 

Dopo  BROSCIO  queste  belle  proprieta  caddero  nelTobblio  finche  risuscitolle  al  prin- 


*)  Harmonices  mundi,  libri  V.  Lincii  Austrige.  1619. 
**)  Arithmetica  Integra.  Nuremberg  1544. 
***)  Apologia  pro  Aristotele  et  Euelide,  etc.  Dantisci  1652. 

f)  Per  le  notizie  storico-bibliografiche  mi  sono  giovato  specialmente  AslYApergu  historique; 
oltre  poi  tutte  quelle  fonti  original!  che  mi  fu  dato  di  consultare. 
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cipio  di  questo  secolo  Fillustre  POINSOT,  o  piuttosto  creonne  nuovamente  la  teoria, 
quale  noi  Fabbiamo  attualmente  *).  Fra  le  altre  egli  dimostro  la  proposizione  che  la 
somma  degli  angoli  di  un  poligono  stellate  e  eguale  a  2  (n — 2A)  retti,  ove  n  e  il  nu- 
inero  de'  lati,  ed  h  indica  la  specie. 

7.  II  libro  secondo  termina  con  quarantasette  quesiti  proposti  agli  studios!  per 
esercizio  (problem!  da  risolvere,  teoremi  da  dimostrare)  de'  quali  gli  ultiini  tredici  sono 
aggiunti  dal  traduttore.  Fra  tali  quesiti  notiamo  i  seguenti: 

Quesito  3,°:  e  compreso  nel  teorema  di  VITELLIONE  **):  "  Se  da  due  punti  dati  si 
conducono  due  rette  ad  uno  stesso  punto  di  una  retta  o  di  una  circonferenza,  la  loro 
somma  sara  minima  quando  siano  egualmente  inclinate  alia  linea  inedesima  „.  II  pro- 
blema  d1  inflettere  da  due  punti  dati  ad  una  circonferenza  due  rette  che  riescano  egual- 
mente inclinate  alia  normale  d'incidenza  e  delFarabo  ALHAZEN  ***). 

Quesito  21.°:  *  Se  si  conducono  da  un  punto  qualunque  della  circonferenza  circo- 
scritta  ad  un  triangolo  le  perpendicolari  sui  lati,  i  piedi  di  queste  perpendicolari  sono 
in  linea  retta  „ . 

Questo  teorema  e  dovuto  a  SERVOIS,  e  fu  generalizzato  da  QuERRETf)  cosi: 

*  Se  da  un  punto  qualunque  di  una  circonferenza  concentrica  a  quella  circoscritta 
ad  un  dato  triangolo  si  calano  le  perpendicolari  sui  lati,  1'area  del  triangolo  che  ha 
i  vertici  ne1  piedi  delle  perpendicolari  e  costante  „. 

L'analogo  teorema  relative  ad  un  poligono  regolare  e  dato  da  LHUILIER  tt) : 
a  Se  da  un  punto  qualunque  di  una  circonferenza  concentrica  con  un  dato  poligono 

regolare  si  calano  le  perpendicolari  sui  lati  di  questo,  Tarea  del  poligono  che  ha  i 

vertici  nei  piedi  delle  perpendicolari  e  costante  „. 

Questi  teoremi  sono  tutti  compresi  nel  seguente,  piu  generale,  enunciato  da  STEI- 

NERf*): 

*  II  luogo  di  tm  punto  tale  che  conducendo  da  esso  le  perpendicolari  sui  lati  di  un 
poligono  qualunque,  Farea  del  risultante  poligono  inscritto,  avente  i  vertici  nei  piedi 
delle  perpendicolari,  sia  costante,  e  una  circonferenza,  il  cui  centro  e  il  centro  del 
sistema  di  forze  parallels  applicate  ai  vertici  del  poligono  dato  e  proporzionali  ai  seni 
de'  doppi  degli  angoli  del  poligono  medesimo  „. 


*)  Journal  de  rEcole  polytechnique,  cahier  10. 
**)  YmiLLOKis  THURINGO-POLONI  Opticc8f  libri  decem.  Basilece  1572. 
***)  Opttete  thesaurus  ALHAZBNI  Ardbis,  libri  septem  nunc  primum  editi,  etc.  Basileoe  1572. 

f)  Annettes  de  GBRGONHB;  t.  XIV. 

ff)  BibUoth&gue  tmiwrselle,  an.  1824.  , 

f*)  Gwrnate  di  CRELLE,  tomo  I.  (1826), 
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Quesito  23.° :  "  Costruire  un  triangolo  equilatero  i  cui  vertici  siano  sopra  tre  cir- 
conferenze  concentriche  „ . 

Questo  problema  e  un  caso  del  seguente  trattato  da  CARNOT*),  LAME**)  e  BEL- 
LAVITIS  ***) : 

"  Costruire  un  triangolo  simile  ad  un  dato,  e  che  abbia  i  vertici  a  date  distance  da 
un  punto  dato  „. 

Quesito  25.°:  "  Costruire  un  triangolo  eguale  ad  un  triangolo  dato,  ed  i  cui  lati 
passino  per  tre  punti  dati  „ . 

Problema  analogo  al  seguente  risolto  da  NEWTON!): 

"  Costruire  un  triangolo  che  sia  eguale  a  un  dato  ed  abbia  i  vertici  sopra  tre  rette  date  „ . 

NEWTON  risolve  anche  il  seguente  ft) ,  enunciate  la  prima  volta  da  WALLIS  : 

"  Costruire  un  quadrilatero  clie  sia  simile  a  un  dato  ed  abbia  i  vertici  sopra  quattro 
rette  date  „. 

8.  II  terzo  libro  che  porta  per  titolo :  Delle  linee  proporaionali  e  quello  che  contiene 
un  breve  saggio  delle  moderne  teorie.  I  cinque  capitoli  di  cui  esso  si  compone  trattano 
de'  seguenti  oggetti :  Trasversali  nel  triangolo.  —  Trasversali  nel  cerchio.  —  Divisione 
armonica  delle  linee  rette.  —  Asse  radicale  di  due  cerchi.  Rapporto  armonico.  Involuzione. 
—  Similitudine.  —  Problemi  sulle  linee  proporjzionali. 

Le  note  aggiunte  dal  traduttore,  ad  eccezione  delle  prime  due,  sono  destinate  a 
dare  nozioni  piu  estese  delle  dottrine  troppo  brevemente  accennate  dalPautore  nel 
terzo  libro.  Queste  note  hanno  per  titoli  ordinatamente :  Metodo  delle  proiezioni. — 
Rapporto  anarmonico.  —  Involuzione.  —  Divisione  omografica.  —  Centra  di  gravita. 
Qeyitri  delle  medie  armoniche.  —  Poli  e  polari.  Piani  Polari.  —  Metodo  delle  polari 
reciproche.  —  Settioni  eoniche. 

A  pag.  95,  cioe  a  meta  del  terzo  libro,  Tautore  comincia  a  far  uso  del  prineipio 
dei  segni;  il  quale,  applicato  ai  segmenti  di  una  retta,  consiste  nell'assumere  come 
positivi  i  segmenti  misurati  in  un  certo  senso,  e  coine  negativi  quelli  misurati  nel 
senso  contrario.  Nel  far  uso  di  questo  principle,  Tordine  delle  lettere  che  indicano 
un  segmento  cessa  d'essere  indifferente ;  per  es.  AB  indica  un  segmento  la  cui  origine 


*)  Gtomttrie  de  position,  §  328. 

**)'  Examen  des  diffdrentes  mdthodes  employtes  pour  rteoudre   les  problemes  de  geometrie> 
1818,  pag.  81. 

***)  Sposiziom  del  metodo  delle  equipollenze.  (Memorie  della  Society  italiana  delle  scienze, 
tomo  XXV.  Modena  1854). 

t)  Philosophise  naturalis  Prindpia  mathematics,  auctore  ISAACO  NBWTONO.  Geneva,  1739. 
Lib.  I,  lemma  26. 

ft)  Ibidem,  lemma  27. 
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e  A; BA  un  segmento  la  cui  engine  e  B  .  E  si  ha:  AB  — —  BA  ossia  AB-fBA  — 0. 
Se  tre  punti  A,B,C  sono  in  linea  retta  si  ha:  AB  +  BC=AC=— CA,  ossia 
AB  +  BG  +  CA=0;  ece, 

II  signer  CHASLES  ha  fatto  uso  de1  segni  +  e  —  per  rappresentare  la  direzione 
de'  segmenti  nella  sua  classica  opera  —  Traite  de  Geometric  Superieure.  —  Ma  il  primo 
a  introdurre  questo  principio  nella  geometria  e  stato  il  signer  MOBIUS  (professore  a 
Lipsia),  il  quale  sine  dal  1827  nel  suo  celeb  re  Oalcolo  Baricenirico  lo  applico  non 
solo  ai  segmenti  rettilinei,  ma  anche  agli  angoli,  alle  superficie  ed  ai  corpi  *) ,  de- 
finendo  chiaramente  per  ciascuna  di  queste  estensioni  che  cosa  si  debba  intendere  per 
senso  positivo  e  che  per  senso  negative.  L'illustre  geometra  sassone  ha  poi  sempre 
continuato  a  far  uso  dello  stesso  principio  in  tutt'  i  suoi  scritti  posteriori  di  geometria 
e  di  meccanica,  mettendone  in  evidenza  la  grandissima  utilita.  Egli  ebbe  la  fortuna 
di  trovare  numerosi  e  valenti  seguaci  in  Germania  **)  ove  Fuso  di  quel  principio, 
preso  in  tutta  la  sua  generality  e  divenuto  universale  ***) . 


*)  Veggasi  la  nota  a  pag.  532  della  memoria  del  signer  MOBIUS:  Theorie  der  Krtisverwan- 
dtsckaft  in  rein  geometriseher  Darstellung  (aus  den  Abhandlungen  der  mathematisch  physischen 
Clause  der  K.  Sach.  Gesettschaft  der  Wissensehaften).  Leipzig  1855. 

**)  Vedi  per  es. :  WITZSCHEL,  Grundtinien  der  neuern  Geometrie,  etc.  Leipzig  1858:  libro 
ottimo  per  chi  desiderasse  introdursi  nello  studio  delle  moderne  dottrine  geometriche,  —  Per 
un  ampio  sviluppo  della  teoria  del  senso  nelle  figure  g-eometriche  veggasi:  STAUDT,  Beitrage 
zur  Geometrie  der  Lage.  Ntirnberg  1856-57. 

***)  Considerando  una  retta  fissa  AfOA  e  in  essa  il  punto  0  come  origine  de'  segment! ,  il 
segno  -j-  o  —  anteposto  ad  un  segmento  preso  su  questa  retta  serve  a  distinguere  se  esso 
sia  diretto  da  0  verso  A,  owero  da  0  verso  A'.  Assunto  il  principio  de'  segni  sotto  questo 
ristretto  punto  di  vista,  esso  e  stato  generalizzato  mediante  un  algoritmo  che  serve  a  rap- 
presentare un  segmento  OM  inclinato  ad  OA  di  un  angolo  qualunque  facendo  uso  di  coeffi- 
cient! imaginari  (veggasi:  DROBISCH,  tiber  di&  geometriscfie  Construction  der  imaginarm  Gro'ssen. 
BericMe  titer  die  Verfiandlungen  der  X.  SOch.  GeseL  der  Wis.  Leipzig  1848).  II  primo  che 
abMa  rappresentato  la  direzione  ortogonale  col  coefficiente  V"^l  sembra  essere  stato  BufiE 
(M^nwre  sur  les  quantity  imayinaires  nelle  Philosophical  Transactions  for  1806),  ma  la  rap- 
presentazione  grafica  de'  numeri  imaginari,  in  modo  completo,  non  6  stata  data  che  nel  1831 
da  GATJSS  (Gottingrer  gdehrte  Anzeu/^n  1831).  Su  tale  rappresentazione  granca  degl'imaginari 
il  professore  BELBAVITIS,  nel  1835,  (Annali  dalle  science  del  regno  Lombardo-Veneto,  3.°  volume} 
fondo  un  nuovo  metodo  di  geometria  analitica,  che  chiamo  aUora  metodo  delle  equazioni  geo- 
metriche,  e  j>oi  disse  mtiodo  delle  equipollenze.  Di  questo  metodo  egli  diede  ulteriori  sviluppi 
ed  appBcajzioni  in  parecchie  memorie  posteriori  (Annali  c.  $.  7.*  volume,  1837  -  Memorie  del- 
Vli&vto  Vwtto,  1.*  wtome,  1843  -  Memorie  delta  society  italiana  delle  scienze  residente  in 
Hodma,  tomoXXV,  1854).  L'essenza  di  questo  metodo  meraviglioso  si  riassume  in  questo 
risialtiafco:  tuM'i  teoremi  concemmti  punU  situati  in  Unea  retta  ponno  essere  tra- 
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Non  so  intendere  perche  1'autore  non  incominci  prima,  cioe  a  pag.  78,  teor.  7.°  a 
fare  uso  de'  segni  +  o  — .  Applicando  il  principio  de1  segni,  il  teorema  7.°  (di  ME- 
NELAO  ALESSANDRINO)  si  enuncia  cosi: 

"  Se  i  lati  BC ,  CA ,  AB  di  un  triangolo  ABC  sono  segati  da  una  trasversale  qua- 
lunque  ne'  punti  a,  &,  c,  si  ha  la  relazione: 

aB.  &C.cA  =  H-aC.&A.  cB  „  , 

e  il  10.°  (di  CEVA*)): 

"  Le  rette  condotte  da  uno  stesso  punto  ai  tre  vertici  A,  B,  C  di  un  triangolo 
ABC  incontrano  i  lati  rispettivamente  opposti  in  tre  punti  a,  6,  c,  tali  che  si  ha 
la  relazione: 


.  cA  =  —  aC .  6  A .  cB 


55  • 


Veggasi  la  Geometrie  Supeneure  clello  CHASLES  a  pag.  259  e  263. 

L'importanza  d'aver  riguardo  al  segno  del  secondo  membro  e  evidentissiina  spe- 
cialmente  nelle  proposizioni  reciproche  delle  due  succitate,  che  sono  i  teoremi  9.°  e 
11.°  del  testo.  Infatti  questi,  quali  vi  sono  enunciati,  non  essendosi  fatto  uso  del  prin- 
cipio de'  segni,  hanno  la  stessa  ipotesi  con  diverse  conclusion!. 

Benche  i  teoremi  7.°  e  10.°  che  sono  i  fondamentali  nella  teorica  delle  trasversali 
non  appartengano  a  geometri  recenti,  pure  questa  teorica  e  essenzialmente  moderna. 
Creolla  il  celebre  CARNOT  **}  e  Famplio  moltissiino  PONCELET  ***)  mostrandone  le  numerose 


sportati  ed  applicati  a  punti  disposti  comunque  in  un  piano.  Pare  pero  che  le  ricerehe  del  geo- 
metra  italiano  rimanessero  ignote  in  Francia  ove  nel  1845  SAINT-VBNANT  espose  come  nnovi 
i  principj  dello  stesso  metodo,  ch'egli  chiain6  delle  somme  geometriche  (Comptes  rendus  de 
I'Acadgmie  des  sciences  de  Paris,  torn.  XXI),  e  in  Germania  ove  MOBIUS  nel  1852  comunico: 
«  eine  Methode  um  von  Eelationen  welche  der  Longimetrie  angehb'ren,  zu  entsprechenden  Stttzen 
der  Planimetrie  zu  gelangen  (Berichte  liber  die  Verhandl.  der  K.  Sack.  Gesell.  der  Wiss.  zu  Leipzig, 
16  October  1852).  il  poi  degno  di  nota  che,  astrazion  fatta  dall'uso  degl' imaginari,  LEIBNIZ 
aveva  gia  imaginato  un  calcolo  geometrico:  concetto  arditissimo  per  que'  tempi,  che  venne 
abilmente  sviluppato  da  G-RASSMANN  in  una  interessante  e  curiosa  memoria:  Geometrische  Ana- 
lyse, Leipzig  1847,  che  fa  parte  dei  Preisschriften  gekront  und  herausgegeben  von  der  filrst. 
Jdblonow.  G-esellschaft,  ed  anche  da  MOBIUS  nel  lavoro:  Die  Gras$manf  sche  Lehre  von  Punkt- 
grb'ssen  und  der  davon  abhtingend^n  Grossenformen}  eh'egli  publico  in  seguito  alia  memoria 
del  GRASSMANN  a  schiarimento  della  medesima.  Un  metodo  analogo  a  quello  del  BELLAVITIS, 
ed  applicabile  alia  geometria  a  tre  dimension!,  e  quello  dei  quaternioni,  dovuto  all'illustre 
geometra  irlandese  HAMILTON  (Lectures  on  Quaternions,  Dublin  1853). 

*)  De  lineis  rectis  se  invicem  secantibus  statica  constructio.  Mediolani  1678. 
**)  Essai  sur  la  thtorie  des  transversales,  Paris  1806. 

***)  Analyse  des  transversales  applique'e  a  la  recherche  des  proprittte  projectives  des  lignes 
et  des  surfaces,  1832  (tomo  8.°  del  giornale  di  CRBLLB). 
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applicazionL  Se  ne  e  occupato  anche  PLUCKER  *)  e  gli  sono  dovute  parecchie  eleganti 
proposizioni. 

9.  La  proporzione  armonica  (harmonica  medietas)  e  le  sue  proprieta  erano  note 
anche  agli  antichi  **).  IAMBLICO,  filosofo  pitagorico  del  quarto  secolo  (dopo  Cristo)  rao 
conta  che  essa  era  in  uso  presso  i  Babilonesi,  e  che  PITAGOEA  Fimporto  in  Grecia  ***). 
Suo  prime  nome  era  oxovavcia ;  ecco  la  ragione  di  tale  denominazione.  Siano  a ,  & ,  c  tre 
grandezze  in  ordine  decrescente;  se  esse  formano  una  proporzione  continua  aritmetica 

si  ha  T  <  - ;  se  la  proporzione  e  armonica  si  ha  Yopposto,  cioe  7-  >  - ;  nella  propor- 

O         G  0          C 

.  ,     a      b 

zione  aeomefnea  si  na7-==-. 
be 

ARCHITA  (quinto  secolo  a.  C.)  diede  a  questa  proporzione  il  nome  di  armonica  a 
cagione  del  suo  uso  nella  musica;  IAMBLICO  la  chiama  proporzione  musicals.  II  prhno 
scrittore  presso  cui  se  ne  trovi  la  teoria  e  NICOMACO  (tempi  di  TIBERIO)  nativo  di 
GERASA  (Arabia)  t). 

LAHIRE  tf)  cWama  armonicali  quattro  rette'  uscenti  da  uno  stesso  punto  e  tali 
che  una  trasversale  qualunque  sia  da  esse  diyisa  armonicameute.  Al  sistema  di  tali 
quattro  rette  BRIANCEOK  t*)  diede  il  norne  di  fascio  armonico.  La  denominazione  di 
media  armmica  e  di  MACLAURIN  ttt)  e  quella  di  centra  delle  medie  armoniche  e  di 
PONCELET  ft*).  I  nomi  di  polo  epolare  sono  rispettivamente  dovuti  a  SERYOIS  t**)  ed  a 
GERGONNE  **} ;  quello  di  qwdritotero  completo  a  GARNOT  ***).  Quest'ultima  denominazione 
venne  generalizzata  da  STEINER  f**),  introducendo  quelle  di  poligono  completo  (vollstan- 
diges  Videck) ,  di  multilatero  completo  (volhiandiges  Vielseit)  ed  altre  richieste  dagli 
ulteriori  progress!  della  scienza.  Invece  dei  nomi  polo  e  polare  STEINER  adopera  quelli 
di  p$o  armonico  e  rotta  armonica  o  semplicemente  armonica  t#t). 


* 


)  Analyt^h-gwrnetriscfie  Ehitwi&clitngen.  Essen  1828-31. 

**}  FAPPI  ALEJXA.NDRINI,  Mattematicce  CoUectiones  a  Federico  Comwandino  in  latinum  con- 

sce  et  (m&mentariis  illustrator.  Bononiae  1660. 

***>  IAMBLIOT  CHALOXDBBRBIS  ex  Ca&xyria  in  NICOMACHI  GERASBNI  Arithmeticam  introduc- 
.elo.  D^ventm  1668.  Vedi  anehe  TBRQUEM:  Bulletin  de  BMiographie,  etc.  1855. 
t)  HiooM^cm  GERASBNI,  Arithmetical,  libri  duo.  Parisits  153$! 

ft)  Trmte  ties  sections  c&niques,  168&, 

f*>  Mtmoire  wr  ks  %7tes  du  second  or&re.  Paris  1817. 
ftf)  I>e  Umarum  ^metricatrum  proprietatibus  generatttnts  tractatus,  1750. 
tf*}  mmawe  mr  fo&  &Mr®$  des  moyennes  harmomques,  1828  (tomo  3.°  del  giornale  di  CHBLLB). 
t**}  Aimers  de  GBReon^  torn.  L 

*«)  Mdemf  to^s.  IH.      , 


.  &.  w: 
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11  teorema:  "  Se  pel  punto  comune  a  due  tangent!  di  una  sezione  conica  si  conduce 
una  trasversale  qualunque,  essa  e  divisa  armonicamente  dalla  curva  e  dalla  corda  di 
contatto  „  —  teorema  fondamentale  in  questa  teoria  de1  poli  e  delle  polari  e  die  include 
in  se  il  teor.  6.°  (pag.  92)  del  testo  —  e  dovuto  ad  APOLLONIO,  uno  dei  piu  grandi 
geometri  dell'antichita  (anni  245  a.  0.)*). 

II  teorema:  "  Se  un  fascio  di  quattro  rette  divide  armonicamente  una  data 
trasversale,  dividera  armonicamente  anche  un'altra  trasversale  qualunque  „  trovasi 
in  PAPPO  **). 

A  pag,  91  leggiamo  che  "  in  un  quadrilatero  completo  ciascuna  diagonale  e  divisa 
armonicamente  dalle  altre  due  „,  proposizione  die  sotto  altro  enunciato  e  dimostrata 
da  PAPPO  ***). 

Anche  il  teorema  5.°  (pag.  91) :  "  il  luogo  di  un  punto  tale  che  il  rapporto  delle 
sue  distanze  da  due  punti  fissi  sia  costante  e  una  circonferenza,  ecc.  „  trovasi  in  PAPPO 
die  lo  enuncia  come  uno  di  quelli  che  entravano  nel  secondo  libro  de  loots  planis 
opera  perduta  d' APOLLONIO.  La  stessa  proposizione  e  dimostrata  anche  da  EUTOCIO  (sesto 
secolo  d.  C.)  al  principio  del  suo  commentario  t)  sui  Conici  di  APOLLONIO  medesimo. 

I  teoremi  7.°  ed  8.°  (pag.  93-4)  estesi  alle  coniche  sono  dovuti  a  LAEIRE  ft). 

Nella  teoria  degli  assi  radicali  (testo  pag.  95)  la  denominazione  di  potenza  per 
denotare  il  prodotto  de'  due  segmenti  determinati  da  una  circonferenza  su  di  una 
trasversale  tirata  da  un  punto  dato  e  dovuta  a  STEINER  t*) ;  al  medesimo  geometra 
sono  dovuti  anche  i  vocaboli:  linea  d'eyual  poten#a,  punto  d^egual  potenza.  I  nomi: 
asse  radicals,  centra  radicale  sono  di  GAULTIER  da  Tours  ttt).  In  luogo  di  queste  deno- 
minazioiii  PLOCKER  si  serve  delle  seguenti :  cor  dale  e  punto  cordale  tt*).  Quando  due  cerchi 
non  si  segano,  il  loro  asse  radicale  vien  chiamato  da  PONCELET  corda  ideale  comune  ai 
due  cerchi  t**). 

La  proprieta  che  gli  assi  radicali  di  tre  cerchi,  presi  a  due  a  due,  concorrono  in 
uno  stesso  punto  (centro  radicale)  &  dovuta  a  MONGE.  Da  cui  il  professore  FLAUTI  (a 


*)  APOLLONII  PERGLEI  Conicorum  libri  quatuor  una  cum  PAPPI  ALEX  AND  RINI  lemmatibus 
et  commentariis  EUTOCII  ASCALONITJE.  Bononise  1566,  III,  37. 
**)  Math.  Collect.,  Ill,  145. 
***)  Ibidem,  VII,  131. 

f)  APOLLONH  PERGUBI  Conicorum  libri  quatuor,  etc,  Bononise  1566. 
ft)  Tram  des  sections  coniques:  I,  22,  23,  26,  27,  28;  II,  23,  24,  26,  27,  SO. 
t*)  Giornale  di  CRELLIS,  tomo  I  (1726). 
ttt)  Journal  de  I'jficole  Poly  technique,  cahier  16  (1813). 

Analytisch-geometrische  Entwicklungen.  Band  I,  S.  49-50. 
3?raiU  des  propm&tes  prcfieetives. 
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Napoli)  dedusse  il  teorema,  che  se  per  un  punto  dell'asse  radicals  di  due  cerchi  si 
tirano  due  corde,  una  per  ciascun  eerchio,  i  quattro  punti  d1  intersezione  sono  in  una 
stessa  circonferenza*). 

Un  gran  numero  di  teoremi  relativi  agli  assi  radicali  ed  ai  centri  radicali  sono 
dovuti  ai  citati  geometri  GAULTIER,  PLOCKER  e  STEINER. 

La  denoininazione  di  rapporto  anarmonico  (testo  pag.  100)  e  stata  proposta  da 
CHASLES  **)  e  adottata  in  Francia  e  in  Inghilterra.  Invece  i  geometri  alemanni  fanno 
uso  della  voce:  doppio-rapporto  (Doppelverhaltniss)  introdotta  da  MCBIUS  e  STEINER. 
Questo  doppio-rapporto,  senz'avere  una  speciale  appellazione,  era  stato  considerate 
anche  dai  geometri  grecu  In  PAPPO  ***)  troviamo  dimostrato  un  teorema  che  in  sostanza 
equivale  al  7.°  del  testo  (pag.  103),  doe: 

"  Un  fascio  di  quattro  rette  date  e  segato  da  qualsivoglia  trasversale  in  quattro  punti 
il  cui  doppio-rapporto  e  costante  „. 

PAPPO  dimostraf)  anche  il  teorema  reciproco  che  il  traduttore  aggiunge  in  una 
nota  in  fondo  a  pag.  104-5.  Siccome  queste  proposizioni  trovansi  tra  i  lemmi  di  PAPPO 
relativi  ai  porismi  d'EucLiDE,  cosi  CHASLES  pensa  ragionevolmente  ft)  che  siano  state 
note  a  questo  geometra  e  ch'egli  ne  abbia  fatto  uso  nel  suo  trattato  de'  porismi. 

10.  Nella  nota  IV  il  traduttore  da  un  eccellente  saggio  delle  proprieta  projettive 
sviluppate  nella  Geometrie  superieure,  per  figure  poste  si  in  un  piano  che  su  di  una 
sfera.  Tra  le  molte  ch'egli  poteva  scegliere  ha  dato  la  preferenza  a  quelle  di  primis- 
sirna  importanza.  Le  teoriche  s volte  in  questa  nota  sono  illustrate  con  alcuni  esempi 
celebri  nella  storia  della  scienza.  Primo  e  il  teorema: 

ft  Se  due  triangoli  hanno  i  loro  vertici  a  due  a  due  sopra  tre  rette  concorrenti  in 
uno  stesso  punto,  i  loro  lati  si  segheranno  a  due  a  due  in  tre  punti  posti  in  linea 
retta.  E  reciprocamente,  ecc.  „. 

H  guale  teorema  6  di  DESARGUES  t*)  celebre  geometra  francese  contemporaneo  di 
CARTESIO,  PASCAL,  FERMAT,  ecc. 

II  seeondo  esempio  e: 

e  I  lati  opposti  di  un  esagono  inscritto  in  una  sezione  conica  s'  intersecano  in  tre 
punti  posti  in  linea  retta  „, 


Greometria  di  sito  nel  piano  e  neUo  spazio,  di  VINCBNZO  FLAUTI.  Napoli  1815, 

Apergu  Msforique,  pag.  M. 

MaBt.  CoMect.,  Til,  1»,  1ST. 
f)  1M1,  YHr  ISfi,  m,  142. 
ft)  G&m$Me  ^j^n&ure,  preface  XXI. 
f«)  Bo^OT,  Mcmi&rz  wmerMM  $e  M *  DESABGDES  pour  pratiquer  la  perspective,  etc.,  1648. 
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Questo  mirabile  teorema  (hexagramma  mysticum)  nel  caso  che  la  sezione  conica 
riducasi  ad  una  coppia  di  rette  si  trova  in  PAPPO*),  ma  preso  in  tutta  la  sua  ge- 
neralita  appartiene  a  BIAO-IO  PASCAL**)  il  noto  autore  delle  Provmciali. 

II  teorema  di  PASCAL  ha  dato  origine  ad  altre  belle  proposizioni  di  STEINER***), 
di  KiRKMANNt),  di  Mosiustt),  di  HESSE  t*),  ecc. 

II  citato  teorema  di  DESARCTES  serve  di  base  alia  teoria  delle  figure  chiamate 
omologiche  da  PONCELET  ttt).  Diconsi  omologiche  due  figure  le  cui  parti  si  corrispondono 
in  modo  che  i  punti  omologhi  siano  sopra  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto  (centra 
(Fomologia)  e  le  rette  omologhe  s'incontrino  in  punti  di  una  stessa  retta  (asse  cTomo- 
logia).  Invece  delle  denominazioni:  asse  d'omologia,  centra  d'omologia  introdotte  da 
PONCELET  e  usate  dai  geometri  francesi,  MAGNUS  (matematico  di  Borlino)  propose  dap- 
prima  le  seguenti :  asse  di  collinea#ionet  centra  di  collineatziane  ft*) ,  e  piu  tardi  queste 
altre:  asse  di  situazione,  centra  di  situazione^**}. 

Le  figure  omologiche  (meno  il  nome)  erano  gia  state  considerate  da  LAHIRE  *#). 
Anzi  e  da  osservarsi  che  se  di  una  data  figura  piana  si  fa  la  prospettiva,  indi  il  piano 
della  figura  si  fa  rotare  intorno  alia  linea  di  terra  fino  a  che  venga  a  coincidere  col 
piano  del  quadro,  si  ottengono  in  questo  due  figure,  la  data  e  la  prospettiva,  che  sono 
appunto  omologiche.  II  punto  ove  viene  a  cadere  il  punto  di  vista  e  il  centre  d'omologia, 
e  la  linea  di  terra  e  Fasse  d'omologia.  Per  cui  possiamo  dire  che  le  figure  omologiche 
non  sono  altro  che  le  figure  date  dalla  prospettiva. 

La  nota  V  aggiunta  dal  traduttore  tratta  dell'  involuzione.  La  proprieta  che  diede 
origine  a  questa  teoria  — "  Se  una  trasversale  sega  una  conica  (in  due  punti)  e  i  lati 
di  un  quadrilatero  inscritto,  il  prodotto  dei  segmenti  compresi  sulla  trasversale  fra 
un  punto  della  conica  e  due  lati  opposti  del  quadrilatero  sta  al  prodotto  dei  segmenti 


*)  Math.  Collect,,  VII,  138,  139,  143,  147. 
**)  Essai  sur  les  coniques,  1640. 
###)  Annales  de  G-BRQONNE,  torn.  XVIII. 

f)  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  vol.  V. 

ft)  Berichte  ilber  die  VerhandL  der  K.  S&ch.  Geselt.  der  Wiss.  zu  Leipzig  1846  u.  1847. 
f*)  G-iornale  di  CRELLE,  tomo  XLI.  Veggasi  inoltre  a  pag.  317  Tottimo  Treatise  on  Conic 
Sections  by  G.  SALMON  (third  edition,  London  1855),  a  cui  ha  attinto  anche  il  professor  Novi. 
ttt)  Trait^  des  proprtette  projectiles. 
tt*)  Giornale  di  CRELLE,  tomo  VIII  (1832). 

t**)  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrstitzen  aus  der  analytischen   Geometrie  u.  s.  w. 
Berlin  1833-37. 

*#)  Nouvelle  m&hode  en  gdomttrie  pour  les  sections  des  surfaces  coniques  et  cylindriques, 
1673. 
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compresi  fra  lo  stesso  punto  della  conica  e  gli  altri  due  lati  opposti  in  un  rapporto 
egiiale  a  quello  del  segment!  similmente  fatti  col  secondo  punto  della  conica  „  —  e  do- 
vuta  a  DEBAUCHES  *),  e  fu  egli  stesso  che  introdusse  la  voce  involuzione  nella  geometria. 
Pero  la  maggior  parte  di  quelle  proprieta  che  ora  diconsi  d1  involuzione  di  cinque 
o  di  quattro  punti  in  linea  retta  trovasi  in  PAPPO  **)  in  quarantatre  lemmi  del  settimo 
libro  delle  sue  Collezioni  matematiclie.  CHASLES  e  il  primo  che  abbia  considerate  espli- 
citamente  il  caso  in  cui  uno  de:  sei  punti  dell' involuzione  sia  a  distanza  infinita;  il 
suo  conjugate  venne  da  lui  chiamato  punto  centrale. 

Se  nel  precedente  teorema  di  DESARGUES  si  suppone  che  la  sezione  conica  riducasi 
ad  una  coppia  di  rette,  si  ha  un  teorema  dimostrato  da  PAPPO***)  sotto  diverso 
enunciate : 

"  Una  trasversale  qualsivoglia  incontra  i  sei  lati  di  un  tetragono  complete  t)  in 
sei  punti  in  involuzione  M. 

II  qual  teorema  puo  enunciarsi  anche  cosi: 

"     a  I  lati  di  un  triangolo  e  le  rette  che  ne  congiungono  i  vertici  ad  un  punto  dato 
sono  segati  da  qualunque  trasversale  in  sei  punti  in  involuzione  „, 

Devesi  a  BRiANCHONfi)  il  teorema  in  verso: 

tt  Per  sei  punti  (di  una  retta)  in  involuzione  si  ponno  far  passare  i  sei  lati  di  un 
tetragono  complete  „. 

In  PAPPO  t*)  si  trova,  sotto  altro  enunciate,  anche  il  teorema  (testo,  pag.  439): 

"  Le  sei  rette  condotte  da  un  punto  qualunque  ai  sei  vertici  di  un  quadrilatero  com- 
plete formano  un  fascio  in  involuzione  „. 

Ovvero: 

*  Le  sei  rette  condotte  da  un  punto  qualunque  ai  tre  vertici  di  un  triangolo  ed  ai 
tre  punti,  in  cui  i  lati  di  questo  sono  incontrati  da  una  retta  data,  formano  un  fascio 
in  involuzione  „• 

La  proposizione  inversa  e: 

u  Sopra  sei  rette  formanti  un  fascio  in  involuzione  si  ponno  prendere  sei  punti  che 
siano  i  vertici  di  quadrilatero  complete  „. 


*)  BrouUlon-prctfet  des  coniques,  1G&9. 
**)  Math.  Collect.,  VII,  22,  29,  30,  32,  34-56,  61,  62,  64,  etc. 
***)  Ibid.,  VII,  ISO. 

t)  Un  tetragono  eompleto  (sistema  di  quattro  punti)  &  una  figura  di  sei  lati;  un  quadri- 
latero completo  (sistema  di  quattro  rette)  &  una  figura  a  sei  vertici. 
ft)  Memoirs  &ur  les  lignes  du  second  ordre,  Paris  1817. 
t*)  Math.  Collect.,  VII,  135. 
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11.  II  prof.  Novi  (pag,  441-2)  applica  la  teorica  dell7  involuzione  alia  soluzione  del 
problema: 

"  Dati  quattro  punti  in  linea  retta  determinare  su  di  questa  un  quinto  punto  tale 
che  il  proclotto  delle  sue  distanze  da  due  del  quattro  punti  dati  stia  al  prodotto  delle 
sue  distanze  dagli  altri  due  in  un  rapporto  costante  „. 

E  questo  il  problema  noto  sotto  il  nome  di  problema  delta  sezione  determinata  di 
APOLLONIO  *).  Sono  altrettanto  celebri  i  due  seguenti  problemi  dello  stesso  geoinetra, 
che  io  abbraccero  in  un  solo  enunciate : 

"  Per  un  punto  dato  condurre  una  retta  che  seghi  due  rette  date  e  determini  con 
un  punto  dato  su  ciascuna  di  esse  due  segmenti  il  cui  rapporto,  ovvero  il  cui  prodotto 
sia  dato  „. 

II  primo  e  il  problema  della  sezione  di  ragione;  1'altro  il  problema  della  sezione  di 
spaztio**).  Veggasi  una  seniplice  soluzione  del  primo  di  questi  due  quesiti,  data  da 
FLAUTI  ***). 

12.  Ora  per  fare  qualche  cenno  degT  interessanti  argomenti  delle  altre  note  ag- 
giunte  dal  traduttore,  e  specialmente  della  IX  (Metodo  delle  polari  redproclie)  ci  con- 
viene  dare  un'idea  della  defonnazione  e  della  trasformazione  delle  figure  plane. 

Imaginiamo  che  in  un  piano  vi  sia  un  punto  che  movendosi  in  modo  affatto  arbi- 
trario  descriva  una  certa  figura.  Nello  stesso  piano  o  in  un  altro  iniaginiamo  un  secondo 
punto  mobile,  il  cui  moyimento  sia  collegato  dietro  una  legge  individuata  al  movi- 
mento  del  primo  punto;  nella  qual  legge  entri  la  condizione  che  a  ciascuna  posizione 
di  uno  dei  punti  mobili  corrisponda  un'unica  posizione  dell' altro  mobile,  e  recipro- 
camente.  II  secondo  mobile  avra  cosi  descritto  una  seconda  figura,  la  quale  del  resto 
puo,  prescindendo  da  idee  di  movimento,  anche  desumersi  dalla  prima,  supposta  data, 
mediante  un  metodo  di  deformazione,  che  tenga  luogo  di  quella  legge  determinata  che 
legava  i  due  movimenti. 

Ora  in  luogo  del  secondo  punto  mobile,  imaginiamo  nel  piano  della  figura  descritta 
dal  primo  punto  mobile  o  in  altro  piano  una  retta  mobile,  il  cui  movimento  sia  di- 
pendente,  in  virtu  di  una  legge  determinata,  dal  moto  di  quel  punto;  e  debba  essere 
soddisfatta  la  condizione  che  a  ciascuna  posizione  del  punto  mobile  corrisponda  una 
sola  posizione  della  retta  mobile,  e  reciprocamente.  La  retta  mobile  inviluppera  in 
tal  modo  una  figura;  la  quale  puo,  fatta  anche  astrazione  da  ogni  movimento,  desu- 
mersi dalla  prima,  supposta  data,  mediante  un  metodo  di  trasformazione  che  faccia  le 
veci  della  legge  che  faceva  dipendere  il  moto  della  retta  dal  moto  del  punto. 


*)  Math.  Collect.,  VII. 
**)  Ibidem- 
***)  G-eometria  di  sito. 

13 
Oremonct,   tomo  L 
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II  piu  antico  metodo  di  deformazione  e  quello  di  cui  fece  uso  primamente  ALBERTO 
DURER,  celebre  pittore  e  geometra  del  secolo  decimoquinto  *),  poi  PORTA  **),  STE- 
YIN***)  ed  altri.  Ecco  in  che  consiste:  da  ciascun  punto  di  una  figura  data  si  conduca 
la  perpendicolare  (ordinata)  ad  una  retta  fissa  e  si  prolunghi  oltre  questa  di  una  por- 
zione clie  abbia  coir  ordinata  medesima  un  rapporto  costante.  L'  estremo  del  prolun- 
gamento  generera  la  nuova  figura  doinandata.  Con  questo  processo  una  retta  si  deforina 
in  una  retta,  una  circonferenza  in  una  conica,  ecc. 

STEvmt)  e  MiDORGEft)  fecero  uso  del  inetodo  seguente:  nel  piano  d'una  figura 
data  si  fissi  un  punto  dal  quale  si  tiri  un  raggio  a  ciascun  punto  di  quella ;  e  su  questo 
raggio  o  sul  prolungamento  di  esso  si  prenda  a  partire  dal  punto  fisso  una  porzione 
proporzionale  al  raggio  stesso.  L' estremo  di  questa  porzione  generera  una  nuova  figura 
simile  alia  data  e  similinente  posta.  Questa  relazione  tra  la  due  figure  venae  poi  de- 
nominata  da  CHASLES  t*)  omotetia  diretta  o  inversa  secondo  che  i  raggi  non  vengano  o 
vengano  prolungati  oltre  il  panto  fisso  (centra  di  omotetia  o  di  similitudine). 

Una  circonferenza  non  puo  avere  per  sua  linea  omotetica  che  un'  altra  circonferenza 
(testo  pag.  217).  Due  eirconferenze  sono  a  un  tempo  omotetiche  dirette  e  omotetiche 
inverse;  cioe  hanno  un  centro  di  omotetia  diretta  (centro  esterno)  e  uno  di  omotetia 
inversa  (centro  interno),  i  quali  non  sono  altro  che  le  intersezioni  delle  tangenti  esterne 
e  delle  tangenti  interne  cornuni  ai  due  cerchi.  Questi  punti  dividono  armonicamente 
la  retta  che  unisce  i  centri  di  figura  de'  due  cerchi. 

Tre  cerchi,  presi  a  due  a  due,  danno  luogo  a  tre  centri  di  omotetia  diretta  e  a 
tre  centri  di  omotetia  inversa;  e  si  ha  il  teorema  che  i  tre  centri  di  omotetia  diretta 
(ovvero  due  eentri  d' omotetia  inversa  con  uno  d' omotetia  diretta)  sono  in  linea  retta. 
II  qual  teorema  da  Fussttt)  e  attribuito  a  D'ALEMBERT,  ma  FLAUTI  tt*)  crede  che  fosse 
noto  anche  ad  APOLLONIO,  e  che  entrasse  come  lemma  nel  di  lui  trattato  de  tactionibm. 
La  dimostrazione  e  da  vedersi  in  MoNGEt**). 

Succede  il  celebre  metodo  delle  planiconiche  di  LAHIRE**),  del  quale  ho  gia  fatto 


*)  Institutiones  geometriece,  etc. 
**}  Ulementa  curvttinea,  etc. 

***)  Oeuvres  math&natiques  de  SIMON  STBVIN  de  Bruges.  Leyde  1634. 
f)  Ibidem. 

ft)  n  suo  trattato  sulle  conicfie  (1631)  6  il  primo  che  venisse  publicato  in  Francia., 
f*)  Annales  de  GBR^ONNB,  torn.  XVIII. 
fff)  Nova  Acta  Petrop.,  tom.  XIV. 
ft*)  Geometrta  di  sito. 

Grdom&rie  descriptive,  7.  Edition  1847, 

Nouvette  m&thode  m  gGomtitrie  pour  les  sections  des  surfaces  coniques  et  cylindriques. 
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menzione  altrove.  Nel  piano  della  figura  data  si  fissino  due  rette  parallele  ed  un  punto; 
LAHIRE  chiama  formatrice  e  direttrice  le  due  rette,  polo  il  punto  fisso.  Da  ciascun  punto 
della  figura  data  si  tiri  una  trasversale  arbitraria  che  incontri  la  formatrice  e  la  di- 
rettrice in  due  punti,  il  secondo  de'  quali  si  unisca  al  polo;  e  pel  primo  si  tiri  la  pa- 
rallela  alia  congiungente.  II  luogo  geometrico  del  punto  in  cui  questa  parallela  incontra 
il  raggio  condotto  dal  polo  al  punto  della  figura  data  sara  la  figura  deformata  richiesta. 
Le  figure  ottenute  con  questo  processo  sono  quelle  medesime  che  PONCELET  chiamo  omo- 
logiche,  e  che  egli  stesso  e  CHASLES  insegnarono  a  costruire  anche  con  altri  metodi  *). 
11  polo  e  da  PONCELET  chiamato  centra  d'omologia,  e  la  formatrice  asse  d'omologia.  Nelle 
figure  di  LAHIRE  ciascuna  retta  congiungente  due  punti  omologhi  passa  pel  polo,  e 
ciascun  punto  intersezione  di  due  rette  omologhe  cade  nella  formatrice:  proprieta  che 
costituisce  appunto  il  carattere  distintivo  delle  figure  omologiche. 

I  metodi  di  DURER  e  di  MYDORGE  ponno  essere  considerati  come  casi  particolari 
del  precedente ;  per  ottenere  il  primo  basta  supporre  il  polo  a  distanza  infinita ;  per 
ottenere  Taltro  dee  supporsi  a  distanza  infinita  la  formatrice. 

Altro  celebre  metodo  di  deformazione  e  quello  dato  da  NEWTON  nel  lemma  22.°: 
Figuras  in  alias  ejusdem  generis  figuras  mutare  del  1.°  libro  dei  Printipia**)*  Secondo 
questo  metodo,  nel  piano  di  una  figura  data  si  assuma  come  fisso  un  parallelogrammo 
OABC;  da  ciascun  punto  M  della  data  figura  si  tiri  MP  parallela  ad  OA;  sia  P  il 
punto  d'incontro  con  AB.  Si  tiri  PO  che  seghi  BO  in  P'  e  da  P'  tirisi  P'M'  inclinata 
a  BC  d'un  angolo  dato,  e  di  tale  lunghezza  che  sia  P'M':  OP'  =  PM:  OP.  II  punto  M' 
cosi  ottenuto  genera  la  seconda  figura  domandata. 

CHASLES  ha  osservato  che  le  figure  di  NEWTON  cosi  ottenute  non  differiscono  da 
quelle  di  LAHIRE  che  per  la  scambievole  posizione;  e  che  per  dare  a  quelle  la  stessa 
giacitura  di  queste  basta  far  rotare  nel  dato  piano  la  seconda  figura  intorno  al  punto 
B  finch&  P'M'  riesca  parallela  a  PM.  Dopo  tale  rotazione  la  retta  BC,  considerata 
come  appartenente  alia  seconda  figura,  avra  preso  una  posizione  Be.  Si  guidi  per  A 
la  Ao  eguale  e  parallela  a  Be*  II  punto  o  sara  il  polo,  e  la  retta  BC,  considerata  nella 
sua  primitiya  posizione,  sara  la  formatrice. 

CHASLES  fa  inoltre  osservare  che  il  metodo  di  deformazione  di  NEWTON  poco  dif- 
ferisce  dal  metodo  di  prospettiva  di  VIGNOLA  (1507-1573)  dimostrato  da  IGNAZIO  DANTI 
vescovo  d'Alatri  ***). 


*)  TraiU  des  proprtette  projectives  —  Traite'  de  geometric  supe'rieure. 
**)  Phil.  Nat.  Principia  math.,  pag.  216  dell'edizione  di  Genevce  1789. 
***)  Le  due  regole  delta  prospettiva  pratica  di  M.  IACOPO  BAROZZI  DA  VIGNOLA  con  i  com- 
mentarii  del  J?.  P.  M.  IGNATIO  DANTI,  etc,  Roma  1583. 
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Tutt1  i  metodi  precedent!  sono  poi  coinpresi  in  quello  cliiamato  di  collineazione  da 
MOBIUS  *)  che  prlmo  ne  diede  la  teoria,  e  poi  chiamato  di  omografia  da  CHASLES  **) 
die  vi  arrive  da  se  senza  conoscere  i  lavori  del  geometra  alernanno.  La  collineazione 
od  omografia  puo  definirsi  cosi:  due  figure  diconsi  cottineari  (omografiche)  quando  a 
ciascun  punto  e  a  ciascuna  retta  delTuna  eorrispondano  rispettivamente  un  punto  e  una 
retta  nelFaltra.  Nella  Geometric  superieure  ponno  vedersi  varie  regole  per  la  costruzione 
grafica  di  una  figura  collineare  ad  una  data.  E  pero  degno  di  osservazione  che  (teat* 
tandosi  di  figure  piane)  due  figure  collineari  non  sono  punto  piu  generali  delle  omo- 
logiche,  se  non  rispetto  alia  scambievole  disposizione,  e  che  quelle  ponno  sempre  essere 
cosi  trasportate  e  fatte  rotare  nel  proprio  piano  in  modo  da  divenire  omologiche, 
Questa  importantissiina  osservazione  venne  fatta  per  la  priina  volta  da  MAGNUS***). 

13.  Venendo  ora  a  dire  dei  metodi  di  trasformaizione,  accennero  per  primo  quello 
che  PoNCELETf)  osservo  potersi  dedurre  da  un  porisma  di  EUCLIDE.  II  porisma  cui 
intendo  fare  allusione  e  il  seguente: 

a  Dati  in  un  piano  due  punti  e  un  angolo  che  abbia  il  vertice  sulla  retta  condotta 
per  essi,  se  da  un  punto  qualunque  di  una  retta  data  si  conducono  due  rette  ai  punti 
dati,  esse  incontrano  rispettivamente  i  lati  delFangolo  in  due  punti  e  la  retta  che  li 
unisce  passa  per  un  punto  datott)  „» 

0  reciprocainente: 

"  Dato  un  angolo  e  due  punti  in  linea  retta  col  suo  vertice,  se  intorno  ad  un  punto 
fisso  si  fa  rotare  una  trasversale  che  incontri  i  lati  delTangolo  in  due  punti  e  questi 
si  uniscano  rispettivamente  ai  punti  dati,  il  concorso  delle  congiungenti  genera  una 
linea  retta  i*)  „. 

Per  conseguenza; 

"  Se  da  un  punto  qualunque  di  una  figura  data  si  conducono  due  rette  ai  punti  dati, 
esse  incontreranno  rispettivamente  i  lati  delF angolo  in  due  punti;  la  retta  congiun- 
gente  questi  punti  inviluppa  un'altra  figura,  che  e  la  trasformata  richiesta.  Se  la  data 
figura  6  una  conica,  anche  la  trasformata  sara  una  conica  „. 

Nel  suo  grande  Traite  des  proprieties  projectives  PONCELET  ha  dato  inoltre  il  bellis- 
simo  metodo  delle  polari  reciproche,  a  cui  fe  consacrata  la  nota  IX  del  professor  Novi. 


*)  Giomale  di  CEELLB,  tomo  IV  (1829). 

**)  Vedi  VApergu  Mstonqite  e  le  M&noire  sur  deux  principes,  etc.  che  vi  fa  aeguito, 
***)  G-iornale  di  CEBLLB,  tomo  VIII  (1832). 

f)  Ibidem. 

ft)  SIMSON,  De  pori$matibM&,  prop,  84. 
f*)  PAPPI,  Math.  Collect.,  VII,  138,  139?  141,  143. 
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Ecco  in  die  consiste  tale  metodo.  Nel  piano  di  una  data  figura  sia  tracciata  una  sezione 
conica  (direUrice)  rispetto  alia  quale  si  prenda  la  polare  di  un  punto  qualunque  della 
data  figura;  questa  polare  inviluppera  la  figura  trasformata  (ehiamata  polare  reciproca 
della  data).  Inversamente  se  rispetto  alia  conica  direttrice  si  prencle  la  polare  di  un 
punto  qualunque  della  seconda  figura,  questa  polare  inviluppera  la  prima  figura.  Cioe 
due  figure  polari  reciproche  sono  tali  che  ciascuna  e  il  luogo  dei  poli  delle  rette  tan- 
genti  all'altra,  e  simultaneamente  e  1'inviluppo  delle  rette  polari  dei  punti  delTaltra 
medesima;  sempre  intendendo  queste  polari  e  questi  poli  presi  rispetto  alia  conica 
direttrice.  La  conica  direttrice  puo  essere  qualunque;  talvolta  si  e  assunta  una  para- 
bola*), tal'altra  un'iperbole  equilatera  **),  ma  piu  spesso  una  circonferenza  ***). 

Mediante  il  metodo  ora  accennato  da  qualunque  teorema  di  geornetria  che  involga 
sole  proprieta  projettive  (rapporti  di  segment!,  intersezioni  e  contatti  di  linee)  se  ne 
puo  derivare  un  altro  che  si  chiama  suo  polare  reciproco,  ovvero  correlative  (denomi- 
nazione  di  CHASLES).  Ma  se  il  teorema  proposto  contiene  proprieta  metriche  o  rela- 
zioni  angolari,  allora  se  ne  possono  derivare  molti  altri,  ciascun  de'  quali  corrisponde 
ad  una  speciale  conica  direttrice. 

Adduciamo  alcuni  esempi. 

Dal  teorema  dell' esagramma  mistico  di  PASCAL: 

"  Se  un  esagono  6  inscritto  in  una  conica  i  punti  di  segamento  de'  lati  opposti  sono 
in  linea  retta  „  ; 
deducesi  il  non  meno  famoso  teorema  di  BRiANCEONt): 

"  Se  un  esagono  e  circoscritto  ad  una  conica  le  rette  congiungenti  i  vertici  opposti 
passano  per  uno  stesso  punto  „. 

Dal  teorema  di  MACLAURiNtt): 

"  Se  un  tetragono  e  inscritto  in  una  conica  le  tangenti  in  due  vertici  opposti  si 
tagliano  sulla  retta  congiungente  i  punti  di  concorso  de'  lati  opposti  „; 
si  conclude: 

"  Se  un  quadrilatero  e  circoscritto  ad  una  conica  la  retta  che  unisce  i  punti  di  con- 
tatto  di  due  lati  opposti  passa  pel  punto  comune  alle  due  diagonal!  „. 


*)  CHASLES,  Memoirte  sur  la  transformation  pardbolique  des  proprietes  metriques  des  figures 
(Correspondence  math,  de  QUETELBT,  tomes  V  et  VI). 
**)  BOBILLIBR,  Annales  de  GERGONNB,  torn.  XIX. 

***)  PONCBLBT,  Thforie  g&i&rale  des  polaires  reciproques.  —  MANNHEIM,  Transformation  des 
propriety  mttriques,  etc.  Paris  1857. 

t)  Journal  de  l'$cole  Poly  technique }  cahier  13. 
tt)  De  linearum  geometricarum  proprietatibus  generalibus  tractate. 
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Dal  porisma  di  PAPPO*J: 

"  Se  un  poligono  di  n  lati  si  deforma  in  modo  che  gli  n  lati  rotino  rispettivamente 
intorno  ad  altrettanti  poli  fissi  situati  in  linea  retta,  mentre  n—  1  vertici  percorrono 
n—l  rette  date,  anche  1'ultimo  vertice  descrivera  una  retta  individuata  „; 
si  deduce: 

"  Se  un  poligono  di  n  vertici  si  deforma  in  modo  che  gli  n  vertici  percorrano  al- 
trettante  rette  date  passanti  per  uno  stesso  punto,  mentre  n—l  lati  rotano  intorno 
ad  n—l  punti  dati,  anche  I1  ultimo  lato  rotera  intorno  ad  un  punto  individuate  „. 

II  teorema  di  NEWTON**): 

"  Dato  un  angolo,  si  conducano  quante  trasversali  parallels  si  vogliano;  e  dai  punti 
in  cui  ciascuna  trasversale  incontra  i  lati  delFangolo  si  conducano  due  rette  passanti 
rispettivamente  per  due  punti  dati;  il  punto  di  concorso  di  quest  e  due  rette  genera 
una  conica  passante  pei  punti  dati  e  pel  vertice  dell5  angolo  dato  „; 
pud  essere  generalizzato  assumendo  le  trasversali  non  parallele  ma  passanti  tutte  per 
uno  stesso  punto;  in  tal  caso  quel  teorema  coincide  con  uno  di  MAOLAUBIN  ***)  e 
BRAIKENRIDGE  t)  che  puo  enunciarsi  cosi: 

"  Se  i  lati  di  un  triangolo  variabile  rotano  intorno  a  tre  punti  fissi,  mentre  due 
suoi  vertici  scorrono  su  due  rette  date,  il  terzo  vertice  descrive  una  sezione  conica  „. 

Cosi  enunciato  questo  teorema  da  per  suo  polare  reciproco  il  seguente: 

tt  Se  i  vertici  di  un  triangolo  variabile  scorrono  su  tre  rette  date,  mentre  due  lati 
rotano  intorno  a  due  punti  fissi,  il  terzo  lato  inviluppa  una  sezione  conica  „. 

II  succitato  teorema  di  NEWTON  puo  risguardarsi  (siccome  ha  notato  lo  CHASLES) 
quale  generalizzazione  del  seguente  di  CAVALIERI  ft) : 

tt  Dato  un  angolo  retto  AOB  se  ne  seghino  i  lati  con  una  serie  di  trasversali  pa- 
rallele, una  qualunque  delle  quali  incontri  i  lati  OA,  OB  in  a ,  6 ;  il  punto  d1  incontro 
delle  aB,  JA  genera  una  conica  circoscritta  al  triangolo  AOB  „. 

Dal  teorema  di  STURM  i*): 

a  Tre  coniche  circoscritte  ad  uno  stesso  tetragono  sono  segate  da  una  trasversale 
qualunque  in  sei  punti  che  formano  una  involuzione  „ ; 
si  conclude: 


*)  Math.  Cottect.,  VII,  prcef. 
**)  Prinevpfay  I,  lemma  20. 
***)  PMos.  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London,  for  the  year  1735. 

f)  JBxercttctiw  geometrica  de  descriptions  curvarum.  Londini  1733. 
ft)  Exercitatfones  geometricce  sex.  Bononise  1647. 
t*)  Annales  de  G-BRGONNB,  torn,  XVII. 
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"  Le  sei  tangent!  condotte  da  un  punto  qualunque  a  tre  coniche  inscritte  nello  stesso 
quadrilatero  formano  un  fascio  in  involuzione  „. 

II  menzionato  teorema  di  MACLAURIN  fa  da  lui  stesso  generalizzato  cosl*): 

"  Se  i  lati  di  un  poligono  variabile  rotano  intorno  ad  altrettanti  punti  fissi,  mentre 
tutt'i  vertici,  meno  uno,  descrivono  linee  rette,  T  ultimo  vertice  descrivera  una  conica  „. 

Da  cui: 

"  Se  i  vertici  di  un  poligono  variabile  scorrono  su  altrettante  rette  date,  mentre  tutt1  i 
lati,  meno  uno,  rotano  intorno  a  punti  dati,  F  ultimo  lato  inviluppera  una  conica,,. 

Nella  nota  IX  il  traduttore  da  anche  un  saggio  della  trasformazione  delle  pro- 
prieta  metriche  delle  figure,  giovandosi  del  citato  opuscolo  del  MANNHEIM. 

14.  Nella  nota  III  il  traduttore  offre  un  breve  ma  sugoso  eenno  del  metodo  delle 
proiezioni  —  metodo  che  ha  servito  di  punto  di  partenza  ai  progress!  della  moderna 
geometria  e  che  tanto  ha  contribuito  ad  allargare  il  campo  troppo  ristretto  delle  ri- 
cerche  dei  geometri  anteriori.  DESARGUES  e  PASCAL  furono  i  primi  ad  applicare  il  me- 
todo della  proiezione  conica  o  prospettiva  alia  teoria  delle  sezioni  coniche. 

II  professor  Novi  parla  anclie  delle  proiezioni  stereografiche.  Questo  metodo,  antico 
come  rastronomia,  e  fondato  sui  seguenti  teoremi: 

1.°  La  proiezione  stereografica  d'ogni  cerchio  esistente  sulla  sfera  e  un  cerchio 
(teorema  di  TOLOMEO)**); 

2.°  L'angolo  di  due  circonferenze  esistenti  sulla  sfera  e  eguale  alVangolo  delle  loro 
proiezioni  stereografiche  (teorema  di  ROBERTSON); 

3.°  II  centro  del  cerchio  in  proiezione  e  la  proiezione  del  vertice  del  cono  circo- 
scritto  alia  sfera  secondo  il  cerchio  messo  in  proiezione  (teorema  di  CHASLES). 

Per  le  proprieta  della  proiezione  stereografica  veggansi  le  meinorie  di  CHASLES, 
QUETELET,  DANDELIN  negli  Annali  di  GER&ONNE,  tomi  XVIII  e  XIX,  e  nelle  Memorie 
delV  Accademia  di  Bruxelles. 

Di  questa  teoria  lo  CHASLES  ha  fatto  una  rnagnifica  generalizzazione,  sostituendo 
alia  sfera  una  superficie  qualunque  di  second' ordine,  e  ponendo  il  centro  della  proie- 
zione in  un  punto  qualunque  dello  spazio  ***). 

La  nota  VII  (pag.  461)  tratta  del  centro  di  gravita  e  del  centro  delle  medie  armoniche. 

15.  L' ultima  nota  (pag.  492)  versa  sulle  sezioni  coniche.  La  dottrina  di  queste  linee 
interessantissime  sorse  nella  scuola  platonica  di  Atene,  insieme  al  metodo  analitico  t) 


*)  PHI.  Transactions  of  the  Eoyal  Society  of  London,  1735. 
**)  Planisphcerium. 
***)  Apergu  historique,  Note  XXVIII. 

t)  Alludo  alFanalisi  geometri ca  degli  antichi,  nom  a  metodi  di  calcolo. 
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ed  alia  teoria  de'  luoghi  geometrici  (380  a.  C.).  ARISTEO  (350  a.  C.)  scrisse  cinque  libri 
sulle  coniche,  che  andarono  perdutL  Scrisse  quattro  libri  anche  EUCLIDE  (285  a.  C.) 
che  pure  si  sono  perduti.  ARCHIMEDE  (287-212  a.  C.)  trovo  la  quadratura  della  para- 
bola e  il  centre  di  gravita  d'un  settore  parabolico,  e  misuro  i  volumi  de'  segment! 
degli  sferoidi  e  de'  conoidi  parabolici  ed  iperbolici  *). 

Pel  primo  APOLLONIO  (245  a.  C.)  considero  le  sezioni  piane  d'un  cono  obliqiio  a  base 
circolare  **).  A  lui  si  devono:  le  proprieta  degli  assintoti  (II  lib.);  il  teorema  che  e 
costante  il  rapporto  dei  prodotti  de'  segment!  fatti  da  una  conica  sopra  due  trasversali 
parallele  a  due  rette  fisse,  e  condotte  per  un  punto  qualunque  (III,  16-23);  le  principali 
proprieta  de' fuochi  deU'ellisse  e  delTiperbole  (111,45-52);  i  teoremi  esser  costante 
Farea  del  parallelogramino  coinpreso  da  due  diametri  coniugati,  e  costante  anche  la 
somma  de'  quadrat!  di  questi  (VII,  12,  22,  30,  31);  il  teorema  che  una  trasversale  con- 
dotta  pel  punto  comune  a  due  tangenti  di  una  conica  e  divisa  da  questa  e  dalla  corda 
di  contatto  armonicamente  (III,  37),  ecc.  A  lui  viene  attribuito  da  PAPPO  anche  il  famoso 
teorema  ad  quatuor  tineas: 

"  Dato  un  quadrigono,  il  luogo  di  un  punto  tale  che,  condotte  da  esso  sotto  angoli 
dati  due  oblique  a  due  lati  opposti  e  due  oblique  agli  altri  due  lati,  il  prodotto  delle 
prime  due  oblique  sia  in  rapporto  costante  col  prodotto  delle  altre  due,  e  una  conica 
circoscritta  al  quadrigono  „  ***). 

H  teorema  polare  reciproco  di  questo  e  stato  dato  da  CHASLBS  t): 

a  Dato  un  quadrilatero,  1'  inviluppo  di  una  retta  tale  che  il  prodotto  delle  sue  di- 
stance da  due  vertici  opposti  sia  in  un  rapporto  costante  col  prodotto  delle  distanze 
dagli  altri  due  vertici  e  una  conica  inscritta  nel  quadrilatero  „. 

Questi  teoremi  e  gli  altri  notissimi  di  PASCAL,  BRIANCHON,  ecc.  ponno  dedursi  come 
corollari  dai  due  seguenti  di  CHASLES  e  STEINER: 

K  II  doppio-rapporto  delle  quattro  rette  congiungenti  quattro  punti  dati  di  una  conica 
con  un  quinto  punto  qualunque  della  medesima  e  costante  „. 

tt  II  doppio-rapporto  de'  quattro  punti  in  cui  quattro  tangenti  date  di  una  conica 
segano  una  quinta  tangente  qualunque  della  medesima  e  costante  „„ 


*)  ARCHIMBDIS,  Opera  nonnulla  a  F.  COMMANDINO,  etc. :  Circuit  dimensio  —  De  lineis  spi- 
ralibus  —  Quadraiura  paraboles  —  De  conoidibus  ei  sphmroidibm  —  De  arena  numero.  Ve- 
il etiis  1^9. 

**)  APOLLONH  PBRG^BI,  Conicorum  Izbri  octof  et  SEBBNI  ANTISBNSIS,  de  sectione  cylindri  et 
ami  libri  duo.  Ozonise  1710. 
***)  Vedi  la  dimes trazione  di  questo  teorema  in  NEWTON,  Principia,  I,  lemma  19. 

f)  Gorrespondance  math,  de  QuBTm^ET,  Bmxelles,  torn,  V, 
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E  noto  clie  cosa  s'intende  per  parametro  (latus  rectum  presso  gli  antichi)  di  una 
conica.  GIACOMO  BERNOULLI  ne  da  questa  bella  definizione  *):  Data  una  sezione  piana 
di  un  cono  a  base  circolare,  si  conduca  un  piano  parallelo  alia  base  e  distante  dal 
vertice  quanto  lo  e  il  piano  clella  sezione  conica  proposta ;  quel  piano  seghera  il  cono 
secondo  un  cerchio  il  cui  diametro  e  il  lactus  rectum  o  parametro  della  conica  data.  Cka 
le  tre  specie  di  coniclie  si  distinguono  in  cio  che  il  quadrato  AelYordinata  (perpen- 
dicolare  condotta  da  un  punto  della  curva  sull'asse  trasverso)  e  nelFellisse  minore,  nel- 
1'iperbole  inaggiore,  e  nella  parabola  eguale  al  prodotto  del  parametro  nell'ascissa 
(segmento  dell'asse  trasverso  compreso  fra  il  vertice  e  Tordinata).  Appunto  da  cio  pro- 
vengono  i  nomi  di  ellisse,  iperbole  e  parabola**}. 

SERENO  contemporaneo  di  PAPPO  (400  d.  C.)  dimostro  V  identita  delle  ellissi  risul- 
tanti  dal  segare  un  cono  o  un  cilindro  ***). 

A  PROCLO  (412-485  d.  C.)  commentatore  d'EucLiDE  devesi  il  teorema: 

Se  una  retta  finita  scorre  co'  suoi  termini  sui  lati  di  un  angolo,  un  punto  di  essa 
descrive  un'  ellisse  t). 

Dopo  parecclii  secoli,  la  dottrina  delle  sezioni  coniche  venne  ampliata  da  CAVALIERI, 
ROBERVAL,  FERMAT,  DESARGTJES,  PASCAL,  LAHIRE,  NEWTON,  MACLIURIN,  ecc.  Primo  DESARauES 
risguardo  le  diverse  coniclie  come  varieta  di  una  stessa  curva,  e  considero  le  sezioni 
fatte  ad  un  cono  con  piani  diretti  comunque,  mentre  per  lo  avanti  si  era  sempre  sup- 
•  posto  il  cono  tagliato  da  un  piano  perpendicolare  a  quello  del  cosi  detto  triangolo  per 
Vasse.  E  <3elebre  il  problema  di  DESARGTJES: 

"  Dato  un  cono  che  abbia  per  base  una  conica  qualunque,  qual  dev'  essere  la  dire- 
zione  di  un  piano  segante,  onde  la  sezione  sia  circolare?  „. 

A  NEWTON  devesi  il  teorema  tt) : 

"  In  ogni  quadrilatero  circoscritto  ad  una  conica  la  retta  che  congiunge  i  piinti  di 
mezzo  delle  diagonal!  passa  pel  centro  „; 
ed  anche  il  seguente  che  contiene  la  sua  famosa  descrizione  organica  delle  coniche  i*) : 

"  Due  angoli  di  grandezze  costanti  ruotino  intorno  ai  loro  vertici,  mentre  il  punto  comune 
a  due  lati  descrive  una  retta;  il  punto  comune  agli  altri  due  lati  descrivera  una  conica  „. 


*)  IACOBI  BERNOULLI,  Opera;  Genevse,  1744;  I,  pag.  419. 
**)  PAPPI  AL.  Math.  Coll,  VIL 
***)  SBIIENI  ANTISBNSIS,  de  sections  cylindri  et  coni  libri  duo.  Oxonise  1710. 

f)  PROCLI  DIADOCHI  LYCII  in  primum  Eudidis  Elementorum  librum  Commentariorum  ad 
universam  mathematicam  disciplinam  prindpium  eruditionis  tradentium  libri  quatuor,  Pa- 
tavii  1560. 

ft)  Principia,  lemma  25,  corolL  3. 
t*)  Ibid,  lemma  21. 
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Se  in  questo  eaimciato  si  suppone  un  angolo  nullo  e  il  suo  vertice  a  distanza  infinita, 
si  ha  un  altro  teorema,  gia  dato  dall1  olandese  GIOVANNI  DE  WITT: 

"  Un  angolo  cli  grandezza  costante  roti  intorno  al  suo  vertice,  e  pel  punto  in  cui  un 
suo  lato  incontra  una  retta  fissa  si  conduca  una  retta  in  direzione  data;  il  punto  in 
cui  questa  retta  incontra  1' altro  lato  genera  una  conica  „. 

Le  teoriche  moderne  hanno  fatto  scoprire  innumerevoli  nuove  proprieta  delle  co- 
niche,  le  quali  sono  divenute  in  certo  inodo  il  campo  in  cui  quelle  poterono  ad  esube- 
ranza  spiegare  la  loro  maravigliosa  fecondita. 

Gli  studiosi  che  si  applicheranno  alia  lettura  del  libro  di  cui  qui  ci  occupiamo, 
troveranno  nella  nota  X  aggiunta  dal  traduttore  le  piu  interessanti  proprieta  delle 
coniche  esposte  con  un  metodo  che  per  la  sua  elegante  semplicita  veramente  corri- 
sponde  allo  spirito  della  scienza  attuale. 

16.  Eitornando  al  nostro  testo,  dal  quale  troppo  ci  siamo  dilungati,  il  libro  terzo  e 
seguito  da  buon  nuinero  di  quesiti  propostL  Fra  i  primi  vi  scorgiamo  il  celebre  pro* 

blema: 

"  Inscrivere  in  un  cerchio  un  triangolo  i  cui  lati,  prolungati  se  occorra,  passino  per 

tre  punti  dati  „. 

Questo  problema  nel  caso  particolare  che  i  tre  punti  dati  siano  in  linea  retta  trovasi 
risoluto  in  PAPPO*).  Preso  nella  sua  generalita  venne  proposto  nel  1742  da  CRAMER 
a  CASTISLIONE.  Questi  ne  lesse  nel  1776  la  soluzione  all'Accademia  di  Berlino.  Era 
presente  a  quella  lettura  il  sornmo  LA  GRANGE,  il  quale  nel  di  seguente  inand6  al  CASTI- 
GUONE  una  sua  elegante  soluzione  algebrica.  Lo  stesso  problema  venne  poi  risoluto  in 
nuova  maniera  da  GIORDANO  di  Ottajano,  giovinetto  napoletano  allora  sedicenne.  Questi 
nello  stesso  tempo  imagine  e  risolvette  il  problema  piu  generale  d'inscrivere  in  un 
cerchio  un  poligono  di  un  numero  qualiinque  di  lati  obbligati  a  passare  per  altrettanti 
punti  dati  **):  problema  del  quale  sono  poi  state  date  altre  soluzioni  da  MALFATTI***)  e 
da  ScoRZAf). 

GERGONNE  risolvette  ft)  il  problema  di  CRAMER  esteso  ad  una  conica,  ed  anche  il 
problema  correlativo:  circoscriv^re  ad  una  conica  un  triangolo  i-cui  vertici  cadano  su 
rette  date.  II  problema  generale  della  circoscrizione  di  un  poligono  fu  risoluto  da  EN- 
CONTRE  e  STAINYILLE  f *). 


^  Math.  Collect.,  VH,  117. 
**)  Geometria  di  sito  di  V.  PLAUTI. 
***}  MemorU  ddla  Socteta  ItaMana,  tomo  IV. 
f )  Oeometria  di  sito. 
•ft)  Anmles  de  GTEKG-ONNB,  torn.  I. 
*  Ibidem. 
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Problema  analogo  e  il  seguente: 

In  un  dato  poligono  inscriveme  un  altro  dello  stesso  numero  di  vertici,  i  cui  lati 
debbano  passare  per  altrettanti  punti  dati;  problema  risoluto  da  SERYOIS,  GERGONNE, 
LEUILIER*),  STEINER**),  ecc.  Sull' argomento  dell' iscrizione  de'  poligoni  ne'  poligoni 
esiste  un  apposito  trattato  di  LUCA  PACCIOLO  ***). 

I  problem!  7-14  del  testo  (pag.  127)  sono  quelli  de  tactionibus  di  APOLLONIO,  Ess! 
ponno  considerarsi  come  compresi  in  quest'unico:  descrivere  una  circonferenza  tangente 
a  tre  date;  osservando  che  un  punto  pu6  risguardarsi  come  una  circonferenza  di  raggio 
nullo  ed  una  retta  come  una  circonferenza  di  raggio  infinito.  La  prima  soluzione  di 
questo  problema  fu  data  da  VIETA  nel  suo  Apollonius  G-allus.  Piu  tardi  se  ne  occupo 
CAMERERt).  Nel  secolo  presente  furono  date  semplici  soluzioni  da  FERGOLA  nel  1809  tt), 
da  GERGONNE  nel  1814  f*),  da  FLICKER  nel  1828  fit)  e  da  altri. 

Al  numero  22  leggiamo  un  teorema  di  ARCHIMEDE  tt*) : 

"  Se  per  un  punto  qualunque  preso  nel  piano  di  un  cerchio  si  conducono  due  se- 
ganti  perpendicolari  fra  loro,  la  somma  de'  quadrat!  de'  quattro  segrnenti  e  costante  „. 

17.  II  quarto  libro  tratta  delle  proprieta  metriche  delle  figure,  e  divides!  in  sei 
capitoli :  Misura  delle  superficie  plane,  —  Bela#ioni  fra  i  lati  di  un  triangolo.  —  Eela- 
aioni  fra  i  lati  di  un  gruadrilatero.  —  Poligoni  regolari.  —  Misura  della  circonferenza  ed 
area  del  cerchio.  —  Costru0ione  delle  figure  equivalent. 

A  pag.  145  si  danno  due  dimostrazioni  del  teorema  di  PITAGORA  sul  triangolo  ret- 
tangolo;  un'altra  dimostrazione  e  aggiunta  dal  traduttore  a  pag.  141.  Forse  nessuna 
proposizione  di  geometria  venne  dimostrata  in  tante  maniere  diverse  come  questa. 
E  degna  d'esser  notata  una  dimostrazione  intuitiva  dovuta  al  geometra  persiano  NASIR- 
EDDIN  da  Thus,  che  visse  nel  secolo  tredicesimo  e  fece  un  commento  su  ETTOLIDE  t**). 
Tre  interessant!  dimostrazioni,  oltre  la  notissima  di  EUCLIDE,  leggonsi  nell'eccellente 
libro:  Lehrbuch  der  Geometrie  0um  Gebrauche  an  hdheren  LeTwanstalten,  von  D.  E.  HEIS 


*)  Annales  de  GERGONNE,  torn.  II. 

**)  SysUmatische  Entwickdung  der  AbMngigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einand.er. 
***)  Libellus  in  tres  partiales  tractatus,  etc.  Vedi  anche  la  memoria  del  professor  BOKDONI: 
Sul  moto  discreto  di  un  corpo. 

t)  APOLLONII,  De  tactionibus  qua  super sunt  ac  maxime  lemmata  PAPPI  in  hos  ibros,  etc. 
Goth»  1795. 

tt)  Vedi  Geometria  di  sito  di  V.  FLATTTI. 
t*)  Annales  de  GERGONNB,  torn.  IV. 
ttt)  Analytisch-geometrische  Entwicklungen,  Band  I. 
tt*)  Assumptorum  liber ,  prop.  7. 
t**)  Questo  comment*)  fu  publicato  in  Eorna  1594. 
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und  V.  J.  ESCHWEILER;  Kola  1858  (pag.  74  e  seg.).  Altra  dimostrazione  assai  semplice 
clello  stesso  teorema  trovasi  nelF  opera  delPindiano  BHASCHARA-ACHARYA  intitolata: 
Sija  Ganiia  or  the  Algebra  of  ttie  Hindus,  ly  E.  STRACHET  (London  1813). 

Fra  le  proposizioni  del  secondo  e  terzo  capitolo  non  troviamo  il  bel  teorema  di 
PAPPO*):  "  Se  sopra  due  lati  AB,  AC  di  un  triangolo  ABC  si  costruiscono  due  paral- 
lelogrammi  qualisivogliano  ABDE,  ACFG,  sia  H  il  punto  d'incontro  de'  lati  DE,  FG, 
prolungati  se  occorra;  la  somina  de1  due  parallelogrammi  nominati  e  equivalente  al 
parallelogrammo  i  cui  lati  siano  rispettivamente  eguali  e  paralleli  alle  EC,  AH,,. 

Dal  quale  si  conehiude  facilmente  il  teorema  di  VARIGNON  **)  su  cui  riposa  in  mec- 
canica  la  teoria  de'  momenti: 

ff  Se  sopra  due  lati  e  la  diagonale  uscenti  dallo  stesso  vertice  di  un  parallelogrammo 
si  costruiscono  tre  triangoli  aventi  un  vertice  comune  in  un  punto  qualunque,  la  somma 
algebrica  de'  primi  due  triangoli  sara  eguale  al  terzo  „. 

A  pag,  152  troviamo  la  formola  che  esprime  Tarea  di  un  triangolo  in  funzione 
de'  lati.  Sarebbe  stato  bene  dare  in  seguito  anche  la  formola  affatto  analoga  pel  te- 
tragono  inscrittibile  nel  cerchio,  K  enunciato  geometrico  della  formola  relativa  al  trian- 
golo e  il  seguente: 

u  Un  triangolo  equivale  ad  un  rettangolo  di  cui  un  lato  e  medio  proporzionale  geo- 
metrico fra  il  semiperimetro  e  la  differenza  fra  il  semiperimetro  e  un  lato,  e  F  altro 
sia  medio  proporzionale  geometrico  fra  le  differenze  del  semiperimetro  cogli  altri 
due  lati  „. 

Similmente  si  enuncia  il  teorema  sul  tetragono  inscrittibile.  II  teorema  sul  triangolo, 
die  dapprima  si  attribuiva  a  NICOLO  TARTAGLTA  ***)  e  poi  alFarabo  MOHAMMED-BEN-MUSA  t) 
che  viveva  alia  corte  del  califfo  Al-Mamoun  di  Bagdad  (nono  secolo),  ora  e  accertato, 
per  le  indagini  del  VENTTJRI,  essere  dovuto  ad  ERONE  ALESSANDRINO,  detto  Fanticott), 
die  visse  dugent'anni  prima  di  Cristo.  II  teorema  sul  tetragono  inscrittibile  che  in 
Europa  venne  trovato  da  EuLERot*),  appartiene  per  priorita  di  tempo,  all'indiano 
BRAHMEOUPTA  ttt)  (sesto  secolo  d.  C.).  L'opera  di  questo  geometra  venne  tradotta  dal 


*>  Math.  Collect.,  IV.  1. 

**)  M&moires  de  I'Acad&mie  des  sciences  de  Paris,  an  1719. 
***)  General  trattato  de  numeri  et  misure.  Parte  IV.  Venezia  1560. 

f)  M&  Fer&a  filiorum  Moysis,  filii  8chaker,  M.  MAHUMETI,  HAMETI,  HASBN  (vedi:  LIBRI, 
Hisfoire  des  sciences  matJh&natiqitgs  en  Italie). 

ft)  Vedi  la  Dia£trar  opuseolo  di  ERONB  seoperto  e  publieato  dal  VBNTURI. 
f*)  Now  Commentarii  Petrop*,  torn.  I. 

ttt)  Algebra  wtih  Arithmetic  and  Memuratwn  from  the  Sanscrit  ofBRAHMBGUPTA  and  BHA- 
SCARA,  translated  by  GQLEBBOO^E.  London  1817. 
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sanscritto  e  fatta  conoscere  in  Occidente  solo  nel  1817.  L'illustre  CHASLES  ha  dec!- 
frato  e  chiaramente  interpretato  le  proposizioni  troppo  oscuramente  enunciate  nel 
testo  del  matematico  indiano.  Nel  quale,  oltre  i  due  teoreini  risguardanti  P  area  del 
triangolo  e  del  tetragono,  trovansi  molte  altre  belle  propriety,  di  cui  ecco  qualche 
esempio: 

"  II  prodotto  di  due  lati  di  un  triangolo  diviso  per  la  perpendicolare  abbassata  sul 
terzo  lato  dal  vertice  opposto  e  eguale  al  diametro  del  cerchio  circoscritto  „. 

"  Nel  tetragono  inscrittibile,  se  le  diagonal!  sono  ortogonali,  il  quadrato  del  diametro 
del  cerchio  circoscritto  e  eguale  alia  somma  de'  quadrati-  di  due  lati  opposti  „. 

"  L'  area  del  tetragono  inscrittibile,  se  le  diagonal!  sono  ortogonali,  e  eguale  alia 
somma  de'  prodotti  de1  lati  opposti  „. 

"  In  un  tetragono  inscrittibile  che  abbia  le  diagonal!  ortogonali  la  perpendicolare  ad 
un  lato  condotta  dal  pun  to  comune  alle  diagonal!  passapel  puntomedio  del  lato  opposto  „. 

A  proposito  del  tetragono  inscrittibile  osserva  lo  CHASLES  (Apergu  historigue)  che 
coi  quattro  lati  a,  6,  c,  d  del  medesimo  si  ponno  formare  altri  due  tetragoni  aide,  acbd 
inscrittibili  nello  stesso  cerchio ;  quest!  tetragoni  hanno  in  tutto  tre  diagonal!  e  sono 
tra  loro  equivalent!.  Si  ha  inoltre  il  seguente  teorema  dovuto  ad  ALBERTO  GIRARD*): 
"  il  prodotto  delle  tre  diagonal!  diviso  pel  doppio  del  diametro  del  cerchio  circoscritto 
&  eguale  all' area  di  ciascuno  dei  tre  tetragoni  „. 

A  pag.  153  del  testo  troviamo  un  teorema  di  SERENO**): 

"  La  somma  de'  quadrati  di  due  lati  di  un  triangolo  e  eguale  a  due  volte  la  somma 
de'  quadrati  della  meta  del  terzo  lato  e  della  sua  mediana  „. 

A  pag.  160  troviamo  il  notissimo  teorema  di  TOLOMEO  ***)  sul  tetragono  inscritto  nel 
cerchio:  "  II  rettangolo  delle  diagonali  e  eguale  alia  somma  de'  rettangoli  de'  lati 
opposti,,.  II  teorema  reciproco  e  stato  dimostrato  da  FORSTEMANN  i). 

18.  Anche  il  quarto  lilro  e  seguito  da  buon  numero  di  quesiti  proposti  per  esercizio 
de1  lettori.  I  primi  si  aggirano  sulla  divisione  delle  figure.  II  libro  piu  antico  che 
tratti  di  questa  materia  e  che  ci  sia  rimasto  e  la  Diottra  di  Erone.  Ma  su  di  cio 
aveva  scritto  anche  ETTCLIDE,  e  CHASLES  opina  che  a  lui  appartenga  il  trattato  che 
va  sotto  il  nome  di  MAOMETTO  BAGDADINO  (secolo  deciino)  tt).  Questa  parte  di  geome- 
tria  fu  con  certa  predilezione  coltivata  dagli  Arabi  e  poi  dai  matematici  italiani  del 


*)  Trigonometria,  La  Haye  1626. 
**)  De  sectione  coni,  16. 
***)  Almagestum,  I,  9. 
f)  Griornale  di  CRBLLE,  tomo  13. 

ft)  D&  superfici&rum  divisionibus  liber  MACHOMETO  BAGDADIKO  adscripts,  nunc  primum 
JOHANNIS  DBB  Londinensis  et  FBDBRICI  COMMAND  INI  Urbinatis  opera  in  lucem  editus.  Pisauri  1570. 
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secolo  tredicesimo  e  successivi:  LEONARDO  BONACCI*),  LTTCA  PACCIOLI**),  ISTicoLti  TAR- 


TAGLIA***),  ecc. 


A  pag.  197  si  doinanda  qual  sia  il  luogo  geometrico  di  un  punto  tale  che  la  somma 
de'  quadrat!  delle  sue  distanze  da  piu  punti  dati  sia  eguale  ad  una  quantita  data. 
Eisposta:  il  luogo  richiesto  e  una  circonferenza;  teorema  di  EoBERYALt). 

A  pag.  194  si  propone  il  problema:  trovare  entro  un  triangolo  un  punto  tale  che 
congiunto  ai  vertici  dia  tre  triangoli  equivalenti.  Questo  problema  e  di  ORONZIO 
FINED  ft). 

18.  Termino  do  che  mi  ero  proposto  di  dire  intorno  alia  parte  del  testo  che  tratta 
della  geometria  piana,  colP  osservare  che  forse  il  traduttore  avrebbe  fatto  bene  d'am- 
pliare  il  numero  de'  quesiti  proposti,  piu  di  quanto  egli  abbia  fatto,  includendovi  certi 
problemi  cha  hanno  molta  importanza  per  se,  o  che  sono  divenuti  celebri  nella  storia 
della  scienza.  A  cagion  d'esempio: 

II  problema  di  LAGRANGE  t*);  Dati  tre  punti  A,  B,  C  trovare  la  base  comune  de'  tre 
triangoli  AXY,  BXY,  CXY  conoscendo  le  differenze  de'  loro  angoli  ne'  vertici  A,  B,  C, 
non  che  i  rapporti  fra  i  rapporti  AX:  AY,  BX:  BY,  CX:  CY  de'  loro  lati. 

II  problema  di  LAM&  ttt):  Costruire  un  triangolo  conoscendone  due  lati  e  la  bisettrice 
clell'angolo  da  essi  eompreso. 

II  problema:  Determinare  il  punto  da  cui  sono  veduti  i  lati  di  un  dato  triangolo 
sotto  angoli  dati. 

II  problema  di  FERGOLA  tf *):  Date  tre  circonferenze  aventi  un  punto  comune,  con- 
durre  per  questo  una  retta  in  modo  che  negli  altri  punti  di  segamento  venga  divisa 
in  due  parti  di  rapporto  dato. 

(Di  questi  quattro  problemi  ponno  vedersi  le  semplici  soluzioni  ottenute  col  me- 
todo  delle  equipollenze  dal  professor  BELLAvmst**)). 

II  problema  di  MALFATTI:  In  un  dato  triangolo  descrivere  tre  cerchi  che  si  tocchino 
fra  loro  e  ciascuno  de'  quali  tocchi  due  lati  del  triangolo ; 


*)  Practica  Geometrice,  1220. 
**)  Summa  de  Arithmetica  et  Geometria,  etc.  1494. 
***)  General  trattato,  eee.,  e.  5. 

f)  Divers  ouvrapes  demath.  et  physique  par  MM.  de  rAcadtmie  R.  des  sciences.  Paris  1693. 
ft)  ORONTII  FINJEI  Delphmatts,  de  r&ms  matTtematicis  hactenus  desideratis  libri  quatuor. 
Lutetise  Parisiorum  1556, 

f*)  M&noires  de  I'Acad&mie  de  Berlin  pour  1779. 

ftf)  Examen  des  differentes  mdthodes  employes  pour  rteoudre  les  probttmes  de  g&om&rie, 
1818. 

ft*)  Memorie  dell  Accademia  di  Napoli,  1788. 

f**>  Sposmane  d&l  metodo  delle  eqmpollenze,  pag.  27  e  seg. 
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del  quale  STEINER  *)  lia  dato  una  semplicissima  soluzione  ed  una  generalizzazione  nel 
seguente : 

Dati  tre  cerchi  descriverne  tre  altri  die  si  tocchino  fra  loro  e  ciascuno  de'  quali 
tocchi  due  de'  dati. 

Due  problem!  trattati  da  FLICKER**),  cioe:  Descrivere  una  circonferenza  che  seghi 
tre  circonferenze  date  sotto  angoli  dati; 

Descrivere  una  circonferenza  che  seghi  quattro  circonferenze  date  sotto  angoli 
eguali. 

Ecc.,  ecc.,  ecc. 

Cremona,  28  marzo  1859. 

DOTT.  Luiai  CREMONA  ***). 


*)  CRBLLE,  tomo  I.° 

**)  Analytisch-geometrische  Entwicldungen,  Band  I,  pag.  119  e  seg. 

***)  Ora  che  il  giogo  straniero  non  ci  sta  pitt  sul  collo  a  imporci  gli  scelleratissimi  testi 
di  MOZNIK,  TOFFOLI,  ecc.,  che  per  piu  anni  hanno  inondate  le  nostre  scuole,  e  le  avrebbero 
del  tutto  imbarbarite  se  tutt'  i  maestri  fossero  stati  docili  a  servire  gl1  interessi  della  ditta 
GBROLD  —  ora  sarebbe  omai  tempo  di  gettare  al  fuoco  anche  certi  libracci  di  matematica  che 
tuttora  si  adoperano  in  qualche  nostro  liceo  e  che  fanno  un  terribile  atto  d'accusa  contro  chi 
li  ha  adottati.  Diciamolo  francamente :  noi  non  abbiamo  buoni  libri  elementari  che  siano  ori- 
ginali  italiani  e  giungano  al  livello  de'  progress!  odierni  della  scienza.  Forse  ne  hanno  i  Na- 
poletani  che  furono  sempre  e  sono  egregi  cultori  delle  matematiche;  ma  come  pu6  aversene 
certa  notizia  se  quel  paese  e  piti.  diviso  da  noi  che  se  fosse  la  China?  I  migliori  libri,  anzi  gli 
unici  veramente  buoni  che  un  coscienzioso  maestro  di  matematiea  elementare  possa  adottare 
nel  suo  insegnamento,  sono  i  trattati  di  BHRTRAND,  AMIOT  e  SERRET,  cosi  bene  tradotti  e 
ampliati  da  quei  valenti  toscani.  I  miei  amici  si  ricorderanno  che  io  non  ho  cominciato  oggi 
ad  inculcare  1'uso  di  quelle  eccellenti  opere. 

Milano,  9  maggio  1860. 

L,    C. 


23. 

INTORNO  AD  UN' OPERETTA  DI  GIOVANNI  CEVA 

MATEMATICO  MILANESE  DEL  SECOLO  XVII. 


Rirista  ginnasiale  e  delle  Scuole  tecniche  e  reali,  t.  VI  (1859),  pp.  191-206. 


Intendo  parlare  di  un  breve  opuscolo,  stampato  in  Milano  nel  1678  ed  avente  per 
titolo:  De  lineis  rectis  se  invicem  secantibus  statica  constructio.  We  e  auto  re  GIOVANNI 
CEVA,  milanese,  una  nostra  gloria  dimenticata  o  poco  nota  fra  noi,  malgrado  che  un 
iilustre  geometra  straniero,  il  signor  CEASLES,  ne  abbia  fatto  onorevole  menzione  nella 
sua  celebre  opera:  Aper$u  Mstorique  sur  Vorigine  et  le  developpement  des  methodes  en 
geometric. 

L'opuscolo  di  cui  si  tratta  e  dedicate  a  FERDINANDO  CARLO  duca  di  Mantova. 

Nel  proemio  narra  Pautore  com'  egli  adolescente  cercasse  negli  studi  un  conforto 
a'  suoi  infortuni.  Dedicatosi  alia  geometria,  quae  et  rerun  varietate  et  genere  ipso  caeteris 
(scientiis)  anteire  visa  est,  innamorato  delle  somme  opere  di  APOL^ONIO,  ARCHIMEDE, 
PAPPO  e  degli  altri  grandi  anticM,  sciolse  le  vele  ai  venti  sperando  che  alcun  caso 
felice  gli  facesse  trovare  nuovi  lidi  e  inesplorate  regioni.  Come  tutti  i  geometri  di  quel 
tempo,  incpmincio  suoi  tentative  vaneggiando  dietro  la  quadratura  del  cerchio.  Quante 
illusioni,  quanti  disinganni  in  quelle  inutili  ricerche!  Ter  miU  conciliata  recti  et  curvi 
dissidia  insomnes  noctes  persuasere,  ter  narmam  fugitfigura  contumax  et  tenax  sui.  Tamen, 
ul  frustrates  semel  tterumgue  labonbus  lux  aliqua  spesque  nova  sulinde  orielatur,  tandiu 
relcfomti  saxo  Sisyphus  pervicax  inhaesi,  donee  adhibita,  novissime  irrito  successu  indi- 
msibilia  Cavallerii  omnem  animi  pertinadam  domuere*  Visto  adunque  riuscir  vano  ogni 
sforzo;  cadutagli  anco  Festrema  speranza  riposta  in  quel  potente  stromento  di  ricerche, 
che  fe  grande  gloria  del  nostro  CAVALIEBI;  mancando  oltraccio  a  quel  tempo  il  mezzo 
di  convincersi  a  priori  della  vanita  di  quei  tentativi,  il  CEVA  stimo  che  non  senza  alto 
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consiglio  fosse  posto  tal  freno  alle  menti  umane,  e  accetto  come  done  di  Dio  e  con- 
forto  alle  patite  delusion!  quelle  novita  in  cui  ebbe  a  scontrarsi,  e  che  formano  il  sog- 
getto  del  libro.  Imperocche  (com'ei  continua  a  narrare)  messi  da  parte  gli  ordinari 
apparati  delFantica  geometria,  gioyandosi  invece  di  considerazioni  desunte  dalla  mec- 
canica,  gli  avvenne  di  scoprire  cose  certamente  nuove  per  quel  tempo.  La  novita  e 
F  efficacia  del  metodo  da  lui  trovato  lo  persuasero  a  farlo  di  pubblica  ragione,  lusin- 
gandosi  che  altri  avesse  a  perfezionare  ed  ampliare  Fopera  sua.  Vana  speranza,  poiche 
pare  che  il  suo  libro  passasse  immeritamente  inosservato  o  cadesse  presto  nelFobblio. 

La  ingenua  modestia  di  quel  giovane,  certamente  •  nato  e  cresciuto  a  nobilissimi 
sensi,  risplende  soprattutto  nella  conclusione  del  proemio.  Non  desiderio  di  fama,  ei 
dice,  lo  spinse  a  pubblicare  questo  libro,  poiche  qual  fama  sperare  in  tanta  abbon- 
danza  e  celebrita  di  autori  ?  Solo  confida  e  fa  voti  che  il  suo  lavoro  riesca  di  alcuna 
utilita  e  compendiosita  nelle  ricerche  geometriche.  Chiede  perdono  al  lettore,  s1ei 
trovera  parecchie  cose  quibus  desit  suprema  manus,  e  se  ne  scusa  con  cio  che  dallo 
studio  troppo  lo  distrassero  altre  cure  ed  anche  amicorum  et  familiarium  guerimoniae 
male  in  Ms  collocatum  iuventutis  florem  existimantium.  Che  se  pur  qualche  cosa  parra 
non  del  tutto  spregevole,  Fautore  invita  ad  averne  intera  gratitudine  al  suo  maestro 
DONATO  ROSSETTI,  cuius  primis  institutionibus,  si  quid  in  me  est  bonarum  artium,  debeo. 

I  pregi  di  questo  opuscolo  sono  molti  e  lo  rendono  degnissimo  d'essere  meglio 
conosciuto.  Mirabile  la  semplicita  e  Feleganza  del  metodo  statico  col  quale  Fautore 
svolge  la  maggior  parte  del  suo  lavoro.  Soprattutto  reca  sorpresa  il  trovare  qui  alcuni 
elegantissimi  teoremi  che  si  direbbero  appartenere  alia  moderna  geometria  segmentaria, 
e  che  infatti  vennero  generalmente  attribuiti  a  geometri  posteriori  al  CEVA. 

L'opuscolo  consta  di  due  parti,  la  prima  delle  quali  soltanto  eorrisponde  al  titolo 
del  libro.  Essa  si  divide  in  due  libri,  ciascuno  distinto  in  proposizioni.  II  primo  libro 
incomincia  con  certi  assiomi  e  lemmi  che  sono  propri  della  statica  ed  invero  si  riferi- 
scono  ai  centri  di  gravita  de'  sistemi  discrete  Poi  seguono  cinque  proposizioni  fonda- 
mentali,  che  Fautore  denomina  elementi.  II  secondo  eteniento  puo  enunciarsi  cosi: 

Dai  vertici  A.tB,Cdiun  triangolo  qualsivoglia  ABC  (fig.  1.*)  si  conducano  tre  rette 
concorrenti  in  uno  stesso  punto  0  e  incontranti  rispettivamente  i  lati  opposti  nej  punti 
A',  B',  C';  inoltre  ai  vertici  A,  B,  C  si  suppongano  applicati  tre pesi  (o  tre  forze  paral- 
lele  in  dire#ione  arbitraria)  di  grande##e  propor#ionali  ad  a,  b,  c,  per  modo  che  si  abbia: 

(1)  a  :  &==BC' :  AC'        a  :  c  =  CB7 :  AB' 
allora  ne  seguira: 

(2)  6:c=CA':BA' 

Cremona,  tamo  I.  14 
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ed  inoltre: 

j-j-c  :  a  =  AO  :  A'O 

(3)  c  +  a  :  Z>  =  BO  :  B'O 

a-^-b  :  c  =  CO  :  C'O. 

Dimostrazione.  In  causa  delle  (l)  il  centro  di  gravita  comune  de'  pesi  applicati 

in  A  e  B  e  C7,  ed  il  centro  dei  pesi  applicati  in 
A  e  C  e  B'.  Dunque  il  centro  de'  tre  pesi  a,  6,  c 
dovra  cadere  si  sulla  C'C  che  sulla  B'B,  cioe  sara 
il  punto  0  comune  a  queste  due  rette.  Per  con- 
seguenza  il  centro  de'  pesi  5,  c  dovra  essere  nella 
AO,  ossia  cadra  in  A'.  DalT  essere  0  il  centro 
de'  due  pesi  b  +  c  ed  a  applicati  runo  in  A!  e 


Taltro  in  A  segue  la  prima  deile  relazioni  (3). 
Analogamente  si  dica  delle  altre  due. 

Se  1'  enunciate  del  precedente  teorema  si  ristringe  alia  figura  die  risulta  togliendo 
dalla  1.*  le  rette  AA'  e  BC  si  ha  Velemento  primo.  II  quinto  elemento  puo  enunciarsi  cosi: 

Bui  lati  di  un  guadrigono  qualsivoglia  (piano  o  gobbo,  convesso  o  concavo)  ABCD 
(fig.  2.*  e  3.*)  si  fissino  quatiro  punti  E,  F,  G,  H  in  modo  die  fra  i  segmenti  risultanti 
sussista  la  relazione  seguente: 

(4)  AE  .  BF  .  CG  .  DH  =  BE  .  CF  ,  DG  .  AH 


le  rette  EG,  FH  giaceranno  sempre  in  uno  stessa  piano  e  si  segheranno  in  un  punto  I. 
Se  inoltre  ai  vertiti  del  quadrigono  si  applichino  quattro  pesi  a,  b,  c,  d  in  modo  che  si 
abbia: 

(5)  a:6  =  BE:AE,     &:c  =  CF:BF,     c:d  =  DG:CG 

aUora  sara  inoltre: 

(6)  d:  #  =  AH:  DH 
e: 

(7)  a  +  d  :  6  +  c  =  FI:  HI,      a  +  b:  c  +  d=Gl:  EL 

Dimosfrazione*  Si  moltiplichino  fra  loro,  termine  a  termine,  le  proporzioni  (5); 


a  :  ^  =  BE  .  CF  .  DG  :  AE  .  BF  .  CG. 
Ma  la  relazione  (4)  pud  scriversi  anche  cosi: 

BE  .  CF  .  DG  :  AE  .  BF  .  CG=DH  :  AH 
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dunque  si  avra: 


a:  d  =  DH  :  AH 


il  che  dimostra  la  sussistenza  della  (6).  Le  relazioni  (5)  e  (6)  esprimono  che  E  e  il 
centro  di  gravita  de'  pesi  a,  6,  F  e  il  centro  de'  pesi  6,  c,  G  e  il  centro  de1  pesi  c,  d, 
ed  H  &  il  centro  de'  pesi  d,  a.  Dunque  il  centro  de'  quattro  pesi  a,  6,  c9  d  dovra  tro- 
varsi  tanto  nella  EG  che  nella  FH;  ossia  queste  due  rette  devono  giacere  in  uno  stesso 


piano  e  segarsi  nel  punto  I  centro  de'  quattro  pesi  suddetti.  Call'  essere  I  il  centro 
de'  due  pesi  a  4-  d  ,  I  +  c  applicati  in  H,  F,  ed  anche  il  centro  de'  due  pesi  a  +  6,  c  +  d 
applicati  in  E,  G  seguono  evidentemente  le  relazioni  (7).  A  cio  ehe  precede  possiamo 
aggiugnere  quanto  segue.  Sulle  rette  AC,  BD  diagonal!  del  quadrigono  prendansi  due 
punti  K,  L  per  raodo  che  sia: 

a:c  =  CK:  AK,        6:  ^==DL:BL 
la  retta  KL  passera  anch'essa  pel  punto  I  e  si  avra: 


Moltiplicando  fra  loro,  termine  a  termine,  le  proporzioni: 

a:c=CK:AK,    c:d  =  VQ:CG,    <Z;Z»  =  BL:DL,     I  :  a  = 
si  ottiene  Feguaglianza: 

CK  .  DG  .  BL  .  AE  =  AK  .  CG  .  DL  .  BE  ; 
cosi  pure  dalle  proporzioni: 

a:c  =  GK:  AK,     c:  6  =  BF:  OF,    &:d  =  DL;BL,    d:a  = 


BE 


DH 
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si  ha  la: 

CK  .  BF  .  DL  .  AH  =  AK  .  OF  .  BL  .  DH  . 

II  che  prova  che  la  proprieta  espressa  dal  teorema  superiore  (elemento  quinto)  sus- 
siste  simultaneamente  pei  tre  quadrigoni  ABCD,  ACDB,  ACBD  aventi  i  vertici  ne'  me- 
simi  quattro  punti  A,  B,  C,  D. 

Se  nella  fig.  2.a  si  riuniscono  in  un  solo  i  punti  B,  F,  0  si  ha  Velemento  terzo. 

Se  nella  fig.  3.a  si  suppone  che  il  punto  I  cada  nell'  intersezione  dei  lati  AB,  CD 
si  ha  Velemento  quarto. 

N"elle  numerose  proposizioni  che  tengono  dietro  si  espongono  svariate  proprieta  che 
sono  tutti  corollari  de'  citati  elements  Parecchie  di  tali  proposizioni  sono  problem! 
ne1  quali,  supposti  conosciuti  alcuni  de'  rapporti  fra  i  segmenti  rettilinei  che  entrano 
nella  figura  di  un  elemento,  si  cercano  tutti  gli  altri. 

Nelsecondo  elemento,  se  si  moltiplicano  fra  loro,  termine  a  termine,  le  proporzioni: 


c:#  =  AB':  CB7,    a  :  &  =  BC':  AC' 
si  ha  Feguaglianza  : 

(8)  CA;  .  AB'  .  BC;=BA'  .  CB'  .  AC' 

ossia; 

Se  dai  twrtici  di  un  triangolo  si  conducono  tre  rette  passanti  per  uno  stesso  punto, 
esse  determinano  sui  lati  opposti  $ei  segmenti  tali,  che  il  prodotto  di  tre  non  aventi  termini 
mnuni  e  eguale  al  prodotto  degli  altri  tre, 

Questo  bel  teorema,  ora  ben  noto  come  uno  de'  principali  nella  teorica  delle  tra- 
svemali,  e  interamente  dovuto  al  nostro  CEYA.  Prima  che  il  signor  CHASLES  gliene 
rivendicasse  il  merito,  lo  si  attribuiva  a  GIOVANNI  BERNOULLI.  Noi  lo  chiameremo  il 
teorema  di  CEVJT. 

Dalle  (3)  si  ricava: 


=  AAA:  A'O 

=BB':BfO 

?  =  CC':  C'O 


cm: 


+ 

AA'  ^  BB'  ^  CO'        ' 
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Cosi  dalle  medesime  (3)  si  deduce: 

:  5  +  c  =  AA':  AO 


=  CC':  CO 
e  pero: 

B0     co 


Le  equazioni  (9)  e  (10)  esprimono  altrettanti  teoremi,  ossia  sono  altrettante  forme 
del  teorema  di  CKVA: 

Dai  vertici  di  un  triangolo  si  tirino  tre  rette  passanti  per  uno  stesso  punto  e  ter- 
minate ai  lati  opposti.  Ciascuna  di  queste  tre  rette  e  divisa  dal  punto  comune  in  due 
segmenti,  Vuno  adiacente  a  un  vertice,  V  altro  adiacente  al  lato  opposto.  La  somma 
de^  rapporti  de*  primi  segmenti  alle  intere  rette  e  eguale  a  2.  La  somma  de'  rapporti 
degli  altri  segmenti  alle  intere  rette  e  eguale  airunita. 

Continuando  ad  occuparci  della  figura  1."  osserviamo  che  i  triangoli  BA'O,  ABrO 
hanno  un  angolo  eguale,  e  pero  per  un  noto  teorema  (Oeometria  del  LEGENDRE,  lib.  Ill, 
prop.  24)  si  avr&: 

BA'O  :  AB'O  =  BO  .  A'O  :  AO  .  B'O 
analogamente: 

CB'O  :  BC'O  =  CO  .  B'O  :  BO  .  C'O 
AC'O  :  CA'O  =  AO  .  C'O  :  CO  .  A'O  . 

Queste  proporzioni  moltiplicate  fra  loro  danno: 

BA'O  .  CB'O  .  AC'O  =  AB'O  .  BC'O  .  CA'O 
ossia  : 

Se  dai  vertici  di  un  triangolo  si  tirano  tre  rette  passanti  per  uno  stesso  punto,  esse 
danno  luogo  a  sei  mtovi  triangoli  tali,  che  il  prodotto  delle  aree  di  tre  non  consecutivi  e 
eguale  al  prodotto  delle  aree  degli  altri  tre. 

Se  nella  fig.  l.a  si  tira  la  retta  B'C'  i  triangoli  ABC,  AB'C'  avendo  un  angolo  co- 
mune, danno: 

ABC  :  AB'C'  =  AB  .  AC  :  AB'  .  AC'. 

Ora  dalle  (1)  si  ha: 

AB:  A(y  =  a 

AC:  AB'  =  a 
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quindi : 

AB  .  AC  :  AB' .  AC'  =  (a +  5)  (a  +  e) :  be 

e  per  conseguenza: 

(11)  ABC:  AB'C'  =  (o  +  6)  (o  +  c) :  be. 

I  triangoli  OBC,  OB'C',  avendo  un  angolo  eguale,  danao  analogamente: 

OBC  :  OB'C'  =  OB  .  OC  :  OB' .  OC' ; 
ma  moltiplicando  fra  loro  la  seconda  e  la  terza  delle  (3)  si  ha: 

OB  .  OC  :  OB' .  OC'  =  (a -f  6)  (a  -f  c) :  ~bc 

quindi: 

(12)  OBC  :  OB'G' =  («  +  &)  (a  +  c) :  le. 

Dal  confronto  delle  (11)  e  (12)  concludiamo  pertanto: 

ABC  :  AB'C'  =  OBC  :  OB'C' 

formola  esprimente  un  teorema.  Analogamente  si  trova: 

ABC  :  ABC'  =  OCA  :  OC'A' 
ABC  :  AB'C  =  OAB  :  OAB' 

le  quali  danno  faeilmente  le  due  seguenti  egnaglianze: 

AB'C' .  OBC  +  BC'A' .  OCA  +  CAB' .  OAB  =  ABC  .  AB'C' 

OB'C'      OC'A'      OA'B' 
AB'C'  +  BC'A' +  CAB'  ~~    ' 


esprimenti  due  eleganti  teoremi. 

Dal  suo  primo  demewto  il  CETA  deduce  un  teorema  che  certamente  egli  ignorava 
essere  aatico.  Dalle  (1),  (2)  e  (3)  si  hanno  le  proporzioni: 


'  =  ^:a,    BO  :  B'0  =  c  +  a  :  6, 
le  quali  moltiplicate  fra  loro  somministrano: 

AC  .  BO  .  B'C  =  BC'  .  B'O  .  AC. 

Questa  formola  applieata  al  triangolo  ABB'  segato  dalla  trasversale  CC'  da  il 
teorema: 
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Una  trasversale  qualunque  determina  sui  lati  di  un  triangolo  sei  segmenti  tali  che  il 
prodotto  di  tre  non  aventi  termini  comuni  e  eguale  al  prodotto  degli  altri  tre. 

E  questo  un  teorema  notissimo  e  fondamentale  nella  geometria  segmentaria.  L'  opera 
piu  antica  in  cui  lo  si  trovi  e  il  trattato  di  geometria  sferica  di  MENELAO  (80  anni 
dopo  C.);  volgarmente  pero  lo  attribuiscono  a  TOLOMEO  (vissuto  nel  secolo  successive), 
forse  perche  YAlmagesto  e  opera  meglio  letta  di  quella  di  MENELAO. 

II  teorema  medesimo  si  estende,  com1  e  noto,  ad  un  poligono  qualsiyoglia  (CARNOT, 
Essai  sur  la  theorie  des  transver  sales). 

L'autore  applica  il  suo  metodo  anche  alia  dimostrazione  di  proprieta  conosciute. 
Ai  vertici  di  un  triangolo  ABC  (fig.  l.a)  si  suppongano  applicati  tre  pesi,  tali  che  si 
abbia  : 

a:&:c  =  BC:  CA  :  AB. 

Sia  A'  il  centro  di  gravita  dei  pesi  b,  c  applicati  in  B,  C;  avremo 


dunque,  per  un  noto  teorema  (LEG-ENDRE,  lib.  Ill,  prop.  17),  la  retta  AA'  sara  la  biset- 
trice  delFangolo  A.  Analogamente  le  rette  BB',  CO'  saranno  le  bissettrici  degli  angoli 
B,  C.  Dunque,  in  virtu  del  secondo  elemento,  arriviamo  al  noto  teorema: 

Le  bisettrici  degli  angoli  interni  di  un  triangolo  qualunque  concorrono  in  uno  stesso 
punto. 

Ai  vertici  di  un  triangolo  ABC  (fig.  4.a)  si  suppongano  applicate  tre  forze  parallele 
a,  6,  c,  la  prima  delle  quali  sia  in  senso 
contrario  alle  altre  due,  ed  inoltre  si  abbia  : 

a:6:c  =  BC:CA  :  AB. 

Allora  il  punto  A'  cadra  fra  B  e  C,  ma 

B',  C'  cadranno  ne'  prolungamenti  de'  lati 

CA,  AB  ;  AA'  sara  la  bissettrice  delTangolo    A 

interno  A,  mentre  BB'  e  CC'  saranno  le 

bissettrici  degli  angoli  esterni  supplement!  degli  interni  B  e  C.  Avremo  quindi: 

In  un  triangolo  le  bissettrici  dey  supplementi  di  due  angoli  e  la  bissettrice  del  ter#o 
angola  concorrono  in  uno  stesso  punto. 

Se  i  pesi  applicati  ai  vertici  del  triangolo  ABC  (fig.  l.a)  sono  eguali,  A',  B',  C'  sono 
i  punti  medi  de'  lati,  eppero: 

Le  tre  mediane  di  un  triangolo  concorrono  in  uno  stesso  punto. 

Ai  vertici  del  triangolo  ABC  siano  applicate  tre  forze  parallele  a,  6,  c  tali  che  si 
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abbia: 


avremo  quindi: 


a  :  o  :  c  == 


BC 


CA        AB 


cos  A  "  cosB  "  cosC 
BA' :  CA' =c :  6= AB  .  cos  B  :  AC .  cos  C . 


Ma  AB.  cosB  e  AC.  cos  C  sono  i  valori  de'  segmenti  in  cui  il  lato  BC  e  diviso  dalla 
perpendicolare  condotta  su  di  esso  dal  vertice  A;  dunque  AA'  e  perpendicolare  a  BC. 
Cosi  BE'  e  CG'  sono  perpendicolari  rispettivainente  a  CA  ed  AB.  Concludiaino  per- 
tanto  che: 

Le  ire  altezze  di  im  triangolo  passano  per  uno  stesso  punto. 
Dallo  stesso  secondo  elemento  1'autore  ricava  anche  teoremi  della  geometria  a  tre 
dimension!.  Basti  addurre  il  seguente  esempio  (lib.  I,  prop.  23): 

Sia  OABC  un  tetraedro  (fig.  5.a);  sugli  spigoli  OA,  OB,  OC  siano  presi  ad  arbitrio 
i  punti  a',b',  c';  si  tirino  ie  rette  Be',  Cb'  concorrenti  in  a;  Ca',  Ac'  concorrenti  in  b; 

Ab',  Ba',  concorrenti  in  c;  indi  si  tirino  le 
Oa,  Ob,  Oc,  che  incontrino  BC,  CA,  AB  ri- 
spettivamente  in  A',  B;,  C'. 

Si  dickiara  che  le  rette  AA',  BB'}  CO 
passano  per  uno  stesso  pimto  o,  e  che  le  A  a, 
Bb,  Cc,  Oo,  A'a',  BV,  C'c',  passano  pure  per 
uno  stesso  punto  F. 

Dimostrazione.  Ai  vertici  A,  B,  C,  0  del 
tetraedro  s'intendano  applicati  quattro  pesi 
a,  p,  Y,  5  in  modo  che  sia: 


Rj. 


a  :  8  = 


:  Aa'  ,  p  :  8=  06'  :  B&'  , 
rS^Oc':  Cc', 


allora,  per  M  elemento  secondo,  A!  sara  il  centro  de'  pesi  p,  f,Br  il  centro  de'  pesi  7,  a, 
e  0  quello  de'  pesi  a,  p:  dunque  le  rette  AA',  BB',  CC'  concorreranno  nel  centro  o 
de'  pesi  a,  p,  7.  Essendo  del  pari  a,  6,  c  i  centri  delle  tre  terne  di  pesi  [fyS,  Ta8  ,  a|36,  ne 
segue  che  le  rette  Aa,  B6,  Cc,  Oo  devono  incrociarsi  nel  centro  F  de'  quattro  pesi 
a,p,7,a.  D'altra  parte  a'  e  il  centro  de'  pesi  a,  5  ed  A'  quello  de'  pesi  p,  Y;  dunque 
la  retta  AV  doyra  anch'  essa  passare  per  F.  Lo  stesso  rale  per  le  rette  B'6',  C'cr. 

Se  i  quattro  pesi  a,  p,  Y,  8  sono  eguali,  il  teorema  precedente  somministra  le  no- 
tissime  proprieta: 

Le  rette  che  Gmgvmgono  i  pmti  medi  degU  spigoli  opposti  di  un  tetraedro  passano 
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per  uno  stesso  punto.  I  sei  piani  cJie  passano  rispettivamente  per  i  sei  spigoli  e  dime##ano 
gli  spigoli  opposti  passano  per  uno  stesso  punto. 

Da  ultimo  riportero  un  elegante  teorema  che  il  signor  CHASLES  ha  osservato  essere 
una  diversa  espressione  del  teorema  di  CEVA.  Avendosi  (fig.  La): 


AO 
A'O 


ne  segue: 


AO 

A'O 


AC; 

BC': 

AC; 

BC'" 


AB; 
CB/: 


AB; 

CB'  ' 


Ora  la  fig.  l.a  rappresenta  un  quadrigono  AB'OC'  di  cui  AO  e  una  diagonale  e  BC 
e  la  retta  che  congiunge  i  punti  di  concorso  de'  lati  opposti.  Dunque: 

In  ogni  quadrigono  la  diagonale  die  parte  da  un  vertice  divisa  pel  suo  prolunga- 
mento  sine  alia  retta  che  congiunge  i  punti  di  coneorso  de'  lati  opposti  e  eguale  alia  somma 
de'  lati  uscenti  dallo  stesso  vertice  divisi  rispettivamente  pe^  low  prolungamenti  sino  ai 
lati  opposti. 

Important!  conseguenze  Tautore  ricava  anche  dagli  altri  tre  dementi.  A  cagion 
d'esempio  dal  quinto  elemento  emerge  il  teorema  seguente  (fig.  6.a): 

Sia  ABODE  una  piramide  a  base  quadrangolare,  il  eui  vertice  sia  il  punto  E.  Sugli 
spigoli  AE,  BE,  CE,  DE  si  fissino  ad  arbitrio  i  quattro  punti  a",  b",  c",  d";  si  tirino  le 
Ab",  Ba"  segantisi  in  a;  Be",  Cb"  segantisi 
in  b ;  Cd",  DC"  segantisi  in  c;  Da",  Ad"  segan- 
tisi in  d;  indi  si  tirino  le  Ea,  Eb,  EC,  Ed 
che  incontrino  rispettivamente  gli  spigoli 
AB,  BC,  CD,  DA  in  a',  b',  c',  d';  le  a'c',  b'd' 
si  seghino  in  0.  Allora  i  punti  a',  b',  c',  d'  di- 
videranno  i  lati  del  quadrigono  ABCD  in 
otto  segmenti  tali,  che  il  prodotto  di  quattro 
non  aventi  termini  comuni  sia  eguale  al  pro- 
dotto  degli  altri  quattro.  Ed  inoltre  le  rette 
EO,  ac',  bd',  ca',  db'  si  incroceranno  in  uno 
stesso  punto. 

Dallo  stesso  quinto  elemento  risulta 
(lib.  II,  prop.  4): 

5c  in  un  quadrigono  gobbo  si  conducano  due  rette  ciascuna  delle  quali  divida  due 
lati  opposti  in  parti  proportionally  queste  due  rette  giaceranno  necessariamente  nello 
stesso  piano. 
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Mediante  il  terso  elemento  si   dimostra  facilmente  il  teorema  che  segue  (lib.  II, 

prop.  5): 

Dai  vertici  di  un  triangolo  ABC  (fig.  T.a)  si  tirino  tre  rette  intersecantisi  in  uno 
stesso  pimto;  esse  incontrino  i  lati  BC,  CA,  AB  ne'  pimti  A',  B',  C'.  Dai  vertici  del  trian- 


Kg.  7. 


golo  risidtante  A'B'C'  si  tirino  tre  nuove  rette  passanti  per  uno  stesso  pwnto  e  incontranti 
i  lati  B'C',  CXA'B'  w?  punti  A",  B",  C".  Le  rette  AA",BB",  CO"  concorreranno  in  uno 
stesso  punto, 

Nel  secoado  libro  s'incontrano  proposizioni  involgenti  non  solo  rette,  ma  anche 
Knee  curve,  e  propriamente  sezioni  coniche.  Avanti  tutto  vi  e  dimostrato  come  lemma 
(indipendentemente  dal  sovraesposto  metodo  statico)  il  bel  teorema: 

Se  un  poligono  e  circoscritto  ad  una  se#ione  conica,  i  punti  di  contatto  dividono  i 
lati  in  segmenti  tali  che  U  prodotto  di  qudli  non  aventi  termini  comuni  e  eguale  al  pro- 
dotto  de*  rimanenti. 

Attualinente  questo  teorema  e  caso  particolare  di  una  proposizione  assai  generale 
dovuta  al  celebre  CAENOT  (Geometric  de  position). 

II  medesimo  teorema,  combinato  col  secondo  ele'ynento  somministra  il  seguente: 

Quando  un  triangolo  e  circoseritto  ad  un<i  se^ione  conica,  le  rette  che  congiungono  i 
wrtm  ai  punti  di  contatto  de*  lati  rispetiivamente  opposti  concorrono  in  uno  stesso  punto. 

Fin  qui  abbiamo  riprodotti  i  teoremi  dimostrati  dal  CEVA,  oltre  a  quei  corollari  i 
qnali,  sebbene  non  esplicitamente  da  lui  diehiarati,  pure  gii  ponno  essere  ragionevol- 
mente  attribuiti,  perche  in  modo  immediato  emanano  dalle  cose  sue.  Non  facciamo  pa- 
rola  della  seconda  parte  del  libro  (Appendix  G-eometrica),  perche  contiene  materie 
affatto  diverse  e  trattate  con  metodi  non  aventi  alcuna  relazione  col  metodo  statico 
sopra  menzionato.  Di  quest' appendice  non  e  fatta  alcuna  menzione  nel  frontispizio 
dell' opera,  benche,  come  avverte  anche  il  signor  CHASLES,  ne  sia  meritevolissima. 
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DelFaver  riunito  in  un  solo  opuscolo  cose  si  disparate  come  la  Statica  construct™  e 
V Appendix  Geometrica  1'autore  si  giustifica  cosi:  Vlsum  est  appendicis  loco  adjicere  his 
proUematibus  fheoremata  quaedam,  partim  antiquis  geometriae  legibus,  partim  Cavatte- 
riana  methodo  a  me  soluta,  quamvis  ex  superius  dictis  minime  pendeant.  Cum  enim  in 
circulo  inutiliter  quadrando,  haec  omnia  non  inutiliter  sint  inventa,  par  erat,  ut  in  eodem 
volumine  luce  publica  fruerentur,  quamvis  opportunius  suis  in  tenebris  latuissent. 

Ora  ci  corre  obbligo  di  rnenzionare  un  geometra  francese,  CORIOLIS,  che  ha  molto 
illustrate  il  metodo  statico,  di  cui  e  qui  discorso.  Egli,  senza  conoscere  Fopera  del 
nostro  CEVA,  giunse  da  se  alia  rnedesima  invenzione,  e  fino  dal  1811  indico  in  una 
sua  memoria  come,  col  soccorso  di  considerazioni  statiche,  si  possono  dimostrare  i  due 
modi  di  generazione  dell'iperboloide  ad  una  falda.  Poi  dalle  medesime  considerazioni 
dedusse  parecchi  teoremi  di  geometria,  pubblicati  nel  1819  nel  periodico:  Annales  de 
Mathematiques  dell'illustre  GERGONNE.  Da  ultimo  riassunse  quelle  ricerche  in  una  breve 
memoria  (Sur  la  theorie  des  momens  considered  comme  analyse  des  rencontres  des  lignes 
droites)  inserita  nel  cahier  24  del  Journal  de  Vficole  Polytechnique  (anno  1835).  A  pie 
della  prima  pagina  di  questa  memoria  Fautore  pose  questa  nota:  "  M.  OLIVIER  vient  de 
me  montrer  un  trait6  publie  en  1678  par  JEAN  CEVA,  sous  le  titre:  De  rectis  se  in- 
vicem  secantibus  statica  constructio.  On  voit  par  le  titre  meme  que  cet  ouvrage  contient 
Tid6e  de  ce  petit  m6moire,  etc.  „. 

In  questa  memoria  del  CORIOLIS  trovansi  nove  eleganti  teoremi,  de1  quali  qui  ter- 
remo  parola.  Alcuni  di  essi  non  si  trovano  neir opera  del  CEVA;  gli  altri  sono  assai 
piu  general!  di  quelli  del  CEVA  medesimo. 

Ecco  in  che  consiste  il  primo  teorema.  Abbiasi  nello  spazio  una  serie  di  n  punti 
che  si  rappresentino  ordinatamente  coi  numeri  (1),  (2),  (3), ...  (n).  Ciascuno  di  questi 
punti,  meno  Fultimo,  si  unisca  al  successive  in  modo  da  formare  una  linea  spezzata 
che  cominci  in  (1)  e  termini  in  (n).  Su  ciascun  lato  della  spezzata  o  sul  suo  prolunga- 
mento  si  prenda  un  punto  ad  arbitrio,  il  quale  si  rappresenti  coi  due  numeri  che  rap- 
presentano  i  termini  del  lato  corrispondente ;  per  es.,  il  punto  preso  sulla  retta  (1)  (2) 
s'indichera  con  (12),  ecc.  Cosi  avremo  una  seconda  serie  di  punti  (12),  (23), (34),... 
Questi  punti  congiungansi  ai  punti  della  prima  serie  mediante  rette;  fra  le  quali  quelle 
che  uniscono  punti  i  cui  indici  riuniti  contengono  gli  stessi  numeri  s'  incontreranno. 
Per  es.,  le  rette  (12)  (3)  e  (1)(23)  s' incontreranno  in  un  punto  che  denoteremo  con 
(123);  cosi  s'indichera  con  (345)  il  punto  d'intersezione  delle  rette  (34)  (5)  e  (3)  (45). 
In  questo  modo  abbiamo  la  terza  serie  di  punti:  (123) (345),...  Questi  punti  si  uni- 
scano  a  quelli  delle  due  serie  precedent!;  fra  le  rette  congiungenti,  quelle  che  colle- 
gano  punti  i  cui  indici  messi  insieme  comprendono  i  medesimi  numeri,  s'  incontreranno 
in  uno  stesso  punto,  che  si  denotera  coll' aggregate  di  questi  stessi  numeri.  Continuando 
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in  questo  modo,  avverra  sempre  che  s5  incrocino  in  uno  stesso  punto  tutte  quelle  rette 
ai  cui  termini  appartengono  indici  che  riuniti  fonnino  uno  stesso  aggregate  di  numeri. 
II  numero  delle  rette  che  s'  intersecano  in  uno  stesso  punto  e  eguale  a  quello  de'  numeri 
ivi  riuniti,  meno  uno.  Per  es.}  vi  saranno  r  —  I  rette  congiungenti  punti  i  cui  indici 
riuniti  conterranno  le  cifre  1,  2,  3,...r;  queste  rette  passeranno  tutte  per  uno  stesso 
punto,  che  verra  rappresentato-col  siinbolo  (123...r). 

Questo  teorema  si  dimostra  facilissimamente  imaginando  applicate  ai  vertici  della 
spezzata  altrettante  forze  parallele,  le  grandezze  delle  quali  abbiano  fra  loro  tali  rap- 
porti,  che  il  punto  della  seconda  serie  preso  su  un  lato  qualunque  sia  il  centro  delle 
due  forze  applicate  ai  termini  di  questo  lato. 

Secondo  teorma.  Si  uniscano  i  termini  della  spezzata,  onde  risultera  un  poligono 
gobbo  di  n  lati.  Unito  il  punto  (12  ...  n)  col  punto  (23 ...  n—  1),  la  congiungente  incon- 
trera  il  lato  (l)  («)  del  poligono  in  un  punto  (In).  Allora  ciascun  lato  del  poligono  sara 
diviso  in  due  segment! ;  il  prodotto  di  quelli  fra  questi  segmenti  che  non  hanno  termini 
comuni  sara  eguale  al  prodotto  de'  rimanenti. 

Questi  due  teoremi,  de'  quali  il  secondo  e  la  generalizzazione  del  secondo  elemento 
di  CEVA,  sono  acconei  a  rappresentare  nella  sua  vera  essenza  il  metodo  statico  di  lui. 

Ter$o  teorema  (di  CAKNOT).  Un  piano  qualunque  determina  sui  lati  di  un  poligono 
gobbo  tali  segmenti,  che  formando  i  due  prodotti  de1  segmenti  non  adiacenti,  questi 
prodotti  sono  eguali. 

Questo  teorema,  del  quale  e  caso  particolarissimo  quello  di  MENELAO,  e  una  facile 
conseguenza  de'  due  che  precedono. 

Qmrto  teorema.  Fissando  quanti  punti  si  vogliano  sulla  superficie  di  una  sfera,  e 
congiungendoli  fra  loro  con  archi  di  cerchi  massimi,  si  avra  sulle  intersezioni  di  questi 
archi  un  teorema  affatto  analogo  al  primo.  Bastera  che  nelF  enunciate  di  questo  so- 
stituiscansi  alle  rette  gli  archi  di  cerchi  massimi. 

H  teorema  si  dimostra  imaginando  delle  forze  applicate  al  centro  della  sfera  e  pas- 
santi  rispettivamente  pe'  punti  fissati  sulla  superficie  di  questa;  indi  ragionando  sulla 
eomposirioae  di  queste  forze  come  si  fa  nel  primo  teorema  per  le  forze  parallele. 

Qmwto  teorema.  H  secondo  teorema  ha  il  suo  analogo  sulla  sfera,  purche  ai  segmenti 
rettilinei  sostituiscansi  i  seni  degli  archi  di  cerchi  massimi. 

D  $e$to  tewema  e  mi' immediata  conseguenza  del  gwmto  elemento  di  CEVA. 

Ecwne  F  enmeiato.  I  lati  di  un  quadrigono  gobbo  ABCD  (fig.  8.a)  si  seghino  con 
UB  piano  quateque  ne'  punti  P,M,  Q,N.  Si  tin  una  trasversale  qualunque  M'N' 

iaamtri  le  rette  ADr  BC?  PQ;  poi  si  tin  un'altra  trasversale  qualunque  PQ 
te  rette  AB,  ODr  MN.  Allora  le  due  trasversali  M'N',  PQ  s'incon- 
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Se  imaginiamo  le  infinite  trasversali,  analoghe  ad  M'N',  tutte  appoggiate  alle  tre 
rette  AD,  BC,  PQ,  esse  saranno  le  generatriei  di  quella  superficie  gobba  che  deno- 
minasi  iperboloide  ad  una  falda.  In  virtu  del 
precedente  teorema,  le  infinite  trasversali, 
analoghe  a  PQ,  tutte  appoggiate  alle  tre 
rette  AB,  CD,  MN  saranno  pure  genera- 
triei della  medesima  superficie.  Cioe  questa 
superficie  ammette  due  sistemi  di  rette  ge- 
neratriei: ogni  generatrice  delFun  sistema 
incontra  tutte  quelle  deiraltro,  mentre  due 
generatriei  del  medesimo  sistema  non  sono 
mai  nello  stesso  piano. 

Settimo  teorema  (di  CARNOT).  Se  un  punto 
preso  entro  un  poligono  piano  di  un  numero 
.  dispari  di  lati  si  congiunga  a  ciascun  ver- 
tice,  e  la  congiungente  si  prolunghi  sino  a 
determinare  due  segnienti  sul  lato  rispetti- 
vamente  opposto,  i  due  prodotti  formati  coi  segmenti  non  adiacenti  sono  eguali. 

Bcco  la  dimostrazione  di  questa  proprieta,  che  e  la  generalizzazione  del  teorema 
di  CEVA. 

Abbiasi,  a  cagion  d'esempio,  il  pentagono  12345;  imaginiamo  delle  forze,  P!  , 
P2,  P3,  P4,  P5,  in  equilibrio,  applicate  al  punto  interno  0  e  dirette  rispettivamente 
verso  i  vertici  1,  2,  3,  4,  5.  Decomponiamo  ciascuna  di  queste  forze  in  due  compo- 
nent! parallele  applicate  ai  termini  del  lato  rispettivamente  opposto.  Indichiamo  con 
Cis,  CMt  le  component!  della  forza  P1?  con  C24,  C25  le  component!  della  forza  P2,  ecc,; 
eon  S13,  SM  i  segmenti  determinati  sul  lato  34  dalla  direzione  della  forza  Px;  con  S24, 
825  i  segmenti  determinati  dalla  direzione  della  forza  P2  sul  lato  45,  ecc.;  con  a12  owero  a21 
Tangolo  compreso  dalle  direzioni  delle  forze  P1?  P2,  ecc.  Allora,  per  le  note  leggi  della 
decomposizione  delle  forze  parallele,  avremo  le  seguenti  cinque  equazioni: 

GH  S4i  =  C42  842 

Co    n    o 
52  ^52  ^53  ^53 

Cis  813  =  CM  SM 

C^  S^  =  CSB  85.5 
C35  835  =  CSL  831  • 

In  questo  niodo  a  ciascun  vertice  sono  applicate  due  forze  component!.  Noi  potremo 
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disporre  delle  grandezze  delle  due  forze  applicate  ad  ogmmo  de'  vertici  1,2,3,4  in 
modo  che  la  loro  risultante  passi  per  0.  Allora,  per  I'equilibrio,  sara  necessario  che 
anche  le  component!  applicate  al  vertice  5  abbiano  una  risultante  passante  p<er  0. 
Quindi,  per  le  conosciute  formole  sulla  decomposizione  delle  forze  concorrenti,  avremo 
le  equazioni: 

C3i  sen  03!  =  C41  sena4i 

642  sen  #42  =  C52  sena52 
Css  sen  #53  =  C13  sena13 
Gi4  senaH  =  C24  sena24 
C25  sen  ass  =  635  sen  ass . 

Moltiplicando  fra  loro  queste  dieci  equazioni  si  ha: 

S4i  853  813  834  835  =  S42  853  814  S25  831 

formola  che  esprime  appunto  il  teorema  enunciate. 

Ottavo  teorema.  Se  in  un  poligono  piano  qualsivoglia  si  fissa  un  punto  interno,  dal 
quale  si  tirino  rette  a  tutt'  i  vertici,  e  ciascuna  di  esse  si  prolunghi  fino  a  segare  due 
lati  di  eguale  rango  a  partire  dal  vertice  per  cui  passa  quella  retta;  otterremo  su 
ciascun  lato  quattro  segmenti ;  fra  tutti  questi  seginenti  ha  luogo  una  relazione  ana- 
loga  a  quella  del  teorema  precedente,  colla  sola  differenza  che  a  ciascun  segmento 


topiegato  in  questo  teorama  bisogna  sostituire  il  prodotto  di  due  segmenti  che  inco. 
da  mo  stesso  vertice  e  termmino  ai  due  punti  di  sezione  di  un  medesimo  lato. 
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La  dimostrazione  di  questo  teorema  e  analoga  a  quella  del  precedente. 

Nona  teorema  (di  CARNOT).  Se  un  fascio  di  rette  in  un  piano  (fig.  9.a)  OA,  OAi,  OA2, . . . 
passanti  per  uno  stesso  punto  0  vien  segato  da  due  trasversali  rettilinee  nelle  due  serie 
di  punti  A,  A!,  A*, . . . ;  a,  fti,  as, . . .  le  diagonali  de'  quadrilateri  AAi^a,  A2  A3a3a2, . . . 
s' intersecano  nei  punti  w,  w', . . .  i  quali  sono  situati  in  una  retta  passante  pel  punto 
comune  alle  due  trasversali. 

Ecco  la  dimostrazione  statica  data  dal  CORIOLIS  di  questo  teorema,  che  e  uno  de' 
piu  noti  nella  teorica  delle  trasversali. 

Ai  punti  A,  AI,  0  applichiamo  tre  forze  parallele,  il  cui  centro  sia  m,  ed  ai  punti 
A2,  As,  0  tre  forze  parallele  ed  opposte  alle  prime,  aventi  il  loro  centro  in  m',  e  per 
mo  do  che  le  due  forze  applicate  in  0  si  elidano  fra  loro.  Per  cio  non  rimarranno  che 
le  quattro  forze  applicate  in  A,  AI,  A2,  A3  equivalent!  a  due  forze  applicate  in  m,  m\ 
la  loro  risultante  dovra  quindi  passare  pel  punto  comune  alle  rette  AAi ,  ed  mm.  Ma 
alle  prime  forze  applicate  in  A,  0  possiamo  sostituire  la  loro  risultante  applicata  in  a, 
ed  alle  seconde  forze  applicate  in  A2,  0  si  puo  sostituire  la  loro  risultante  applicata 
in  <v,  quindi  ci  rimarranno  quattro  forze  applicate  in  AI,  A3,  a,  a2  il  cui  centro  dovra 
cadere  si  nella  A!  A2  che  nella  aa^  dunque  e  dimostrato  il  teorema. 


24. 
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Jmirnalfiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Baud  58  (1861),  pp.  138-151. 


1.  Je  suppose  quo  Ton  ait  deux  series  project! ves  de  points,  Tune  dans  une  droite  R, 
Fautre  dans  une  conique  plane  C,  situ6es  d' une  maniere  tout  a  fait  arbitraire  dans 
Fespace.  On  demande  de  connaitre  la  surface  lieu  de  la  droite  qui  joint  deux  points 
homologues  des  formes  projectiles  donn^es. 

Pour  etablir  la  classe  de  cette  surface,  je  fais  usage  des  considerations  employees 
par  M.  SCHBOTEB  dans  un  m6moire  ins6r6  dans  ce  journal  (tome  54).  Par  un  point  0 
fix£  arbitrairement  sur  la  conique  je  tire  des  droites  aux  divers  points  de  cette  courbe ; 
ainsi  Ft>n  obtiendra  un  faisceau  de  droites,  perspectif  a  la  conique.  Par  une  droite 
arbitraire  S  menons  un  faisceau  de  plans,  perspectif  a  la  droite  donn^e.  Les  deux  fai- 
sceaux  etant  projectifs,  Intersection  des  414mens  homologues  donnera  une  conique  K 
situ6e  dans  le  plan  de  la  conique  donn6e,  et  passant  par  le  point  0  et  par  la  trace 
de  S.  La  conique  K  coupera  la  conique  C  en  trois  autres  points,  qui  avec  la  droite 
S  donnent  lieu  a  trois  plans;  et  il  est  bien  Evident  que  ces  plans  contiennent  chacun 
une  g£n6ratrice  de  la  surface  cherch^e,  et  sont  les  seuls  qui  passent  par  S  et  qui  aient 
cette  propri6t6. 

Done  U  swrfaee  estdela  troisiem  dasse,  d  par  consequent  du  troisieme  ordre;  car 
tonte  surface  r6g!6e  (non  d6veloppable)  a  son  ordre  6gal  a  sa  classe*). 

Cbaqpe  plan  mea6  par  la  directrice  rectiligne  donn^e  K  rencontre  la  conique  C 
en  deux  points,  done  il  contient  deux  generatrices  de  la  surface:  le  lieu  de  F inter- 
section de  ees  dettx  g6H6ratrices  est  la  droite  double  (ligne  de  striction)  de  la  surface. 


*}  CAYLW,  CamM<J&6  a®d  DubKn  Math.  Journal.  VIIy  p.  171, 
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C'est-a-dire:  par  chaque  point  de  la  droite  double  passent  deux  generatrices  situ6es 
dans  un  plan  passant  par  la  directrice  R.  Ces  generatrices  determinent  deux  invo- 
lutions, Fune  sur  la  droite  K,  Fautre  sur  la  conique  C.  Les  616mens  doubles  de  ces 
involutions  sont  en  meme  temps  reels  ou  imaginaires ;  ils  sont  individu6s  par  les  plans 
tangens  a  la  conique  C  menes  par  la  droite  R. 

II  est  Evident  que  le  plan  de  la  conique  C  contient  une  g6n6ratrice  de  la  surface ; 
car  la  trace  de  R  sur  ce  plan  aura  son  point  homologue  sur  la  conique,  et  la  droite 
qui  joint  ces  points  sera  une  g6n6ratrice  de  la  surface.  Cette  meme  droite  rencontrera 
la  conique  dans  un  second  point,  par  lequel  passe  la  droite  double. 

2.  Si  Ton  considere  de  nouveau  les  formes  projectives  propos6es  R  et  C,  un  point 
quelconque  de  la  droite  R  et  la  droite  tangente  a  la  conique  au  point  homologue  d6- 
terminent  un  plan.  Ce  plan  est  osculateur  d'une  courbe  a  double  courbure  dont  on 
demande  la  dasse. 

Par  un  point  0  pris  arbitrairement  dans  Fespace  et  par  la  droite  R  menons  un 
plan  qui  coupera  le  plan  de  la  conique  C  suivant  une  droite  S,  et  imaginons  un  faisceau 
de  droites  perspectif  a  la  droite  R  et  ayant  son  centre  en  0.  Ce  faisceau  divisera 
la  droite  S  homographiquement  a  la  droite  R.  Une  tangente  fixe  (arbitraire)  T  de  la 
conique  C  est  divisee  par  toutes  les  autres  tangentes  homographiquement  a  la  droite  R ; 
done  nous  aurons  sur  les  droites  S  et  T  deux  series  projectives  de  points.  La  droite 
qui  joint  deux  points  homologues  de  ces  series  enveloppe  une  conique  K  qui  touchera 
les  droites  S  et  T,  et  par  consequent  aura  trois  autres  tangentes  communes  avec  la 
conique  C.  Ces  trois  tangentes  communes  avec  le  point  0  determinent  trois  plans  qui 
evidemment  sont  osculateurs  de  la  courbe  cherchee,  et  sont  les  seuls  qui  passent  par  0. 
Done  cette  courbe  est  de  la  troisieme  dasse  (et  du  troisieme  ordre*)). 

Le  plan  de  la  conique  C  est  osculateur  de  la  courbe  nominee  (cubique  gauche)  et 
par  la  droite  R  passent  deux  plans  osculateurs  (reels  ou  imaginaires)  de  la  meme  courbe. 

3.  Reciproquement :  soient  donn6es  une  cubique  gauche,  tin  plan  osculateur  et  une 
droite  R  intersection  de  deux  autres  plans  osculateurs  (reels  ou  imaginaires).  Le  premier 
plan  osculateur  coupera  la  surface  developpable,  dont  la  cubique  est  F  arete  de  rebrous- 
sement,  suivant  une  conique  C**).  Les  plans  osculateurs  de  la  cubique  gauche  deter- 
minent sur  la  droite  R  et  sur  la  conique  C  deux  series  projectives  de  points.  La  droite 
qui  joint  deux  points  homologues  de  ces  formes  engendre  une  surface  du  troisieme  ordre 
(et  troisieme  dasse),  dont  la  droite  double  gU  dans  un  plan   osculateur  de   la  cubique 
gauche. 


*)  SCHROTER,  Ce  Journal,  Tome  56,  p.  27. 
**)  MOBIUS,  Der  barycentrische  Calcul,  p.  120. 
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Si  la  droite  R  est  fixe,  et  Ton  fait  varier  le  plan  de  la  conique  C,  on  pbtiendra 
un  faisceau  [2S]  de  surfaces  cubiques,  dont  les  droites  doubles  formeront  un  hyperbo- 
loi'de  a  une  nappe,  et  Ton  aura  sur  la  cubique  gauche  une  involution,  dont  deux  e!6- 
mens  conjugues  sont  le  plan  variable  de  la  conique  C  et  le  plan  osculateur  qui  passe 
par  la  droite  double  correspondante. 


IL 


4.  On  donne  deux  formes  projectives:  Tune  soit  un  faisceau  de  plans  passant  par 
une  meme  droite  R;  Fautre  soit  un  faisceau  de  plans  tangens  a  un  meme  c6ne  C  du  second 
ordre.  Les  61&nens  homologues  s'entrecoupent  dans  une  droite  qui  engendre  une  surface 
cubique,  dont  R  est  la  droite  double.  Par  un  point  quelconque  de  R  passent  deux  g&i6- 
ratrices,  dont  le  plan  tourne  autour  d'une  droite  fixe  S.  C1  est-a-dire :  chaque  plan 
qui  passe  par  cette  droite  S  contient  deux  generatrices  qui  donnent  lieu  a  une  invo- 
lution de  plans  sur  le  c6ne  C  et  a  une  deuxieme  involution  de  plans  par  R*  Les  61&nens 
doubles  de  ces  involutions  sont  individu6s  par  les  points  ou  R  perce  C. 

La  droite  R  avec  le  sommet  du  cone  C  determine  un  plan,  qui  aura  son  corre- 
spondant  tangent  a  cette  surface;  la  droite  intersection  de  ces  plans  sera  une  g£n6- 
ratrice  de  la  surface.  Par  cette  g^n6ratrice  passe  un  autre  plan  tangent  du  c6ne,  et 
ce  dernier  plan  passe  aussi  par  la  droite  S. 

5.  Dans  les  formes  projectives  donnees  je  considere  un  plan  du  faisceau  R  et  la 
g6n6ratrice  de  contact  du  plan  homologue  tangent  au  cone  C.  La  g£n6ratrice  perce 
le  plan  en  un  point,  dont  le  lieu  est  une  cubique  gauche  qui  passe  par  le   sommet 
du  cdne  et  par  les  intersections  de  cette  surface  avec  la  droite  donn6e. 

6.  R&siproquement:  je  suppose  maintenant  que  Y  on  ait  une  cubique  gauche,  un  de 
ses  points  eomme  sommet  d^un  cone  C  passant  par  la  courbe,  et  une  droite  R  qui 
s'appuie  en  deux  points  (r^els  ou  imaginaires)  de  la  meme  cubique.  Chaque  point  de 
la  courfoe  doaue  lieu  a  un  plan  passant  par  R,  et  a  un  autre  plan  tangent  au  cfine  C. 
Ces  plans  foment  deux  systemes  projectifs.  La  droite  intersection  de  deux  plans  homo- 
logues engendre  une  surface  cubique,  qui  contient  une  autre  directrice  rectiligne  S  ren- 

la  eubique  en  un  seul  point  Si  la  droite  R  est  fixe,  et  F  on  fait  varier  le 
du  e0ae  C,  on  obtient  un  systeme  de  surfaces  cubiques,  et  la  droite  S  engen- 
mi 3typerf>0!«fide  i  une  nappe*  De  plus,  on  aura  sur  la  cubique  gauche  une  invo- 
forage  far  les  soiMets  des  cdnes  et  les  points  d'appui  des  droites  S  corre- 
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III. 

7.  On  a  deux  formes  projectives:  une  s6rie  de  points  dans  une  droite  R,  et  un 
systeme  de  droites  generatrices  d1  un  hyperboloide  H.  Quelle  est  la  courbe  a  double 
courbure  oscuiee  par  le  plan  determine  par  deux  616mens  homologues  des  formes  pro- 
poshes?  Fixons  arbitrairement  une  generatrice  S  de  Tautre  systeme  dans  P hyperbolo'ide; 
cette  generatrice  sera  divis6e  par  les  droites  du  systeme  donne  hoinographiquement 
a  la  droite  R.  On  a  done  deux  series  projectives  de  points  sur  les  droites  R,  S;  et 
on  sait  que  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  engendre  un  hyperbolo'ide  K 
passant  par  les  droites  R  et  S.  II  est  d'ailleurs  Evident  que  chaque  plan  individue  par 
deux  eiemens  homologues  des  formes  proposes  est  tangent  aux  hyperbolo'ides  H  et  K; 
done  la  courbe  demand6e  est  oscuiee  par  les  plans  tangens  eommuns  a  deux  hyper- 
bolo'ides qui  ont  une  generatrice  commune  (S).  Done  elle  est  une  cubique  gauche  qui 
a  deux  plans  osculateurs  passant  par  R.  Cette  courbe  a  en  outre  un  plan  osculateur 
passant  par  chaque  generatrice  de  F  hyperbolo'ide   du  systeme  donn6,  et  deux  plans 
osculateurs  passant  par  chaque  droite  de  Pautre  systeme, 

8.  Soient  donn6es  de  nouveau  deux  formes  projectives,  dont  Tune  soit  un  faisceau 
de  plans  par  une  droite  R,  et  Tautre  un  systeme  de  generatrices  d'  un  hyperbolo'ide  H. 
Deux  Clemens  homologues  s'entrecoupent  en  un  point,  dont  on  demande  de  connaitre 
le  lieu  g6om6trique.  Fixons  une  generatrice  S  de  Pautre  systeme;  cette  droite  avec 
les  generatrices  du  systeme  donne  donne  lieu  a  un  faisceau  de  plans  homographique 
au  faisceau  donne.  La  droite  intersection  de  deux  plans  homologues  de  ces  faisceaux 
projectifs  engendre  un  second  hyperboloide  K,  passant  par  R,  S.  On  voit  ais6ment 
que  chaque  point  du  lieu  demand6  est  commun  aux  deux  hyperboloides ;  done  ce  lieu 
est  la  cubique  gauche  intersection  de  ces  surfaces,  qui  ont  d6ja  en  commun  la  droite 
S.  La  cubique  gauche  a  deux  points  sur  R;  un  point  sur  chacune  des  generatrices 
donnees,  et  deux  points  sur  chacune  des  droites  de  Pautre  systeme*). 

9.  Redproquement,  supposons  que  P  on  ait  une  cubique  gauche  et  un  hyperboloide 
touche  par  tous  les  plans  osculateurs  de  la  courbe.  Par  chaque  generatrice  de  Tun 
systeme,  dans  P  hyperboloide,  passe  un  seul  plan  osculateur  de  la  cubique,  et  par  chaque 
generatrice  de  1'autre  syst&me  passent  deux  plans  osculateurs.  Imaginons  aussi  une 
droite,  intersection  de  deux  plans  osculateurs  (reels  ou  imaginaires).  Cette  droite  sera 
coup6e  par  les  plans  osculateurs  qui  passent  par  les  generatrices  du  second  systeme 
en  deux  series  de  points  en  involution.  Les  plans  osculateurs  qui  passent  par  les  ge- 
neratrices du  premier  systeme  foment  sur  cette  meme  droite  une  division  protective 


*)  CHASLBS,  Journal  de  M.  LIOUVILLE,  ann6e  1857,  p.  397. 
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an  systeme  nomme  de  generatrices.  D'  ou  il  suit  que  les  plans  osculateurs  de  la  cnbique 
et  les  generatrices  du  premier  systeme  situ6es  dans  ces  plans  constituent  deux  formes 
projectives. 

On  a  maintenant  une  cubique  gauche  et  un  hyperboloide  passant  par  cette  courbe. 
L' hyperboloide  a  deux  systemes  de  generatrices:  toutes  les  droites  de  Fun  systeme 
s'appuient  a  la  courbe  en  un  seul  point,  et  toutes  les  droites  de  Fautre  systeme  s'ap- 
puient  a  la  courbe  en  deux  points.  Si  Y  on  donne  aussi  une  droite  qui  soit  corde  (r6elle 
ou  ideelle)  de  la  cubique,  elle  determinera  avec  les  points  de  la  eourbe  qui  sont  dans 
les  droites  du  second  systeme  une  involution  de  plans,  et  avec  les  points  de  la  courbe 
qui  appartiennent  aux  droites  du  premier  systeme  un  faisceau  de  plans  projectif  a  ce 
meme  systeme  de  generatrices.  D1  ou  il  suit  que  les  points  de  la  courbe  et  les  g6n6- 
ratrices  du  premier  systeme  constituent  deux  formes  projectives. 

Les  deux  systemes  de  generatrices  d1  un  hyperboloide  qui  passe  par  une  cubique 
gauche,  ou  qui  touche  les  plans  osculateurs  d'une  telle  courbe,  se  correspondent  aussi 
projectivement  entre  eux[29]. 

Une  conique  situ6e  dans  la  surface  d6veloppable  dont  F  arete  de  rebroussement  est 
une  cubique  gauche  est  une  forme  projective  a  la  cubique.  A  un  point  quelconque 
de  celle-ci  correspond  le  point  de  la  conique  situe  dans  le  plan  osculateur  de  la 
cubique  au  point  sns-dit.  La  droite  qui  joint  ces  points  homologues  est  tangente  a  la 
cubique,  et  par  consequent  elle  engendre  la  surface  d£veloppable  du  quatrieme  ordre 
et  de  la  troisieme  classe,  dont  la  cubique  est  F  arete  de  rebroussement. 

Un  c6ne  de  second  ordre  passant  par  une  cubique  gauche  est  une  forme  projective  a 
celle-ci.  A  un  point  de  la  cubique  correspond  le  plan  tangent  du  c6ne  qui  passe  par  ce  point. 
10.  Applications.  On  donne  un  hyperboloide  et  cinq  de  ses  points  a^  a**  0*3,  flu,  as; 
on  demande  de  construire  une  cubique  gauche  qui  passe  par  ces  points  et  soit  situ6e 
sur  la  surface  nommee.  La  courbe  cherchee  sera  le  lieu  de  F  intersection  des  eiemens 
homologues  de  deux  formes  projectives,  dont  F  une  soit  un  faisceau  de  plans  et  Fautre 
soit  ua  syst&me  de  generatrices  de  T  hyperboloide.  On  peut  prendre  pour  axe  du  faisceau 
la  droite  a4<%;  les  plans  Oi^fls),  <**(<**&&) ,  ^(«4«s)  seront  trois  plans  du  faisceau.  Les 
homologues  de  F  autre  forme  seront  les  generatrices  du  premier  (ou  du  second) 
«pi  passent  par  az,  a*,  %.  Alors  &  chaque  plan  passant  par  a4%  correspondra 
g^6ratri€e  eta  meme  systeme,  et  P  intersection  de  ces  eiemens  sera  un  point  de 
la  a*i<pe  eherehee.  Comme  on  est  libre  de  prendre  le  systeme  de  generatrices  que 
FOB  ?emt,  aiasi  il  y  aura  deux  eubiques  gauches  satisfaisant  a  la  question  (proposee 
par  SL 


*}  Journal  le  M. 
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Pour  deuxieme  application,  proposons  nous  de  construire  une  cubique  gauche  qui 
s'appuie  sur  cinq  droites  donnees  A1}  A2,  A3,  A4,  A5[80].  Elle  sera  6videmment  V  in- 
tersection des  hyperbolo'ides  determines  paries  deux  ternes  de  droites:  A!  A2A3,  A3A4A5 
qui  ont  une  droite  commune  A3.  Cette  construction  est  aussi  une  cons6quence  du  th6o- 
reme  connu :  on  peut  construire  cinq  faisceaux  homographiques  de  plans,  dont  les  axes 
soient  cinq  droites  donn6es,  et  ou  cinq  plans  homologues  passent  toujours  par  un 
meme  point. 

On  donne  quatre  faisceaux  homographiques  de  plans,  dont  les  axes  soient  les  droites 
AI,  A2,  A3,  A4.  On  demande  combien  de  fois  quatre  plans  homologues  se  coupent  dans 
un  meme  point*)?  Les  faisceaux  projectifs  AI  et  A2;  Ax  et  A3;  Aj  et  A4  donnent  trois 
hyperbolo'ides  qui  ont  une  g6n6ratrice  commune  A!.  Ces  hyperboloides,  abstraction  faite 
de  cette  g6n6ratrice,  s'  entrecoupent  en  quatre  points  seulement**)  et  il  est  bien  Evident 
que  par  chacun  de  ces  points  passent  quatre  plans  homologues  des  faisceaux  donnes. 

On  d6montre  analoguement  qu'  il  y  a  g6n6ralement  quatre  plans,  chacun  contenant 
quatre  points  homologues  de  quatre  divisions  homographiques  sur  quatre  droites 
donnees***).  \ 

Si  les  quatre  faces  d'un  t^traedre  mobile  tournent  autour  de  quatre  droites  fixes 
A,  B,  C,  D,  et  que  les  c6t6s  de  la  premiere  face  s'appuient  sur  trois  autres  droites 
fixes  L,  M,  N,  le  sommet  oppose  a  cette  face  engendrera  une  courbe  qu'on  demande 
de  connaltre.  La  premiere  face  du  tStraedre,  en  tournant  autour  de  A,  divise  homogra- 
phiquement  les  droites  L,  M,  N;  soient  Z,  w,  n  trois  points  homologues  de  ces  divisions. 
II  en  suit  que  £B,  mO,  nD  sont  trois  plans  homologues  de  trois  faisceaux  projectifs; 
done  leur  point  d' intersection  engendre  une  cubique  gauche,  qui  s'appuie  en  deux  points 
sur  chacune  des  droites  L,  M,  Nt). 

Ayant  dans  1'  espace  trois  points  a,  6,  c  et  trois  plans  a,  (3,  7,  si  autour  d'une  droite 
fixe  on  fait  tourner  un  plan  transversal  qui  coupera  les  trois  plans  donnes  suivant  trois 
droites  A,  B,  C,  les  plans  A&,  A&,  Co  se  couperont  en  un  point,  dont  on  demande 
le  lieu  g6om6trique,  Soient  a',  V,  c'  les  points  ou  la  droite  donn6e  rencontre  les  plans 
a,  p,  Y.  Ces  plans  contiennent  trois  faisceaux  projectifs  de  droites,  dont  a',  V ,  d  sont 
les  centres,  et  A,  B,  C  sont  trois  rayons  homologues.  Done  les  droites  aaf,  W ',  cd  sont 
les  axes  de  trois  faisceaux  projectifs  de  plans,  dont  A#,  BJ,  Cc  sont  trois  £16mens 


*)  STEINER,  Systematische  Entwickelung  der  Abhangigkeit  etc.  p.  298. 
**)  CHASLBS,  Journal  de  M.  LIOUVILLB,  1.  c. 
***)  STBINBE,  1.  c. 
t)  CHASLBS,  Ap&rgu  Tiistorigue  etc.  Note  33e. 
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correspondants,  at  par  consequent  le  point  commun  a  ces  plans  engendrera  nne  cubique 
gauche  qui  aura  deux  points  sur  chacune  des  droites  ad,  £>&',  ce'*). 

IV. 

11.  On  donne  un  hexagone  gauche  123456  inscrit  dans  une  cubique  gauche.  Par 
les  cot4s  de  Pbexagone  menons  six  plans  a  un  point  queleonque  x  de  la  courbe.  Ces 
plans  coupent  les  c6tfe  opposes  respectivement  a  ceux  par  lesquels  ils  passent  en  six 
points  a,  6,  c,  a,  b'9  cf  (a,  &,  c  6tant  sur  trois  c6t<§s  consecutifs,et  a',  &',  c   sur  les 
cot6s  opposes).  Ces  six  points  sont  dans  un  meme  plan,  qui  passe  par  le  point  variable 
x  de  la  course,  et  par  une  droite  fixe.  Cette  droite  fixe  est  une  corde  reeUe  ou  ideelle  de 
la  wbique*  Les  six  points  a9b,...c'  forment  un  hexagone  de  BEIANCHON  (les  diagonales 
aa'  ,  bb\  cc'  se  rencontrent  au  point  #). 

Si  le  point  x  parcourt  la  cubique,  les  points  a,  6,  ...  c'  engendrent  six  divisions 
homographiques  sur  les  cfitfes  de  I'hexagone;  les  droites  aa!,  W  \  ccf  engendrent  trois 
hyperbolo'ides  qui  passent  tons  par  la  cubique  et  chacun  par  une  couple  de  cot6s  opposes 
de  F  hexagone.  Oes  trois  hyperbolo'ides  ont  pour  g6neratrice  commune  a  tous  la  corde 
fixe  sur  laquelle  tourne  le  plan  des  six  points  a,  &,  .  .  .  c. 

C'est-a-dire:  les  trois  hyperbolo'ides  qui  passent  par  une  cubique  gauche  et  chacun 
par  une  couple  de  cot6s  opposes  d'un  hexagone  inscrit  dans  la  cubique  ont  en  com- 
mun  uae  meme  g£n£ratrice  qui  est  une  corde  r^elle  ou  ideelle  de  la  courbe. 

12.  Si  par  un  des  sommets  de  V  hexagone  gauche  on  mene  deux  plans  tangens  a  la 
cubique,  qui  passent  respectivement  par  les  cotes  qui  ont  en  commun  le  dit  sommet,  ces 
plans  coupent  les  cotes  opposes  en  deux  points,  qui  avec  le  premier  sommet  determinent 
un  plan  passant  aussi  par  une  droite  fixe,  quelgiie  soit  le  sommet  qu:on  a  choisi  dans 
I'kexagone.  Cette  droite  fixe  est  la  meme  qui  est  commune  aux  trois  hyperbolo'ides, 
et  autour  de  laquelle  tourne  le  plan  ah  .  .  .  c'. 

Oa  pent  nommer  eette  droite  la  caracteristigue  de  Fhexagone  123456. 
Six  points  de  la  cubique  donnent  lieu  a  soixante  hexagones;  chacun  d'eux  a  sa 
earacteristique  et  ses  trois  hyperboloides.  Un  hyperboloide  contient  quatre  caracte- 
;  par  example  les  hexagones 


(123456),     (126453),     (123546),     (126543) 
letrs  caracteristiques  sifai6es  sur  Fhyperboloide  (12—45).  Chaque  caract^ristique 
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est  commune  a  trois  hyperbolo'ides,  done  il  y  a  quarante-cinq  hyperbolo'ides  pour  six 
points  donnas  sur  la  cubique  gauche. 

On  d6duit  tres  ais6ment  du  th6oreme  fondamental  donn6  ci-dessus  la  suivante  pro- 
position de  M.  CHASLES*): 

Quand  un  eptagone  gauche  a  ses  sommets  situ6s  sur  une  cubique  gauche,  le  plan 
de  Fun  quelconque  des  angles  de  V eptagone  et  les  plans  des  deux  angles  adjacens 
rencontrent  respectivement  les  c6t6s  opposes  en  trois  points  qui  sont  dans  un  plan  pas- 
sant par  le  sommet  du  premier  angle. 

V, 

13,  Une  cubique  gauche  peut  avoir  trois  asymptotes  r6elles,  ou  bien  une  seule 
asymptote  r6elle  et  deux  imaginaires.  Comme  cas  particuliers,  la  courbe  peut  avoir 
une  seule  asymptote  r6elle  a  distance  finie,  et  les  deux  autres  co'incidentes  a  1'infini, 
ou  bien  elle  peut  etre  oscul^e  par  le  plan  a  T  infini.  II  serait  bon  <T  adopter  les  d6no- 
minations  que  M.  SEYDEWITZ**)  propose  pour  ces  quatre  formes  de  cubique  gauche, 
savoir:  hyperbole  gauche;  ellipse  gauche;  hyperbole  parabolique  gauche ;  parabole  gauche. 

L*  ellipse  gauche  a  deux  plans  osculateurs  paralleles  entre  em>  qui  coupent  la  surface 
developpable  (dont  la  courbe  est  V arete  de  rebroussement)  suivant  deux  paraboles;  tous 
les  autres  plans  osculateurs  coupent  la  meme  surface  suivant  des  ellipses  ou  des  hyperboles. 
Les  centres  de  toutes  ces  coniques  sont  sur  une  hyperbole  dont  le  plan  est  parallele  et 
equidistant  aux  deux  plans  osculateurs  paralleles.  Une  branche  de  V hyperbole  locale 
contient  les  centres  des  ellipses;  Vautre  branche  contient  les  centres  des  hyperboles.  Les 
points  de  la  cubique  auxquels  correspondent  des  ellipses  sont  situes  entre  les  plans  oscu- 
lateurs  paralleles;  les  points  auxquels  correspondent  des  hyperboles  sont  au  dehors.  Le 
plan  de  V  hyperbole  Jocale  rencontre  la  cubique  en  un  seul  point  reel***)  et  coupe  Us  cones 
du  second  ordre  qui  passent  par  la  courbe  suivant  des  ellipses. 

L*  hyperbole  gauche  ria  pas  de  plans  osculateurs  paralleles ;  tous  ses  plans  osculateurs 
coupent  la  surface  developpable  qu'ils  enveloppent  suivant  des  hyperboles,  dont  les  centres 
sont  sur  une  ellipse.  Le  plan  de  cette  ellipse  rencontre  la  cubique  en  trois  points  reels, 


*)  Apercu  etc,  1.  c, 

**)  G-RUNERTS,  Archiv  etc.  X,  p.  203. 

***)  CTiaque  plan  passant  par  une  droite  intersection  de  deux  plans  osculateurs  r&ls 
ginaires)  coupe  la  cubique  gauche  en  un  seul  point  r4el  (en  trois  points  rtels):  th6or&me  que  j'ai 
d6montr6  ailleurs  (Annali  di  Matematica,  gennaio-febbraio  1859).  M.  JOACHIMSTHAL  avait  donn6 
ce  m£me  th^orfeme  dans  la  savante  Note  qui  suit  le  memoire  de  M.  SCHROTBR  (ce  Journal, 
B.  56,  p.  45) 
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et  coupe  les  cones  du  second  ordre  qui  passent  par  la  cubique  suivant  des  hyperboles. 

IS  hyperbole  par abolique  gauche  est  P  arete  de  rebroussement  d'une  surface  develop- 
pable  qui  est  coupee  par  ses  plans  tangens  suivant  des  hyperboles,  a  V  exception  d'  un 
seul  qui  la  coupe  suivant  une  parabole.  Les  centres  de  ces  hyperboles  sont  sur  une  autre 
parabole.  Les  deux  paraboles  sont  dans  un  meme  plan;  et  ce  plan  coupe  les  cones  du 
second  ordre  qui  passent  par  la  cubique  suivant  des  paraboles. 

La  parabole  gauche  a  toutes  ses  asymptotes  qui  coincident  a  rinfini.  Les  plans  oscula- 
teurs  coupent  la  developpable  suivant  des  paraboles. 

14.  M.  SETDEWITZ  a  d6ja  observ6  que  par  une  hyperbole  gauche  passent  trois  cy~ 
lindres  du  second  ordre  hyperboliques;  par  une  ellipse  gauche  passe  un  seul  cylindre 
elliptique ;  par  Phyperbole  parabolique  gauche  passent  deux  cylindres,  1'  un  hyperbo- 
lique  et  1'  autre  parabolique ;  enfin  par  la  parabole  gauche  passe  un  seul  cylindre  pa- 
rabolique- Cela  nous  aidera  a  6noncer  des  propositions  nouvelles. 

Concevons  la  droite  intersection  du  plan  osculateur  au  point  a  d'  une  cubique  gauche 
avec  le  plan  qui  coupe  cette  courbe  en  a  et  la  touche  en  b;  toute  corde  de  la  cubique 
qui  s'appuie  a  cette  droite  est  rencontree  harmoniquement  par  une  deuccieme  droite,  qui 
est  r  intersection  du  plan  osculateur  en  b  avec  le  plan  secant  en  b  et  tangent  en  a. 

Cette  int^ressante  propri6t6  donne  lieu  a  plusieurs  consequences.  Si  T  une  des  deux 
droites  dont  il  est  question  ci-dessus  tombe  a  Finfini,  la  corde  est  bissect^e  par  F  autre 
droite.  Cela  donne  lieu  au  th6oreme  qui  suit: 

En  cJiaque  point  d'une  parabole  gauche  on  peut  mener  un  plan  tangent,  qui  soit  paral- 
lele  au  cylindre  passant  par  la  courbe.  Toute  corde  de  celle-ci  parallele  a  ce  plan  est 
divisee  en  deux  parties  egales  par  une  droite  (diametre)  qui  est  V  intersection  du  plan 
osculateur  et  du  plan  secant  au  meme  point  et  tangent  a  rinfini.  Tous  ces  diametres,  dont 
un  passe  par  chaque  point  de  la  parabole  gauche,  sont  paralleles  a  un  meme  plan,  savoir 
a  la  direction  commune  des  plans  tangens  a  VinfinL 

Cette  propri6t<§  qui,  dans  la  parabole  gauche,  subsiste  pour  chacun  de  ses  points, 
appartient  aussi  a  T  hyperbole  et  a  F  ellipse  gauche,  mais  seulement  pour  les  points 
(trois  ou  un  seul)  ou  elles  sont  rencontr6es  par  le  plan  des  centres  des  coniques  in- 
scrites  dans  la  surface  d^yeloppable  dont  la  courbe  gauche  est  T  arete  de  rebroussement. 
Done  I' ellipse  gauche  a  un  diametre  qui  rencontre  en  un  meme  point  la  courbe  et 
le  plm  des  centres.  Le  plan  qui  touche  la  courbe  m  ce  point  et  est  parallele  au  cylindre 
eXliptiqw  passant  par  celk-ti  est  aussi  parallele  am  cordes  divisees  en  deux  parties  egales 
par  le  diametre  notnme. 

Ktyperbole  gauche  a  trois  diametres.  Ici  il  faut  remarquer  que:  a  chaque  point 
commun  a  la  wbique  et  <m  plan  des  centres  correspond  me  asymptote  de  celle-ci  ou  lien 
m  des  trois  cylindres  hyperboliqws.  Voila  en  quoi  consiste  cette  correspondance : 
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Le  plan  osculateur  de  V  hyperbole  gauche  en  un  point  du  plan  des  centres ,  et  le  plan 
qui  passe  par  ce  point  et  par  V  asymptote  correspondante,  s'entrecoupent  suivant  une  droite 
qui  est  un  diametre  de  la  conique  intersection  du  plan  osculateur  avec  le  cylindre  Jiyper- 
bolique  qui  contient  V asymptote  nommee. 

VL 

15.  On  salt  que  le  point  de  concours  et  les  points  de  contact  de  trois  plans  oscula- 
teurs  d'une  cubique  gauche  sont  en  un  meme  plan*),  Le  point  de  concours  a  reyu 
le  nom  de  foyer  du  plan.  Tous  les  plans  qui  passent  par  une  rneine  droite  ont  leurs 
foyers  sur  une  autre  droite,  et  tous  les  plans  qui  passent  par  cette  deuxieme  droite 
ont  leurs  foyers  sur  la  premiere.  Deux  droites  telles  que  les  points  de  Tune  soient 
les  foyers  des  plans  qui  passent  par  Fautre  ont  re<ju  la  denomination  de  droites  re- 
ciproques.  Une  droite  qui  soit  F  intersection  (reelle  ou  id6elle)  de  deux  plans  oscula- 
teurs  et  la  corde  (reelle  ou  id£elle)  qui  joint  les  points  de  contact  sont  des  droites 
reciproques. 

On  sait  que  dans  un  plan  quelconque  il  n'  y  a  qu'  une  droite  qui  soit  intersection 
de  deux  plans  osculateurs**),  et  par  un  point  quelconque  on  ne  peut  mener  qu'une 
corde  de  la  cubique  gauche***). 

Concevons  un  plan  qui  coupe  un  autre  plan  contenant  une  conique  et  cherchons 
le  p61e  de  la  droite  intersection  des  deux  plans  par  rapport  &  la  conique ;  nous  diroiis 
que  ce  point  est  le  pole  du  premier  plan  par  rapport  a  la  conique. 

Cela  premis,  les  poles  d'un  plan  quelconque  par  rapport  a  toutes  les  coniques  in- 
scrites  dans  la  developpable,  dont  une  cubique  gauche  donnee  est  V arete  de  rebroussement^ 
sont  tous  dans  une  conique,  dont  le  plan  a  tous  ses  poles,  par  rapport  aux  memes  co- 
niques inscrites,  dans  une  autre  conique  situee  dans  le  premier  plan. 

J'appelle  conjoints  deux  plans  tels  que  Tun  contient  les  poles  de  T autre  par  rap- 
port aux  coniques  inscrites  dans  la  d6veloppable,  et  conjointes  les  coniques  lieux  des 
p61es  de  deux  plans  conjoints. 

Deux  plans  conjoints  s'entrecoupent  suivant  une  droite  qui  est  toujours  V  intersection 
(reelle  ou  ideelle)  de  deux  plans  osculateurs,  et  par  consequent  Us  ont  leurs  foyers  sur 
la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact. 

II  suit  de  la  que: 


*)  CHASLES,  Journal  de  M.  LIOUVILLE,  ann6e  1857,  p.  397. 
**)  SCHROTER,  ce  Journal,  B.  56,  p.  33. 
***?*),  QHAS^BS,  1.  c. 
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Toute  droite  qiti  soit  V  intersection  de  deux  plans  oscu lateurs  est  Vaxe  d'un  faisceau 
de  plans  conjoints  deux  a  deux;  ces  plans  ferment  ime  involution  dont  les  elemens  doubles 
smit  les  plans  osculateurs. 

Toute  corde  de  la  cubique  gauche  contient  les  foyers  d'  un  faisceau  de  plans  conjoints 
deux  a  deux;  ces  foyers  forment  une  involution  dont  les  elemens  doubles  sont  les  points 
de  la  cubique. 

16.  Toutes  les  coniques  conjointes  qiti  appartiennent  a  un  meme  faisceau  sont  situees 
sur  un  meme  kyperbolo'ide  a  une  nappe;  et  le  lieu  yeometrique  de  leurs  centres  est  une 
conique  dont  le  plan  passe  par  la  droite  des  foyers. 

II  est  facile  d'etablir  aussi  Fespece  de  ces  coniques  conjointes  selon  les  divers  cas  a 
consider.  Par  exemple,  pour  la  parabole  gauche  on  a  le  theoreme  qui  suit: 

Toutes  les  coniques  conjointes  qui  appartiennent  a  un  meme  faisceau  sont  des  hyper- 
boles, a  Perception  d'une  seule  parabole  dont  le  plan  passe  par  le  point  central  de  I3  in- 
volution  des  foyers.  Les  centres  de  ces  hyperboles  sont  dans  une  parabole.  Les  cordes  de 
cette  parabole  qui  joignmt  deux  a  deux  les  centres  des  coniques  conjointes  passent  toutes 
par  un  m^ne  point.  Les  asymptotes  des  coniques  conjointes  sont  toutes  par  all  eles  a  deux  plans. 

VTL 

17.  II  est  facile  de  construire  une  cubique  gauche  sur  un  des  cylindres  qui  passent 
par  elle.  Une  cubique  gauche  etant  rapportee  a  trois  axes,  nous  supposerons  que  Tunit6 
lin^aire  change  de  Tun  axe  a  Tautre;  6  exprimera  toujours  une  variable. 

On  construit  tres  ais^ment  la  parabole  gauche  au  moyen  des  equations; 

#  =  6*,      z/^62,      *  =  8*). 

Liquation; 

%?— y  =  Q 

repr6&ente  le  cylindre  (parabolique)  qui  passe  par  la  courbe.  L'  origine  des  coordonn6es 
^t  un  point  quelconque  de  celle-ci;  le  plan  des  #y  est  osculateur;  celui  des  $0  est 
tangent  a  F origine  et  parallele  au  cylindre;  le  plan  des  ocy  est  tangent  a  Finfini. 

La  o>urbe  n'a  qu'une  branche  qui  s'etend  a  Finfini  tout  le  long  du  cylindre,  sans 
asymptotes. 

18,  Pour  F hyperbole  parabolique  gauche  on  a  les  Equations: 


di  Matematlca-BoHia-inaggte  1858;  settembre  1858;  gennajo  1859;  luglio  1859. 
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a  est  une  constants.  Le  cylindre  parabolique  qiii  passe  par  la  courbe  est  reprfeente 
par  liquation: 

,v2          , .  r\ 

%  — y  —  u. 

L'origine  est  un  point  arbitraire  de  la  courbe;  le  plan  des  %y  est  osculateur;  celui 
des  xz  est  tangent  a  Torigine  et  parallele  au  cylindre  parabolique;  le  plan  des  yx 
est  parallele  aux  deux  cylindres  qui  passent  par  la  courbe. 

La  courbe  est  composee  de  deux  branches  infinies,  dont  chacune  a  un  bras  sans 
asymptote ;  les  deux  autres  bras  ont  une  asymptote  commune  qui  est  une  g6n6ratrice 
du  cylindre  parabolique. 

Les  deux  branches  different  en  cela,  par  rapport  au  cylindre  parabolique,  que,  si 
on  suppose  ceci  vertical,  les  bras  d'une  branche  s'6tendent  tous  les  deux  en  haut[ai]  a 
rinfini,  tandis  que  1'autre  branche  a  un  bras  qui  s'6tend  en  haut,  etl'autre  qui  s'6tend 
en  bas. 

On  peut  construire  F  hyperbole  parabolique  gauche  aussi  par  les  equations: 

63  .  a 


L'  Equation : 

repr^sente  le  cylindre  hyperbolique  qui  passe  par  la  courbe.  Des  deux  nappes  de  ce 
cylindre,  Tune  contient  une  branche,  Fautre  contient  F  autre  branche  de  la  courbe  gauche. 
19.  On  construit  F  ellipse  gauche  au  moyen  des  Equations: 

_     Q3  _      e*  _      8 

x  =  62  4- a2 '      y  =  62  -f- a2 '      %~62-f  a2 ; 

F  Equation  du  cylindre  elliptique  qui  passe  par  la  courbe  est: 

Ici  Forigine  est  le  point  de  la  courbe  ou  elle  est  rencontr6e  par  le  plan  des  centres 
des  coniques  inscrites  dans  la  d^veloppable  dont  la  courbe  gauche  est  F  arete  de  re- 
broussement.  Le  plan  des  ye  est  osculateur;  celui  des  ex  est  tangent  a  Forigine  et 
parallele  au  cylindre;  celui  des  %y  est  tangent  a  Finfini. 

La  courbe  a  une  seule  branche  qui  s'  6tend  a  F  infini  tout  le  long  du  cylindre,  et 
s'approche  d'une  asymptote  qui  est  une  g£n6ratrice  du  meme  cylindre. 
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20.  Si  on  change  of  en  — of  les  memes  equations  conviennent  a  1'hyperbole  gauche, 
consid£r<§e  sur  un  quelconque  des  trois  cylindres  hyperboliques  qui  passent  par  elle. 
La  courbe  est  composee  de  trois  branches  infinies,  dont  chacune  s'approche  de  deux 
asymptotes.  Deux  branches  sont  situees  sur  la  nappe  du  cylindre  (qu'on  considere), 
qui  contient  une  asymptote;  la  troisieme  branche  est  sur  Tautre  nappe. 

En  rapportant  les  trois  branches  aux  six  nappes  des  cylindres,  on  trouve  que  par 
ehaque  branche  passent  trois  nappes  appartenant  a  trois  divers  cylindres ;  une  de  ces 
nappes  ne  eontient  pas  d' asymptotes,  et  chacune  des  autres  en  contient  une. 

Milan,  27  inars  i860. 


25. 

PROLUSIONE  AD  UN  CORSO  DI  GEOMETRIA  SUPERIORS, 
LETTA  NELL'UNIVEBSITA  DI  BOLOGNA.  NOVEMKBE,  1860. 


II  Politecnico,  volume  X  (1861),  pp.  2242. 


La  nuova  poesia  della  scienza,  esposta  in  seni- 

plice  prosa,  senza  favole,  senza  persone  ideali,  senza 
iperboli,  senza  canto,  invaghisce  1'animo  e  lo  sublima 
ben  piu  che  la  poesia  dei  popoli  fanciulli ...  0  giovani 
poeti,  non  eleggete  la  vostra  dimoranei  sepolori;  lasciate 
al  passato  le  sue  leggende;  date  una  inelodiosa  parola 
alia  senaplice  e  pura  verity ;  perocche  questa  e  la  gloria 
del  vostro  secolo;  e  voi  non  dovreste  mostrarvi  ingrati, 
torcendo  li  occhi  dal  sole  nuovo  della  scieuza  a  voi 
concesso,  per  tenerli  confitti  nei  sogni  della  notte  che 
si  dilegua. 

C.  CATTANEO,  II  Politecnico,  volume  VIII,  p.  599. 


Le  scienze  esatte,  per  la  prodigiosa  attivita  di  geometri  stranieri  ed  italiani  di 
altissimo  ingegno,  tale  incremento  s'ebbero  ne'  dodici  lustri  di  questo  secolo,  quale 
non  s'era  visto  mai  in  si  breve  giro  di  tempo.  I  giornaii  scientific!  e  gli  atti  delle 
piu  operose  accademie  attestano  ad  esuberanza  quante  nuove  teorie  siano  state  create, 
quante  altre  mirabilmente  ampliate.  Le  memorie  nelle  quali  quegli  illustri  pensatori 
deposero  i  loro  nuovi  concetti  e  le  loro  scoperte  sparse  qua  e  la  in  tante  e  diverse 
collezioni  scientifiche,  si  moltiplicarono  per  guisa  che  divenne  impossible  anco  ai  piu 
diligent!  cultori  tener  dietro  al  rapido  e  multiforme  allargarsi  della  scienza.  Fu  allora 
che  per  opera  di  benemeriti  scrittori  si  pubblicarono  libri,  accessibili  alia  studiosa 
gioventti,  ne'  quali  si  rivelavano  sotto  forme  compendiose  gli  ultimi  progress!  delle 
matematiche.  Non  e  a  dire  di  quanta  utilita  riescano  si  fatti  lavori  che  diffondono  il 
sapere  anche  fra  coloro  che  per  condizione  di  luogo  o  per  difetto  di  mezzi  pecuniari 
sono  costretti  a  rimanere  lontani  dal  movimento  scientifico  che  si  traduce  nelle  pub- 
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blicazioni  periodiche  e  nei  rendiconti  accademici.  E  fra  noi  pure  sono  valenti  mate- 
matici*)  che  concorsero  efficacemente  alia  benefica  impresa,  benche  pur  troppo  le  male 
signorie  non  aiutassero  qui  alcun  nobile  conato,  eppero  togliessero  che  or  1'Italia  possa 
contare  si  numerosi  i  sacerdoti  della  scienza,  quanti  li  vantano  le  piu  civili  nazioni 
d'  Europa. 

Ma  non  bastaya  pubblicare  opere  destinate  a  raccogliere  in  brevi  volumi  cio  che 
non  era  possibile  rinvenire  che  con  grave  spreco  di  tempo  e  fatica  ne1  polverosi 
scaffali  delle  biblioteehe.  La  vastita  o  la  recondita  profondita  di  alcune  fra  le  nuove 
dottrine  richiedeva  imperiosamente  ch'esse  venissero  bandite  da  apposite  cattedre 
create  nelle  universita  o  in  altri  istituti  superior!,  Ed  anche  a  questo  bisogno  della 
crescente  civilta  si  soddisfece  in  Francia,  in  Germania,  in  Inghilterra,  non  pert  in 
Italia.  Le  nostre  scuole  per  verita  ebbero  sempre  parecchi  e  valenti  professor!  che 
partecipando  all'odierno  progresso  scientifico  perfezionarono  i  metodi  di  ricerca  e  di 
dimostrazione;  ma  i  retrivi  ordinamenti  scolastici,  la  breviti  del  tempo  concesso  alle 
piu  important!  materie  e  il  picciol  numero  di  cattedre  impedirono  che  si  allargasse 
il  eampo  delP  istruzione  universitaria,  che  si  atterrassero  le  colonne  erculee  de7  pro- 
grammi  ufficiali.  Che  se  la  scienza  cammina  pur  sempre  avanti  senza  curarsi  di  pastoie 
governative,  non  era  consentito  a  que'  nostri  docenti,  i  quali  nel  silenzio  de'  domestic! 
studi  seppero  tener  dietro  al  maestoso  procedere  delle  matematiche,  di  far  penetrare 
la  nuova  luce  nelle  aule  del  publico  insegnamento.  Da  molto  tempo  nelle  universita 
d'  Italia  aon  si  poterono  insegnare  fuor  che  i  primi  rudiinenti  delle  scienze  esatte ;  ed 
i  buoni  ingegni  ne  uscivano  questo  solo  sapendo,  esistere  vaste  e  meravigliose  dottrine 
di  cui  era  lor  noto  appena  Talfabeto.  Se  non  che  ove  cessava  la  scuola,  soccorreva 
talvolta  Fopera  generosa  d'alcun  professore;  che  con  consigli,  con  libri,  con  eccitamenti, 
indirizzava  i  giovani  a  quegli  studi  che  non  si  eran  potuti  fare  nella  pubblica  scuola. 
Gosi  ehi  apprese  un  po'  di  scienza  lo  dovette  meno  all'  universita  che  ai  famigliari 
eolloquii  nelle  domestiche  pareti  del  maestro.  Questo  so  essere  accaduto  a  molti  ed 
aecadie  a  me;  e  qui  io  colgo  Poccasione  per  rendere  publica  testimonianza  di  gra- 
titelifie  alFillostre  BEIOSCHI,  al  quale  devo  tutto  quel  poco  che  per  avventura  non 


*)  Serra&  d'^sepapio:  BRIOSCHI  per  Taureo  suo  opuseoletto  di  statica,  per  la  teorica  de' 
db%elibe  tra^ttori  in  Francia  ed  in  Germauia,  e  per  quella  de'  covarianti  in  eorso 
Oi  ^blieaziorBe;  BBM,AYITI&  per  molte  important!  memorie  in  parte  original!  e  in  parte  dirette 
a  lur  ^®^^we  ai  noski  giorami  i  progress!  delia  scienza  fuor  d'ltalia;  FA!  i>r  BBUNO  per  la 
torfa  dmym»^^&m;  Bm&i  per  mna  naonografia  sulle  funzioni  elUtticlie,  in  parte  pub- 
eee, 
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Le  nostre  facolta  universitarie,  insomnia,  non  possedettero  sin  qui  alcuna  cattedra 
da  cui  si  potessero  annunciare  alia  gioventu  italiana  le  novelle  e  brillanti  scoperte 
della  scienza.  Ognun  vede  quanto  fosse  indecoroso  che  Tistruzione,  data  dallo  Stato,  non 
fosse  che  una  piccola  parte  di  quella  reclamata  dalle  odierne  condizioni  di  civilta; 
ma  a  cio  non  potevan  provvedere  ne  un  governo  straniero,  ne  governi  mancipii  dello 
straniero,  pei  quali  1'ignoranza  publica  era  arte  potentissima  di  regno.  Quest' era  un 
compito  serbato  al  governo  nazionale;  ed  il  governo  nazionale  tolse  a  sdebitarsene 
instituendo  cattedre  d'  insegnamento  superiore ;  ne  vuolsi  muover  dubbio  che  i  buoni 
principii  sian  per  riuscire  a  splendida  meta,  or  che  all' Italia  sorride  si  benigna  la 
fortuna,  e  che  alle  cose  della  publica  istruzione  presiede  TERENZIO  MAMIANI. 

I  regolamenti  scolastici  erano  per  la  scienza  un  vero  letto  di  Procuste.  Impossibile 
agli  insegnanti  anche  di  buona  volonta  andar  oltre  i  primi  elementi  della  teoriea  delle 
equazioni,  della  geometria  analitica,  del  calcolo  sublime,  della  meccanica  razionale, 
della  geometria  descrittiva.  La  nostra  gioventu  non  giungeva  nelle  publiche  scuole  a 
conoscere  i  principal!  risultati  della  teoriea  de'  determinanti,  meraviglioso  stromento 
di  calcolo  algebrico,  che  opera  prodigi  non  mai  sospettati ;  della  teoriea  delle  forme 
binarie  che  tanto  promosse  la  risoluzione  delle  equazioni;  della  teoriea  delle  forme 
ternarie  e  quaternarie,  potentissimo  ausilio  per  la  geometria  delle  curve  e  delle  su- 
perficie;  delTaritmetica  trascendente,  per  cui  s'acquistarono  fama  non  peritura  GAUSS, 
DIRICHLET,  HERMITE,  KUMMER,  EISENSTEIN,  GENOCCHI...;  della  teoriea  delle  funzioni 
ellittiche  ed  iperellittiche  nella  quale  brillo  il  genio  del  norvego  ABEL  e  del  prussiano 
JACOBI,  ed  or  ora  apparvero  mirabili  lavori  di  WEIERSTRASS,  di  HERMITE,  di  BRIOSCHI,  di 
BETTI  e  di  CASORATI,  teoriea  stupenda  che  si  collega  a  un  tempo  colle  parti  piu  ele- 
vate del  calcolo  integrate,  colla  risoluzione  delle  equazioni,  colla  dottrina  delle  serie 
e  con  quella,  si  ardua  e  si  attraente,  de'  numeri.  Ebbene,  ciascuno  di  questi  magni- 
fici  rami  di  scienza  potra  in  avvenire  essere  svolto  con  alternata  successione  dal  pro- 
fessore  di  analisi  superiore. 

Nelle  nostre  scuole  1'  angustia  del  tempo  dato  allo  insegnare  e  la  non  proporzio- 
nata  coltura  de'  giovani  studenti  non  concedevano  d'addentrarsi  molto  nelle  applica- 
zioni  dell' analisi  alia  geometria  delle  superficie ;  eppero  quante  quistioni  rimanevano 
intatte !  La  teoriea  delle  coordinate  curvilinee,  iniziata  da  BORDONI  e  da  GAUSS  e  poi 
grandemente  promosse  da  LAME;  la  ricerca  delle  superficie  che  supposte  flessibili  e 
inestensibili  riescano  applicabili  sopra  una  data;  il  problema  di  disegnare  con  certe  con- 
dizioni sopra  una  superficie  1'  imagine  di  una  figura  data  su  di  un'altra  superficie,  il 
problema  insomma  della  costruzione  delle  carte  geografiche;  la  trigonometria  sferoidiea ; 
la  teoriea  delle  linee  geodetiche :  tutto  cio  sara  quind'  innanzi  esposto  nella  scuola  di 
alta  geodesia  insieme  colla  dottrina  de'  minimi  quadrati  e  con  altri  gravissimi  argomenti. 
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Ma  di  queste  scienze,  vo'  dire  delFanalisi  superiore  e  delFalta  geodesia,  i  pnmi 
element!  potevano  essere  abbozzati  nei  corsi  d'introduzione  e  di  calcolo  sublime,  onde 
le  nostre  universita  furono  sempre  dotate;  forse  in  quelte  dottrine  i  nostri  giovani  ri- 
cevevano  anche  prima  d'ora  un  avviamento  ad  erudirsi  da  se.  Ma  in  quale  scuola  si 
adombrava  anche  da  lungi  questa  vastissiina  scienza  che  chiamasi  geometria  superiore? 
Oh  diciamolo  francamente :  in  nessuna.  La  moderna  geometria,  che  sotto  varie  forme 
s'insegna  da  molti  anni  in  Francia,  in  Germania,  in  Inghilterra,  e  per  le  nostre  uni- 
versita un  ospzte  affatto  nuovo ;  nulla  ha  potuto  preconizzarlo  finora,  nemmeno  fame 
sentire  il  desiderio.  Ed  invero,  quale  insegnamento  geometrico  hanno  i  nostri  istituti 
superiori?  Dopo  gli  elementi  insegnati  ne1  licei,  piu  non  accade  che  si  parli  di  geo- 
metria pura.  Che  se  in  alcune  universita  si  assegna  pure  un  anno  alia  geometria 
descrittiva,  essa  e  pero  una  scienza  affatto  speciale,  e  benche  mirabile  nelle  sue  ap- 
plicazioni,  non  puo  per  se  dare  i  metodi  di  ricerca  che  appartengono  esclusivamente 
alia  geometria  razionale  *).  Quanto  rimane  dell'istruzione  matematica  e  soltanto  ana- 
litico,  e  a  stento  si  riserbano  alcune  lezioni  per  le  applicazioni  del  calcolo  alia  scienza 
delTestensione  **), 

La  necessita  di  rompere  questo  soverchio  esclusivismo  deirinsegnamento  superiore 
e  di  rimettere  in  onore  i  metodi  geometrici  senza  nulla  detrarre  airalgoritmo  alge- 
brico  voleva  adunque  che  si  instituisse  una  cattedra  di  pura  geometria.  E  cio  era  voluto 
anche  da  un'altra  causa  cui  ho  gia  fatto  allusione.  Se  il  nostro  secolo  ha  procacciato 
all'analisi  straordinari  aumenti,  la  geometria  non  e  certamente  rimasta  immobile, 
POHCELET,  STEINEB,  MOBIUS,  CHASLES  co'  loro  meravigliosi  metodi  di  derivazione  hanno 
rivelato  mondi  sconosciuti,  hanno  creato  una  nuova  scienza.  Si  e  questa  giovane  figlia 
del  geaio  del  secolo  attuale,  questa  splendida  geometria  impropriamente  detta  superiore 
e  che  assai  meglio  appellerebbesi  moderna,  ch'  io  son  chiamato  a  farvi  conoscere  primo 
in  questa  gloriosa  sade  degli  studi,  onorato  da  un'alta  fiducia  della  quale  io  vorrei 
HOE  riuscissero  troppo  minori  le  mie  forze. 

(jiovani  studenti!  Io  non  vi  so  ben  dire  quanto  tempo  sara  mestieri  impiegare 

isY0Igere  tm  o>rso  completo  di  geometria  superiore.  Sono  le  prime  orme  che  stam- 
to  qiiesto  eainpo  non  per  anco  tentato  fra  noi,  n6  vale  ora  il  precorrere  col 
i  risultati  dell'esperianza.  Ben  mi  piace,  in  questo  primo  giorno,  in  cui  mi 
Foittdre  di  favellare  a  voi  intorno  a  tale  argoinento,  delinearvi  brevemente 
il  prtgtaiairta  della  prima  parte  del  medesimo  corso,  il  programma  di  una  delle  prin- 


*)  OHA|S£«a&,  IHsoows  <f  incw^raMon  du  cours  de  g&om&krie,  sup&rieure,  p.  LXXV. 
**)  Hi  eoseeltei  perd  Ftuiivermti  di  Pavia,  ove  il  eMarissimo  prof.  A.  GABBA,  mio  maestro, 
la  ^nefcrln  si^^iore  gi&  da  parecchi  anni. 
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cipali  plaghe  di  cui  si  compone  il  vastissimo  dominio  della  nostra  scienza,  e  studiarmi 
di  porgervi  un1  imagine  dell'estensione,  della  ramificazione,  della  maestosa  bellezza 
delle  sue  dottrine.  In  me  non  sento  altra  forza  die  1'amore  alia  scienza,  ma  quest'amore 
e  vivissimo,  e  me  beato  se  esso  mi  dara  potenza  d'infondere  in  voi,  o  giovani,  quella 
sete  di  studii  senza  la  quale  nulla  si  fa  di  bello  e  di  grande! 

Oggetto  de'  primi  nostri  studi  saranno  le  proprieta  projettive  delle  piu  semplici 
forme  geometriche,  quali  sono:  una  serie  di  punti  in  linea  retta  o  retta  punteggiata; 
una  stella  ossia  fascio  di  rette  poste  in  un  piano  e  passanti  per  uno  stesso  punto; 
un  fascio  di  piani  passanti  per  una  stessa  retta.  Ciascuna  di  queste  forme  e  il  com- 
plesso  di  piu  elementi  in  numero  indefinite,  soggetti  ad  una  determinata  legge:  nella 
prinia  forma  gli  elementi  sono  punti  allineati  sopra  una  retta;  nella  seconda  sono 
rette  in  un  piano  incrociantisi  in  uno  stesso  punto  (centra  della  stella) ;  nella  terza  sono 
piani  vincolati  dalla  condizione  di  tagliarsi  fra  loro  lungo  una  stessa  retta  (asse  del 
fascio). 

Noi  diremo  che  due  forme  sono  projettive  *)  quando  i  loro  elementi  sono  collegati 
da  tal  legge  di  corrispondenza,  che  a  ciascun  elemento  dell'una  corrisponda  un  solo 
elemento  delF altra  ed  a  ciascun  elemento  di  questa  un  solo  di  quella  [32J.  Da  questa 
semplice  definizione  si  deduce  che,  fissati  ad  arbitrio  in  due  forme  tre  elementi  del- 
Tuna  e  tre  elementi  dell'altra  come  corrispondenti,  tutto  il  resto  cessa  d'essere  arbi- 
trario,  cioe  ad  ogni  quarto  elemento  di  una  forma  corrispondera  un  determinato  ele- 
mento delFaltra.  E  a  questo  proposito  vi  saranno  apprese  facilissime  regole  grafiche 
per  costruire,  dati  elementi  sufficient!,  una  forma  projettiva  ad  una  data. 

Trarremo  dalla  data  definizione  un  altro  corollario  che  e  della  piu  grande  importanza. 
Supponiamo  di  avere  una  retta  ftnita  e  in  essa  o  sul  suo  prolungamento  sia  fissato 
un  punto ;  le  distance  di  questo  dai  termini  della  retta  data,  prese  con  opportuni  segni, 
rispondenti  al  senso  di  lor  direzione,  dirannosi  i  segmenti  in  cui  la  retta  e  divisa  da 
quel  punto.  Imaginate  ora  quattro  punti  in  linea  retta,  considerati  in  un  certo  ordine ; 
il  rapporto  de'  segmenti  che  il  terzo  punto  determina  sulla  retta  avente  gli  estremi 
ne'  primi  due,  diviso  pel  rapporto  de'  segmenti  individuati  nella  stessa  retta  dal  quarto 
punto,  e  quella  espressione  che  MOBIUS  chiamo  dapprima  rapporto  di  doppia  se#ione 
de3  quattro  punti  dati  (ratio  bissectionalis)  **),  poi  STEINER  piu  brevemente  doppio- 


*)  STEINER,  Systematische  Entwicfylung  d&r  £bhtingigkvit  geometrischer  Gestalten  von  etnan- 
der,  Berlin  1832. 

**)  MOBIDS,  Der  barycentrische  Calcul,  Leipzig  1827,  p.  244. 

Cremona,  tonao  I»  i6 
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rapporto*}  e  CHASLES  rapporto  anarmonico **) :  deaominazione  seguita  ora  dai  piu. 

Se  invece  di  quattro  punti  in  linea  retta  assumete  quattro  rette  in  un  piano  in- 
croeiantisi  in  un  panto,  ovvero  quattro  piani  passanti  per  una  stessa  retta,  e  se  invece 
de'  segment!  compresi  fra  punti  ponete  i  seni  degli  angoli  compresi  da  rette  o  da 
piani,  voi  avrete  cio  che  si  chiama  rapporto  anarmonico  di  quattro  rette  o  di  qwattro 
piani. 

Or  bene :  in  due  forme  geometriche  projettive  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  ele- 
menti  quali  si  wgliono  deWuna  e  eguale  al  rapporto  anarmonico  de'  quattro  elementi 
omctoffhi  neU'altra.  Questa  interessante  proprieta  e  suscettibile  di  mirabili  conseguenze 
in  tutto  il  campo  della  geometria  e  serve  sopra  tutto  a  dedurre  le  proprieta  metriche 
delle  figure  dalle  loro  proprieta  descrittive  o  viceversa.  Noi  daremo  un'attenzione  spe- 
ciale  al  caso  che  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  elementi  sia  eguale  olYunita 
negativa;  allora  essi  costituiscono  un  sistema  armonico.  La  divisione  armonica  era 
nota  anehe  agli  antichi ;  anzi  in  PAPPO  ALESSANDRINO  troviamo  parecchie  proposizioni 
different!  solo  per  Tenunciato  da  certi  teoremi  che  oggidi  si  fanno  dipendere  dalla 
considerazione  del  rapporto  anarmonico. 

Lo  studio  delle  forme  projettive  da  luogo  a  molte  ed  important!  proprieta,  pa- 
recchie delle  quali  si  connettono  colla  giacitura  relativa  delle  forme.  Di  sommo  inte- 
resse  sono  quelle  che  nascono  dal  considerare  due  forme  dello  stesso  genere  sovrapposte 
Tuna  all'altra,  cioe  due  serie  di  punti  sulla  stessa  retta,  o  due  stelle  concentriche  [33j, 
o  due  fasci  di  piani  collo  stesso  asse.  Due  forme  projettive  sovrapposte  presentano 
due  elementi  doppi,  cioe  due  elementi  che  coincidono  coi  rispettivi  corrispondenti : 
elementi  che  ponno  pero  anche  essere  imaginari,  ovvero  in  casi  particolari  ridursi  ad 
uno  solo,  appunto  come  avviene  delle  radici  di  un'equazione  quadratica.  Le  forme 
projettive  sovrapposte  ci  condurranno  a  quella  mirabile  teoria  che  £  Yinvolu#ione.  II 
celebre  DESARGUES  chiamo  pel  primo  con  questo  vocabolo  la  proprieta  segmentaria  de5 
sei  punti  in  eui  una  sezione  conica  ed  i  lati  di  un  quadrangolo  inscritto  sono  segati 
da  una  trasversale  qualunque.  CHASLES  pero,  questo  principe  de'  moderni  geometri 
franeesi,  al  quale  e  dovuta  tanta  parte  de'  recenti  progressi  della  geometria,  ha  fondato 
la  dottrina  deU'involuzione  sopra  nozioni  assai  piu.  semplici.  Se  voi  imaginate  sovrap- 
poste Puna  all'altra  due  forme  geometriche  dello  stesso  genere,  un  elemento  qualunque 
potra  indifferentemente  considerarsi  come  spettante  all'una  o  all'altra  forma,  onde  ad 
esso  corrisponderanno  in  generale  due  elementi  distinti,  ciofe  Funo  o  Faltro  secondo 


*}  STEomRj  Sfystematiscke  Entwicklung  u.  s.  w.  p.  T. 

**)  CHASLBIS,  Apergu  M&toriqiLe  sur  I'origine,  et  le  ddveloppement  des  mtthodes  en  gtomttrie, 
Broxelles  1837,  p.  34. 
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che  quel  primo  si  attribuisca  a  questa  o  a  quella  forma.  Ma  la  sovrapposizione  puo 
sempre  essere  fatta  in  modo  die  quei  due  elementi  omologhi  al  primo  imaginato  coin- 
cidano  fra  loro,  cioe  a  un  dato  elemento  ne  corrisponda  un  altro  unico,  qualunque  sia 
la  forma  a  cui  quell  o  si  faccia  appartenere.  A  questa  speciale  sovrapposizione  di  due 
forme  projettive  si  da  appunto  il  nome  tf  involiwime. 

Queste  teorie,  improntate  di  tanta  generalita,  riescono  nelUesposizione  si  semplici 
e  facili  che  ad  intenderle  basta  anco  la  sola  conoscenza  degli  elementi  di  EUCLIDE,  Ma 
e  ancor  piu  niirabile  Testensione  e  T  importanza  delle  loro  applicazioni.  Quelle  teorie 
costituiscono  un  vero  stromento  per  risolvere  problemi  e  ricercare  proprieta:  stromento 
non  meno  sorprendente  per  la  sua  semplicita  che  per  la  sua  potente  efficacia.  E  perche 
Tutilita  di  queste  dottrine  sia  da  voi  sentita  in  tutta  la  sua  pienezza,  io  tentero  di 
svolgervele  non  nel  solo  aspetto  delle  proprieta  descrittive,  ma  anche  in  quello  non 
meno  importante  delle  relazioni  metriche :  nel  quale  cammino  mi  servira  di  Stella  polare 
il  metodo  di  CHASLES.  Voi  vedrete  adunque,  allato  ai  teoremi  di  posizione  svilupparsi 
quelle  serie  di  equazioni  fra  segmenti  di  rette,  di  cui  il  grande  geometra  francese 
ha  fatto  un  uso  veramente  magico  e  che  fecero  dare  alia  sua  geometria  Fespressivo 
epiteto  di  segmentaria*}. 

Ho  parlato  di  applicazioni  e  vo'  citarvene  alcuna.  Le  proprieta  armoniche  e  in- 
volutorie  del  quadrilatero  e  del  quadrangolo  complete,  le  relazioni  fra  i  segmenti  de- 
terminati  da  un  poligono  qualunque  su  di  una  trasversale,  molti  teoremi  analoghi  ai 
celebri  porismi  di  EUCLIDE  e  di  PAPPO  e  relativi  ad  un  poligono  che  si  deformi  sotto 
condizioni  date,  il  teorema  di  DESARGKJES  su  due  triangoli  che  abbiano  i  vertici  a  due 
a  due  per  diritto  con  uno  stesso  punto  dato,  una  serie  di  teoremi  sui  triangoli  inscritti 
gli  uni  negli  altri  ed  analoghe  proposizioni  per  la  geometria  nello  spazio:  tutto  cio 
voi  vedrete  emergere  come  ovvie  conseguenze,  quasi  senza  bisogno  di  dimostrazioni 
apposite,  dalle  premesse  teorie.  Queste  medesime  offrono  imrnediatamente  le  piu  sem- 
plici e  general!  soluzioni  di  tre  problemi  famosi  appo  gli  antichi,  per  ciascun  de'  quali 
APOLLONIO  PERGEO  aveva  scritto  un  trattato  ad  hoc,  cioe  .i  problemi  della  sezione  de- 
terminata,  della  sezion  di  ragione  e  della  sezion  di  spazio.  La  soluzione  di  questi  pro- 
blemi riducesi  alia  costruzione  de1  punti  doppi  di  due  punteggiate  projettive  sovrap- 
poste,  e  rientra  in  un  metodo  che  ha  molta  analogia  colla  regola  di  falsa  posizione 
in  aritmetica:  metodo  che  e  suscettibile  d'essere  applicato  ad  un  gran  numero  di 
quistioni  diversissime,  e  fra  le  altre  alia  seguente :  dati  due  poligoni  d'  egual  numero 
di  lati,  costruirne  un  terzo  che  sia  inscritto  nel  primo  e  circoscritto  al  secondo**). 


*)  TBUQUEM,  Nouvelles  Annales  de  MatMmatiques,  t.  XVIII,  p.  445. 
**)  CHASLBS,  Traitt  de  Grtomdtrie  s%vp6rieure,  Paris  1852,  p.  212. 
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Finalmente,  quelle  stesse  teorie  danno  la  chiave  per  isciogliere  il  famoso  enimma  de' 
porismi  d'EucLiDE,  che  per  tanti  secoli  ha  eccitato  invano  la  curiosita  de'  geometri: 
enimma  die  ora  ha  cessato  di  esser  tale,  merce  la  stupenda  divinazione  fattane  da 
MICHELE  CHASLES*). 

Xe  qui  lo  studio  delle  forme  geometriche  piu  sempliti  sara  finite  per  noi;  anzi 
ci  restera  a  svilupparne  la  parte  piu  bella  e  piu  attraente.  Concepite  in  un  piano  due 
punteggiate  o  due  stelle  projettive ;  subito  vi  balenera  al  pensiero  questo  problema, 
quale  e  la  curva  inviluppata  dalla  retta  che  unisce  due  punti  omologhi  delle  due  pun- 
teggiate, e  quale  e  il  luogo  del  punto  ove  s'intersecano  due  raggi  corrispondenti  delle 
due  stelle?  In  entrambi  i  quesiti  la  curva  richiesta  e  una  sezione  conica  che  nel  prime 
caso  tocca  le  due  rette  punteggiate  e  nel  secondo  passa  pei  centri  dei  due  fasci.  Recipro- 
camente:  prendete  una  conica  qualunque  e  due  sue  tangenti  fisse,  scelte  ad  arbitrio ; 
quindi  una  tangente  mobile  scorra  intorno  alia  curva  pigliando  tutte  le  posizioni  pos- 
sibili  di  una  retta  toccante ;  ebbene,  i  punti  di  successiva  intersezione  della  tangente 
mobile  colle  tangenti  fisse  formeranno,  su  di  queste,  due  punteggiate  projettive.  Owero 
imaginate  sulla  conica  due  punti  fissi  ed  un  punto  mobile  che  percorra  la  curva:  le 
rette  congiungenti  i  due  punti  fissi  al  punto  mobile  genereranno  due  fasci  proiettivi. 

Nulla  v'ha  di  piu  fecondo,  per  la  teoria  delle  coniche,  di  questi  due  meravigliosi 
teoremi,  trovati,  io  credo,  simultaneamente  da  CHASLES  e  da  STEINER.  II  segreto  della 
grande  fecondita  de'  due  teoremi  sta  in  cio  che  il  primo  di  essi  esprime  una  proprieta 
di  sei  tangenti  e  1'altro  una  proprieta  di  sei  punti  di  una  eonica.  Dico  sei:  perche 
fissate  quattro  posizioni  dell'elemento  mobile,  e  queste  vi  daranno  insieme  coi  due 
elementi  fissi  due  sistemi  di  quattro  punti  o  di  quattro  rette ;  scrivete  T  eguaglianza 
de'  rapporti  anarmonici  ed  avrete  ^espressa  la  proprieta  di  cui  si  tratta. 

Immediate  conseguenze  delle  suenunciate  proposizioni  sono  i  due  famosi  teoremi 
di  PASCAL  e  di  BRIANCHON  esprimenti  quello  che  i  punti  d'incontro  de*  lati  opposti 
di  un  esagono  inscritto  in  una  conica  sono  in  linea  retta,  e  questo  che  le  rette  con- 
giungenti i  vertici  opposti  di  un  esagono  circoscritto  concorrono  in  uno  stesso  punto. 
II  secondo  teorema  si  ricava  dal  primo  in  virtu  del  principio  di  dualita.  Questo  prin- 
eipio,  in  quanto  si  applichi  alle  sole  proprieta  descrittive,  e  un  semplice  assioma,  cioe 
noa  ha  bisogno  di  alcuna  diinostrazione  o  preparazione,  e  consiste  in  cio  che  ogni 
teorema  di  geometria  piana  da  luogo  ad  un  altro  che  si  ricava  dal  primo  permutando 
le  pawle  pmfo  e  retta;  ed  analogamente  per  la  geometria  nello  spazio  scambiando 
pmto  e  jnmo.  Fin  dalle  prime  lezioni  della  scienza  di  cui  qui  Vintrattengo,  voi  ve- 
drete  so^ere  spontaneo,  naturaJe  il  concetto  di  questa  dualita  delle  proprieta  geo- 


*}  CHAS&BS,  Les  trots  liwes  de  porismes  d'EucLidz,  Paris  1860. 


PKOLUSIONE  AD   UN   CORSO   DI   GEOMETRIA   SUPERIORS.  245 


metriche:  dualita  per  la  quale,  di  due  teoremi  correlativi  basta  provarne  un  solo, 
perch e  anche  Taltro  ne  risulti  irresistibilmente  dimostrato.  Cosi  le  proprieta  delle 
stelle  e  dei  fasci  di  piani  si  deducono  da  quelle  delle  punteggiate  e  viceversa ;  i  due 
teoreini  di  STEINER  Funo  dall'altro;  il  teorema  di  BRIANCON  da  quello  di  PASCAL  o 
questo  da  quello.  Nulla  di  piu  facile  eke  effettuare  questa  deduzione  di  teoremi,  la 
quale  si  riduce  ad  un  mero  meccanismo. 

II  principio  di  dualita,  invece  d'essere  assunto  come  verita  intuitiva  e  primordiale, 
puo  fondarsi  su  di  un'importante  proprieta  delle  coniche  e  delle  superficie  di  secon- 
d'ordine.  Supponiamo  d'avere  una  conica  e  nel  suo  piano  un  punto  fisso  pel  quale  si 
conduca  una  trasversale  a  segare  la  curva  in  due  punti;  cerchiamo  su  questa  retta 
il  quarto  punto  coniugato  armonico  di  quello  fisso  rispetto  alle  due  intersezioni.  Ora, 
se  si  fa  ruotare  la  trasversale  intorno  al  punto  fisso,  il  quarto  punto  cambiando  di 
posizione  generera  una  retta.  Consideriarno  poi  questa  retta  e  da  ogni  suo  punto  guidinsi 
due  tangenti  alia  conica,  indi  trovisi  la  coniugata  armonica  della  retta  stessa  ri- 
spetto alle  due  tangenti ;  or  bene,  questa  coniugata  armonica  passera  costantemente  per 
quel  punto  fisso,  assunto  da  principio.  Dunque  ad  ogni  punto  nel  piano  della  conica 
corrisponde  una  certa  retta  individuata,  e  viceversa  a  questa  retta  corrisponde  quel 
punto.  II  punto  chiamasi  polo  della  retta  e  la  retta  polare  del  punto.  Se  il  polo  si 
muove  generando  una  retta,  la  polare  ruota  intorno  ad  un  punto  che  e  il  polo  di  questa. 
Se  il  polo  varia  descrivendo  una  conica,  la  polare  si  muove  inviluppando  un'altra 
conica,  i  punti  della  quale  sono  i  poli  delle  tangenti  della  prima.  In  generale,  se  il 
polo  percorre  una  curva  deH'ordine  n  (doe  tale  che  una  retta  arbitraria  la  seghi  in 
n  punti),  la  polare  inviluppera  una  curva. della  classe  n  (cioe  tale  che  da  un  punto 
qualunque  le  possano  esser  condotte  n  tangenti).  Cosi  ogni  figura  da  luogo  ad  un'altra 
nella  quale  i  punti  sono  i  poli  delle  rette  nella  prima  e  le  rette  sono  le  polari  dei 
punti  nella  stessa.  A  tali  due  figure  si  da  il  nome  di  polari  reciproche  *).  Noi  le  ve- 
dremo  poi  riapparire  come  caso  particolare  di  una  teoria  piu  generale. 

Voi  vedete  che  le  polari  reciproche  dipendono  da  una  conica  assunta  come  diret- 
trice.  Si  puo  fame  senza  ove  si  tratti  di  proprieta  meramente  descrittive,  poiche  per 
queste  il  principio  di  dualita  e  primordiale  e  assoluto.  Ma  airincontro  le  relazioni 
metriche  e  le  angolari  vogliono  che  si  abbia  a  fissare  la  natura  e  la  posizione  della 
conica  direttrice.  Allora  cio  che  si  perde  in  semplicita,  si  guadagna  in  fecondita; 
poiche  per  ogni  conica  direttrice  si  hanno  speciali  teoremi  che  servono  alia  trasfor- 
mazione  di  tali  relazioni ;  eppero,  data  una  proposizione  involgente  lungbezze  di  rette 
o  aree  di  figure  o  funzioni  goniometriche,  si  potranno  in  generale  derivare  tante  pro- 


*)  PONCELET,  M&moire surlathdoriegdn&rale  de$ polaires r4(%proq^^;giQrnalediCiKEi&E,  t.  IV. 
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posizioni  polar!  reciproche  della  data,  piu  o  meno  diverse  fra  loro,  quante  sono  le 
differenti  coniche  che  si  ponno  assumere  come  direttrici. 

La  teoria  delle  polari  reciproche  si  estende  allo  spazio,  pigliando  a  cousiderare 
una  superficie  di  second'ordine.  Se  per  nn  punto  fisso  si  conduce  una  trasyersale  arbitraria 
che  incontri  la  superficie  in  due  punti  e  si  cerca  il  coniugato  armonico  di  quello  fisso, 
il  luogo  di  questo  quarto  punto  e  un  piano  che  chiainasi  piano  polare  del  punto  dato  (polo). 

La  superficie  sferica  poi  presenta,  nelle  figure  supplementari,  un  genere  di  dualita 
che  non  ha  riscontro  nella  geometria  piana.  La  dualita  supplementare  sferica  e  cer- 
tamente  la  piu  perfetta,  la  piu  sernplice  e  la  piu  elegante  che  s'incontri  nella  scienza 
delFestensione;  la  reciprocity  vi  e  assoluta,  senz'alcun  bisogno  di  ricorrere  a  curve 
direttrici,  e  la  trasfonnazione  si  applica  colla  stessa  facilita  alle  proprieta  descrittive, 
metriche  ed  angolari. 

I  due  teoremi  di  STEINER  e  CHASLES,  che  vi  ho  dianzi  enunciati,  hanno  i  loro  analoghi 
nella  geometria  solida,  benche  questi  non  presentino,  sotto  un  certo  aspetto,  la  stessa 
generalita  di  quellL  Siano  date  due  punteggiate  projettive  non  situate  nello  stesso 
piano:  quale  e  la  superficie  luogo  della  retta  che  unisce  due  punti  omologhi?  Ovvero 
siano  dati  due  fasci  projettivi  di  piani:  qual  e  la  superficie  luogo  della  retta  inter- 
sezione  di  due  piani  conispondenti  ?  In  entrambi  i  problemi  la  superficie  richiesta  e 
di  second'ordine,  cioe  un  iperboloide  ad  una  falda  in  generale,  ma  in  casi  speciali  un 
paraboloide  iperbolico  o  un  cono  o  un  cilindro*  Questi  teorerni  somministrano  imme- 
diatamente  i  due  sistemi  di  generatrici  rettilinee  delle  superficie  gobbe  di  second1  ordine. 
Viceversa  due  generatrici,  dello  stesso  sistema,  di  una  superficie  gobba  di  second'ordine 
sono  divise  projettivainente  dalle  generatrici  delFaltro  sistema,  e  con  queste  danno 
luogo  anche  a  due  fasci  projettivi  di  piani. 

L'illustre  CHASLES  ha  trovato  inoltre  che  la  linea  luogo  geometrico  del  punto  in- 
tersezione  di  tre  piani  omologhi  in  tre  fasci  projettivi  e  del  terz'  ordine  a  doppia  cur- 
vatura*),  cioe  e  Y  intersezione  di  due  coni  di  second'ordine  aventi  uaa  generatrice 
rettiBnea  comune.  In  virtii  del  prineipio  di  dualita,  da  questo  teorema  si  conclude 
quest'altro  che  il  piano  determinate  da  tre  punti  omologhi  in  tre  punteggiate  projettive 
nello  spazio  iaviluppa  una  superficie  sviluppabile  della  terza  classe  (e  del  quart'ordine), 
eppero  per  uii  altro  teorema  dello  stesso  autore,  e  osculatore  di  una  linea  a  doppia 
curvatara  del  terz'ordine. 

Da  questi  teoremi  fondamentali  discende  immediatamente  tutta  la  teoria  delle  su- 
perficie rigate  di  second'ordine  e  delle  curve  gobbe  del  terzo. 


*)  (Jompie  Ifandut  10  agoSfto 
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Sin  qui  non  abbiamo  considerate  che  le  piu  semplici  forme  geometriche :  rette  pun- 
teggiate,  stelle  e  fasci  di  piani.  Ora  saliamo  allo  studio  di  forme  piu  coinplesse. 

Un  piano  puo  considerarsi  come  luogo  di  punti  e  rette,  cioe  come  una  forma 
geometrica,  gli  element!  della  quale  siano  punti  e  rette.  Due  piani  si  diranno  projettivi 
quando  ad  ogni  punto  e  ad  ogni  retta  in  ciascun  di  essi  corrisponda  nelFaltro  un 
punto  ed  una  retta,  ovvero  una  retta  ed  un  punto  rispettivamente.  Nel  priino  caso  i 
piani  projettivi  diconsi  omografici  o  collineari,  nel  seeondo  correlativi.  In  due  piani 
projettivi,  ad  una  curva  deH'ordine  n  corrisponde  un'altra  curva  che  edelFordinen 
pur  essa  se  le  due  forme  sono  omografiche,  e  invece  e  della  classe  n  se  le  due  forme 
sono  correlative.  Per  quanto  sia  generale  la  definizione  di  due  piani  projettivi  omo- 
grafici,  pure  ha  luogo  questa  interessante  proprieta:  i  due  piani  si  ponno  sempre 
(in  infiniti  modi)  talmente  situare  che  le  rette  congiungenti  a  due  a  due  i  punti  omologhi 
concorrano  in  uno  stesso  punto ;  nella  qual  giacitura  le  due  forme  sono  Tuna  la  prospet- 
tiva  dell'altra. 

Se  due  piani  projettivi  omografici  non  giacciono  prospettivamente  ma  comunque,  due 
rette  omologhe  non  sono  in  generale  nello  stesso  piano ;  pure  vi  sono  infinite  coppie 
di  rette  omologhe  che  hanno  tale  proprieta,  e  i  piani  da  esse  individuati  sono  tutti 
osculatori  di  una  curva  gobba  del  terz'ordine  *). 

Se  si  sovrappongono  i  piani  di  due  figure  omografiche,  in  modo  affatto  arbitrario, 
sempre  avverra  che  almeno  uno  e  in  generale  al  piu  tre  punti  coincidano  coi  rispettivi 
corrispondenti.  Questi  tre  punti  formano  un  triangolo  i  cui  lati  sono  rette  sovrapposte 
alle  loro  omologhe.  E  interessante  il  tener  dietro  alle  successive  variazioni  che  su- 
bisce  questo  triangolo  quando  si  faccia  scorrere  Tun  piano  sull'altro.  Ma  la  sovrap- 
posizione  de'  due  piani  puo  sempre  essere  fatta  in  modo  che  le  rette  congiungenti  i  punti 
omologhi  concorrano  in  uno  stesso  punto;  allora  i  punti  d' intersezione  delle  rette 
omologhe  cadono  su  di  uaa  stessa  retta.  Tale  disposizione  delle  due  figure  o  de'  due 
piani  omografici,  che  ha  la  piu  perfetta  analogia  colla  prospettiva,  dicesi  omologia; 
quel  punto  e  quella  retta  appellansi  centra  e  asse  d'omologia.  Se  1'asse  d'omologia  e 
a  distanza  infinita,  si  ha  Vomotetia.  Se  invece  e  il  centro  di  omologia  a  distanza  infinita, 
le  due  figure  sono  derivabili  Tuna  dall'altra  mediante  una  deformazione  consistente 
in  un  aumento  o  decremento  proporzionale  delle  ordinate  relative  ad  un  asse  fisso. 

Quando  due  piani  omografici  sono  sovrapposti,  ossia  quando  due  forme  omografiche 
sono  in  uno  stesso  piano,  ad  un  punto  qualunque  di  questo  piano  corrispondono  due 
punti  distinti,  Tuno  o  1'altro  cioe  seeondo  che  quello  si  risguardi  come  appartenente 
alia  prima  o  alia  seconda  forma.  Ma  v'ha  un  caso  speciale  e  interessantissimo,  eom- 


*)  SBYDBWITZ,  Grunert's  Archiv,  t.  X.  —  SCHROTEJE,  giornale  di  CRBLI/B,  t.  56. 
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preso  nelFomologia,  nel  quale  que'  due  punti  coincidono,  cioe  ad  ogni  punto  del  piano 
ne  corrisponde  un'altro  unico,  a  qualunque  forma  venga  quello  attribuito.  Questo  caso 
dicesi  omologia  armonica  (BELLAYITIS)  od  involuzione  nel  piano  (Mosius). 

Voi  avrete  frequent!  occasion!  d1  incontrare  quest'  incontestabile  verita,  la  quale  a 
primo  aspetto  sembra  un  paradosso:  che  tutt'i  punti  dello  spazio  i  quali  siano  a  distanza 
infinita  si  ponno  risguardare  come  appartenenti  ad  un  unico  piano,  e  per  conseguenza 
i  punti  a  distanza  infinita  di  un  dato  piano  giacciono  in  linea  retta.  In  due  forme 
omografiche,  questa  verita  emerge  confermata  dal  fatto  che  ad  un  sistema  di  rette 
parallele  nelFuna  forma  corrisponde  nelFaltra  un  sistema  di  rette  concorrenti  in  un 
punto;  il  qual  punto,  ove  si  muti  la  direzione  di  quelle  rette  parallele,  genera  una 
linea  retta,  che  corrisponde  per  conseguenza  all'  infinite  della  prima  forma,  Ciascuna 
forma  ha  dunque  in  generale  una  retta  a  distanza  finita,  i  punti  della  quale  corrispon- 
dono  ai  punti  a  distanza  infinita  nell'altra.  Ma  vi  ha  un  caso  particolare  del?  omografia 
ael  quale  alPinfinito  delFuna  forma  corrisponde  P  infinite  nelFaltra,  cioe  a  rette  pa- 
rallele corrispondono  rette  parallele.  Tale  specie  di  omografia  chiamasi  affinita  (EULERO), 
e  per  essa  ha  luogo  la  proprieta  che  il  rapporto  delle  aree  di  due  porzioni  corrispon- 
denti  delle  date  forme  e  costante.  Quando  questo  rapporto  sia  Punita,  si  ha  Yequi- 
vcdenza. 

Si  considerino  ora  due  piani  projettivi  correlatiyi  e  si  suppongano  sovrapposti 
Fuao  all'altro  in  modo  del  tutto  arbitrario.  Allora,  se  si  ricerca  il  luogo   dei  punti 
che  vengono  a  cadere  nelle  rispettive  rette  omologhe,  si  trova  che  quei  punti  sono 
in  una  conica  e  che  le  rette  ad  essi  corrispondenti  inviluppano  un'altra  conica.  Le 
due  coniche  hanno  doppio  contatto  (reale  o  imaginario),  e  i  due  punti  di  contatto  col 
punto  di  segamento  delle  tangenti  coniuni  sono  i  soli  che,  considerati  come  apparte- 
nenti alFnna  o  alFaltra  forma,  abbiano  in  entrambi  i  casi  la  stessa  retta  corrispondente. 
Quei  due  punti  poi  che  corrispondono  alia  retta  all'  infinito,  attribuita  questa  or  alia 
prima  ed  ora  alia  seconda  forma,  chiamansi  centri  delle  due  forme  e  danno  luogo  a 
important*  consideration!.  Noi  avremo  a  studiare  Palterarsi  di  forma  e  di  posizione 
delle  due  coniche  fondamentali,  quando  i  due  piani  correlativi  si  facciano  scorrere 
Ftmo  sall'aJtro.  Se  la  soyrapposizione  e  tale  che  i  due  centri  coincidano  in  un  punto 
solo,  questo  riesce  il  centro  comune  delle  due  coniche  che  sono  in  tal  caso  anche  omo- 
teticfce.  Messi  i  piMi  in  tal  posizione  Funo  sulFaltro,  se  mantenendo  fisso  il  primo, 
si  fa  raotare  il  secondo  intorno  ai  centro  comune,  le  due  coniche  si  vanno  deformando 
pia* mantemenetasi  sempre  wncentriehe  ed  omotetiehe ;  mala  rotazione  puo  esser  fatta 
5i  tale  ampi^za  che  le  due  coniche  vengano  a  fidursi  ad  una  sola.  Allora  un  punto 
<pateqne  a?ii  per  corrispondente  un'unica  retta,  sia  esso  aggiudicato  alFuno  o  al- 
Pallro  pian>;  e  qtiesto  retta  n^>n  sara  aJtro  che  la  polcwe  del  pmto  r^lativamente  alia 
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conica  suaccennata.  Dunque  due  sistemi  piani  correlativi  ponno  sempre  essere  sovrap- 
posti  in  guisa  da  riuscire  polari  reciproci*). 

Passeremo  poi  a  studiare  le  forme  geometriche  piu  generali,  composte  di  punti,  rette 
e  piani  disposti  nello  spazio  secondo  leggi  quali  si  vogliano.  Due  tali  forme  (o  sistemi) 
diconsi  projettive  quando  ad  un  punto,  ad  una  retta,  ad  un  piano  in  ciascuna  d'esse 
corrispondano  nell'  altra  rispettivamente  un  punto,  una  retta  ed  un  piano  (omografia 
o  collineamone),  ovvero  un  piano,  una  retta  ed  un  punto  (correkmone). 

L'omografia  comprende  un  caso  interessantissimo  ed  e  la  cosi  detta  omologia  o 
prospettiva  in  rilievo  che  ha  luogo  quando  due  punti  corrispondenti  sono  costantemente 
in  linea  retta  con  un  punto  fisso  (centra  d'omologia),  e  due  piani  corrispondenti  si  segano 
in  una  retta  posta  in  un  piano  invariabile  (piano  d'omologia).  Nell'ornologia,  in  generale, 
a  ciascun  punto  dello  spazio  ne  corrispondono  due  distinti,  secondo  il  sistema  a  cui 
quel  punto  si  riferisce.  Ma,  come  caso  particolare,  se  si  suppongono  coincident!  i  due 
piani  che  corrispondono  alFinfinito,  allora  ad  ogni  punto  e  ad  ogni  piano  non  corri- 
sponde  che  un  punto  od  un  piano,  a  qualunque  sistema  si  faccia  appartenere  quel 
punto  o  quel  piano.  Questa  omologia  speciale  dicesi  armonica  od  involutoria.  Dicesi 
armonica  perche  la  retta  congiungente  due  punti  coniugati  e  divisa  armonicamente  dal 
centro  e  dal  piano  di  omologia,  e  1'angolo  di  due  piani  coniugati  e  diviso  armonica- 
mente dal  piano  d'omologia  e  dal  piano  condotto  pel  centro  d'omologia  e  per  la  retta 
comune  ai  due  piani  anzidetti.  La  denominazione  involutoria  poi  esprime  il  concetto 
che  un  punto  qualunque,  sia  riferito  alPuno  o  alPaltro  sistema,  ha  sempre  lo  stesso 
corrispondente. 

V'ha  un' altra  specie  di  omografia  involutoria  nello  spazio,  che  non  e  compresa  nel- 
Tomologia,  e  che  il  signor  MOBIUS  **)  denomina  involutions  di  seconda  specie,  per  di- 
stinguerla  dall'omologia  armonica  ch'ei  chiama  involuzione  di  prima  specie.  Mentre 
nell' involuzione  di  prima  specie  i  punti  doppi,  cioe  i  punti  che  coincidono  coi  loro 
coniugati,  sono,  oltre  il  centro  d'omologia,  tutti  quelli  del  piano  d'omologia;  invece 
nell' involuzione  di  seconda  specie  i  punti  doppi  sono  in  due  rette  (reali  o  imaginarie) 
non  situate  in  uno  stesso  piano.  Ogni  retta  congiungente  due  punti  coniugati  e  in- 
contrata  dalle  due  rette  doppie,  e  da  esse  divisa  armonicamente;  e  cosi  pure  ogni 
retta  intersezione  di  due  piani  coniugati  incontra  le  rette  doppie  e  con  esse  determina 
due  piani  che  dividono  armonicamente  1'angolo  de'  due  piani  coniugati. 


*)  FLICKER,  System  der  analyt.  Geometric,  Berlin,  1835  5  p.  78  e  seg. 
**)  Berichte  tiber  die  Verhandlungm  der  K.  S&cftsiscTien  GresellscTiaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig;  Mathematisch-physiscbe  Classe.  1856,  Heft  2. 
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Dati  nello  spazio  due  sisteini  correlative,  d'una  costruzione  affatto  generale,  ad  un 
punto  qualunque  corrispondono  due  piaui  diversi,  secondo  che  quello  si  risguardi  ap~ 
partenente  al  primo  o  al  secondo  sistema.  Ricercando  se  ed  ove  siano  i  punti  situati 
nei  lore  propri  piani  omologhi,  si  trova  11  luogo  di  tali  punti  essere  una  superficie  di 
second'ordine,  mentre  i  piani  corrispondenti  ai  punti  stessi  inviluppano  un'altra  su- 
perficie dello  stesso  ordine.  Le  due  superficie  hanno  in  comune  quattro  rette,  formanti 
un  quadrilatero  gobbo,  le  quali  hanno  se  stesse  per  rispettive  rette  corrispondenti. 
In  un  caso  speciale  di  sistemi  correlativi  le  due  superficie  menzionate  ponno  coinci- 
dere  in  una  sola;  allora  i  due  sistemi  sono  polari  reciproci:  ad  ogni  punto  dello  spazio, 
a  qualunque  sistema  si  riferisca,  corrisponde  un  solo  piano,  il  quale  e  precisamente 
il  piano  polare  del  punto  rispetto  a  quelPunica  superficie  di  second' ordine. 

Oltre  le  polari  reciproche,  v'ha  un  altro  genere  interessantissimo  di  sistemi  cor- 
relativi  reciproci,  tali  cioe  che  ogni  punto  abbia  un  solo  piano  conispondente.  Questi 
altri  sistemi  correlativi  che  primo  MOBITTS  *)  fece  scopo  di  sue  ricerche,  e  che  CAYLEI  **) 
denomino  reoiprod  gobli,  hanno  questo  carattere  distintivo  che  ogni  punto  giace  nel 
piano  che  gli  corrisponde.  La  meccanica  razionale  e  la  geometria  offrono  parecchie  e 
diverse  costruzioni  di  tali  sistemi. 

Nel  discorso  che  or  qui  vi  teago  non  ho  fatto  allusione  che  alle  proprieta  descrittive 
de'  sistemi  projettivi  nel  piano  e  nello  spazio  come  quelle  che  si  lasciano  enunciare 
asaai  facilmente,  senza  bisogno  di  ricorrere  a  siniboli  algebrici.  Ma  nelle  lezioni  a  cui 
preludo  avro  un  riguardo  ancor  maggiore  alle  relazioni  metriche,  essendo  io  convinto 
della  verita  di  queste  parole  del  graade  geometra  di  Francia :  "  in  generale,  le  rela- 
tt  zioni  metriche  delle  figure  soao  ancora  piu  importanti  e  piu  uti)i  a  conoscersi  che 
8  le  loro  relazioni  puramente  descrittive,  perche  quelle  sono  suscettibili  di  piu  estese 
tf  applicazionij  e  del  resto  esse  bastano  quasi  sempre  da  se  sole  per  arrivare  alia  sco- 
a  perta  delle  proprieta  descrittive***)  „.  E  le  relazioni  metriche,  mentre  sono  inesau- 
ribilmente  feconde  di  importaEtissimi  risultati,  sono  pur  facilissime  a  trovarsi,  e  tutte, 
in  sostanza,  si  deducono  da  quest'unico  teorema: 

Dati  due  sistemi  projetimi,  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  in  linea  retta 
o  &  guaMro  ragyi  di  una  Stella  o  di  quattro  piani  di  un  fascio  in  un  sistema  e  eguale 
al  rapporto  anarmonico  de*  quattro  ekmenti  corrispondenti  nett'cdtro  sistema. 


*)  Gwmate  di  CRBLI.B,  t.  X,  p.  317. 
**}  Gwrnale  *M  C3OT&33,  t  XXXYIII; 
**)  CfiA^iu^,  M&mfre  swr  deux  princtpes  gtn&rau®  de  la  science,  la  dualiU  et  VhomograpMe 

fa  8^oito  &iTJ|?er£&  Msforique),  p.  775. 
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Questo  teorema,  cosi  semplice,  eppure  cosi  universalmente  feeondo,  e  la  base,  e 
il  tipo  di  tutte  le  relazioni  metriche  trasformabili  projettivamente  ed  e  ad  un  tempo 
1'anello  di  congiunzione  fra  le  proprieta  metriche  e  le  descrittive. 

La  teoria  delle  figure  correlative  contiene  in  se  un  principio  generate  di  trasfor- 
ma^ione  delle  figure  —  il  principio  di  dualita  —  principio  che  e  un  vero  strornento 
di  ricerche,  potenteinente  efficace  in  tutta  Testensione  dello  scibile  geometrico.  Dato 
un  teorema  risguardante  un  certo  sistema  di  enti  geometric!,  applicategli  un  metodo 
di  trasformazione  e  voi  n'avrete  un  altro  teorema,  in  generate  non  meno  importante. 
In  questo  modo  dalle  proprieta  dei  sistemi  di  punti  voi  potrete  dedurre  quelle  de' 
sistemi  di  rette  o  di  piani ;  dalla  teoria  delle  curve  e  delle  superficie,  considerate  come 
luoghi  di  punti,  si  ricava  la  dottrina  delle  curve  e  delle  superficie  risguardate  come 
inviluppi  di  rette  o  di  piani ;  e  i  teoremi  concernenti  le  linee  a  doppia  curvatura  som- 
ministrano  teoremi  relativi  alle  superficie  sviluppabili ;  e  reciproeamente. 

L'omografia  e  lo  sviluppo  di  un  principio  assai  generale  di  deformazione  delle  figure, 
il  quale  e  un  altro  potentissimo  mezzo  d'  invenzioni  geometriche.  Mentre  il  principio 
di  dualita  serve  a  trovare  proprieta  affatto  different!  da  quelle  che  sono  proposte, 
invece  I'omografia  e  un  metodo  di  generalizzazione  delle  proprieta  deU'estensione.  Si 
fatta  generalizzazione  puo  esser  fatta  in  due  maniere  distinte  che  danno  luogo  a  questi 
due  enunciati: 

"  Conoscendo  le  proprieta  di  una  certa  figura,  concluderne  le  analoghe  proprieta 
"  di  un'altra  figura  dello  stesso  genere  ma  di  una  costruzione  piu  generale- 

"  Conoscendo  alcuni  casi  particolari  di  una  certa  proprieta  generale  incognita  di 
u  una  figura,  concluderne  questa  proprieta  generale*)  „. 

La  straordiiiaria  potenza  di  questi  due  stromenti  d'  invenzione,  la  dualita  e  1'omo- 
grafia,  apparira  luminosamente  dimostrata  dalle  applicazioni  che  ne  faremo  alia  teoria 
delle  coniche  e  delle  superficie  di  second' ordine.  Vedremo  come  i  due  principi  di 
trasformazione  e  di  deformazione  servono  a  generalizzare  le  note  proprieta  de'  fuochi 
e  dei  diametri  coniugati  e  conducano  alia  fecondissima  teoria  degli  assi  coniugati  re- 
lativi  ad  un  punto,  teoria  dovuta  per  intero  all'illustre  CHASLES.  Le  proprieta  delle 
coniche,  che  si  connettono  alle  rette  coniugate,  ai  triangoli  coniugati,  alle  rette  di  sintosi, 
ai  centri  di  omologia;  la  teoria  delle  coniche  omofocali,  e  delle  coniche  circoscritte  ad 
uno  stesso  quadrangolo  o  inscritte  in  uno  stesso  quadrilatero ;  la  teoria  degli  archi  di 
sezione  conica  a  different  rettificabile;  le  proprieta  de'  poligoni  inscritti  o  circoscritti ; 
la  teoria  delle  superficie  di  second'ordine  omologiche;  quella  delle  coniche  focali  od 
eccentriche  nelle  superficie  di  second'ordine;  le  proprieta  de1  coni  di  second'ordine  e 


*)  Apergu  historique,  p.  262. 
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delle  coniche  sferiche;  la  traslazione  clelle  proprieta  della  sfera  allo  sferoide  schiac- 
ciato;  la  costruzione  de'  bassorilievi :  eccovi  una  magnifica  serie  di  studi  che  tutti  si 
presentano  non  altrirnenti  che  quali  applicazioni  de'  due  grand!  principii  di  dualita 
e  d'omografia  *). 

Voi  avete  cosi  un  prograinma  che  abbraccia  una  grande  divisione  della  geometria 
superiors,  In  ulterior!  corsi  di  lezioni  vi  potranno  essere  svolte  altre  parti  della  scienza : 
quali  sono  la  teoria  generate  delle  trasformazioni  geometriche,  delle  quali  I'ornografia 
e  la  eorrelazione  sono  due  semplici  esempi;  la  teoria  generate  delle  curve  piane  ed 
in  ispecie  di  quelle  del  terz'ordine;  le  proprieta  delle  linee  a  doppia  curvatura  e  delle 
superficie  di  terz'ordine;  ecc. 

lo  m'avviso  che  scopo  della  istituzione  di  questa  cattedra  sia  quello  non  pur  di 
sviluppare  alcune  serie  di  proprieta  di  curve  e  di  superficie,  ma  si  anche  d'ammae- 
strare  1'italiana  gioventu  in  que'  meravigliosi  metodi  piiramente  geometrici  che  sinora 
non  si  esposero  mai  nelle  nostre  universita,  eppure  sono  una  delle  piu  belle  glorie 
della  scienza  odierna*  I  metodi  algoritmiei  vennero  coltivati  sinora  escluswamente,  ed 
e  neeessario  che  si  continui  ad  insegnarli,  perche  in  queirimmenso  campo  di  ricerche, 
per  le  quali  e  propria  Fanalisi  algebrica,  null'altro  vale  ad  emularne  la  potenza  e  !a 
rapidita.  Ma,  la  Dio  merce,  anche  la  geometria  cominciera  pur  una  volta  ad  essere 
studiata  non  solo  per  isbieco  nelle  applicazioni  del  calcolo,  ma  con  metodi  suoi  propri, 
coi  metodi  che  costituiscono  Tessenza  delle  grandiose  scoperte  del  nostro  secolo.  Di 
quest!  metodi  geometrici  io  faro  uso  nelT  insegnamento  giovandomi  di  quanto  scrissero 
i  grandi  maestri  STEINEE,  OHASLES  e  MOBIUS,  i  quali  ai  nostri  tempi  hanno  rinnovato 
i  miracoli  de'  piu  famosi  antichi,  ETJCLIDE,  ARCHIMEDE,  APOLLQNIO. 

Giovani  alunni,  che  v'accingete  a  seguirmi  in  questo  corso  di  geometria  moderna, 
non  v'accostate  che  con  saldo  proposito  di  studi  pertinaci.  Senza  un' incrollabile  co- 
stanza  nella  fatica  non  si  giunge  a  possedere  una  scienza.  Se  questo  nobile  proposito 
e  in  voi,  io  vi  dico  che  la  scienza  vi  apparira  bella  e  ammiranda,  e  voi  Tamerete 
cosi  fortemente  che  d'allora  in  poi  gli  studi  intensi  vi  riusciranno  una  dolce  necessita 
della  vita.  Me  fortunate  se  potessi  raggiungere  lo  splendido  risultato  d'invogliare 
questa  generosa  gioventii  allo  studio  ed  al  culto  di  una  grande  scienza  che  ha  gia 
procacciato  tanta  gloria  agli  stranieri  e  ehe  fra  noi  non  ha  che  rarissimi  e  solitari  cultori ! 


*)  ^eggansi  le  Nate  4%  28a,  31a  e  32a  &§\VAp&rgu  e  la  Memoria  che  vi  fa  seguito,  indi  due 
Memorie  del  medesimo  autore>  sm  coni  e  sulle  eoniche  sferiche,  nel  tomo  VI  des  Nouveaux 
M&noires  de  I'Acad&mie  royaU  des  sciences  et  belles-lettres?  Bruxelles  1830.  Inoltre  si  legga 
Taureo  libro  del  sig.  JONQBI^EISS  :  Melanges  de  Greom&rie  pure,  Paris  1856. 
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Respingete  da  voi,  o  giovani,  le  malevole  parole  di  coloro  che  a  conforto  della 
propria  ignoranza  o  a  sfogo  d'irosi  pregiuclizi  vi  ehiederanno  con  ironico  sorriso  a 
che  giovino  quest!  ed  altri  studi,  e  vi  parleranno  dell' imp otenza  pratica  di  quegli 
uomini  che  si  consacrano  esclusivamente  al  progresso  di  una  scienza  prediletta.  Quan- 
d'anche  la  geometria  non  rendesse,  come  rende,  immediati  servigi  alle  arti  belle,  al- 
P  industria,  alia  meccanica,  all'astronomia,  alia  fisica ;  quancPanche/un'esperienza  secolare 
non  ci  amraonisse  che  le  piu  astratte  teorie  matematictie  sortono  in  un  tempo  piu  o 
meno  vicino  applicazioni  prima  neppur  sospettate ;  quand'anche  non  ci  stesse  innanzi 
al  pensiero  la  storia  di  tanti  illustri  che  senza  inai  desistere  dal  coltivare  la  scienza 
pura,  furono  i  piu  efficaci  promoted  della  presente  civilta  —  ancora  io  vi  direi :  questa 
scienza  e  degna  che  voi  Pamiate;  tante  sono  e  cosi  sublinri  le  sue  bellezze  ch'essa 
non  puo  non  esercitare  sulle  generose  e  intatte  anime  dei  giovani  un'alta  influenza 
educativa,  elevandole  alia  serena  e  inimitabile  poesia  della  verita!  I  sapientissirni  antiehi 
non  vollero  mai  scompagnata  la  filosofia,  che  allora  era  la  scienza  della  vita,  dallo 
studio  della  geometria,  e  PLATONE  scriveva  sul  portico  della  sua  accademia:  Nessuno 
entri  qui  se  non  e  geometra.  Lungi  dunque  da  voi  quest!  apostoli  delle  tenebre ;  amate 
la  verita  e  la  luce,  abbiate  fede  ne'  servigi  che  la  scienza  rende  presto  o  tardi  alia 
causa  della  civilta  e  della  liberta.  Credete  alPavvenire!  questa  e  la  religione  del 
nostro  secolo. 

0  giovani  felici,  cui  fortuna  concesse  di  assistere  ne'  piu  begli  anni  della  vita  alia 
risurrezione  della  patria  vostra,  svegliatevi  e  sorgete  a  contemplare  il  novello  sole 
che  fiammeggia  sulPorizzonte !  Se  la  doppia  tirannide  dello  sgherro  austriaco  e  del 
livido  gesuita  vi  teneva  oziosi  e  imbelli,  la  liberta  invece  vi  vuole  operosi  e  vigili. 
Nelle  armi  e  ne'  militari  esercizi  rinvigorite  il  corpo;  negli  studi  severi  e  costanti 
spogliate  ogni  ruggine  di  servitu  e  alia  luce  della  scienza  imparate  ad  esser  degni 
di  liberta.  Se  la  voce  della  patria  vi  chiama  al  campo,  e  voi  accorrete,  pugnate,  trionfate 
o  cadete,  certi  sempre  di  vincere:  le  battaglie  della  nostra  indipendenza  non  si  per- 
dono  piu.  Ma  se  le  armi  posano,  tornate  agli  studi  perocche  anche  con  questi  servite 
e  glorificate  Pltalia.  L'avvenir  suo  e  nelle  vostre  mani;  il  valore  de1  suoi  prodi  la 
strappera  tutta  dalle  ugne  dello  straniero,  ma  ella  non  durerebbe  felice  e  signora  di 
se'ove  non  la  rendesse  onoranda  e  temuta  il  senno  de'  suoi  cittadini.  Ancora  una 
volta  dunque,  o  giovani,  io  vi  dico:  non  la  turpe  inerzia  che  sfibra  anima  e  corpo, 
ma  i  militari  e  li  scientifici  studi  vi  faranno  ajutatori  alia  grandezza  di  questa  nostra 
Italia,  che  sta  per  rientrare,  al  cospetto  delPattonita  Europa,  nel  consorzio  delle  po- 
tenti  e  libere  nazioni,  con  una  sola  capitale,  ROMA,  con  un  solo  re,  VITTORIO  EMANUELE, 
con  un  solo  e  massimo  eroe,  GARIBALDI. 

Bologna*  novembre  1860. 


26. 

TRATTATO  DI  PROSPETTWA-RHJEVO. 
TRAITS  DE  PERSPECTIVE -RELIEF 

PAR   M.    POUDBA,    OFFICIER   SUP&OEUR  D'&TAT   MAJOR   ETC.    (aV6C  atlas). 

Paris,  J.  Corr6ard,  1860. 


II  Politecnico,  volume  XI  (1861),  pp.  103-108. 


Annunziamo  con  piacere  un'  importante  publicazione  del  signer  POUDRA,  valente 
eultore  della  geometria  moderna,  ben  noto  ai  lettori  del  giomale  matematico  redatto 
dal  signor  TERQUEM. 

aTutte  le  arti  d' imitazione  hanno  per  line  di  rappresentare  Tapparenza  offerta 
da  un  soggetto,  per  un  punto  di  vista  convenientemente  scelto ;  e  dunque  ovvio  che 
una  rappresentazione  qualsiasi  deve  sottostare,  al  pari  di  un  disegno  o  di  un  quadro, 
a  regole  analogue  a  quelle  della  prospettiva . . . 

Quando  si  vuol  fare  la  rappresentazione  di  una  o  piu  cose  prese  in  natura  e  co- 
stituenti  un  soggetto,  si  puo  procedere  in  diverse  maniere: 

L  Si  rappresenta  1'apparenza  che  il  soggetto  offre  da  un  punto  di  vista  scelto  ac- 
conciamente,  sopra  una  superficie  che  chiamasi  quadro,  secondo  Tordinario  metodo 
de'  pittori,  dietro  le  regole  della  prospettiva,  II  quadro  e  in  generale  una  superficie 
piana;  tnttavia  puo  essere  cilindrico,  come  ne1  panorami,  ovvero  sferico,  come  nelle 
volte.  In  questa  maniera  di  rappresentazione,  gli  oggetti,  che  in  natura  hanno  tre 
dimension!,  sono  rappresentati  da  figure  ehe  ne  hanno  due  sole ;  lo  sfondo  o  rilievo 
non  e  figurato  che  per  mezzo  di  effetti  di  prospettiva. 

2.  Qumdo  gli  scultori  yogliono  rappresentare  un  oggetto  qualsiasi,  come  un  per- 
sonaggio  o  un  soggetto  di  poca  estensioiie,  essi  impiegano  d'ordinario  Fintero  rilievo. 
Isso  altzo  noa  e  ehe  la  fedele  imitazione  del  modello  nelle  sue  tre  dimensioni,  ossia 
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e  cio  che  in  geometria  appellasi  una  figura  simile;  tale  rappresentazione  porge,  per 
un  punto  di  vista  qualunque,  la  stessa  apparenza  che  il  soggetto  guardato  dal  punto 
corrispondente.  Cosi  si  fanno  le  statue,  che  ponno  divenire  statuette  o  conservare 
le  dimension!  naturali,  ovvero  in  alcuni  casi  avere  proporzioni  piu  ragguardevoli. 
Ma  quando  Partista  vuol  rappresentare  un  soggetto  alquanto  esteso,  specialmente 
in  profondita,  quali  sono  per  lo  piu  i  soggetti  figurati  dai  pittori  nei  loro  quadri,  e 
manifesto  ch'egli,  per  venirne  a  capo,  dovra  rinserrare  il  suo  lavoro  entro  uno  spazio 
limitato,  in  guisa  da  farvi  entrare  1' imagine  di  oggetti  spesso  assai  lontani.  Cosi 
egli  non  puo  ritrarre  che  P  aspetto  offerto  dal  modello  considerato  da  un  punto  di  vista 
scelto  convenientemente ;  ma  ha  il  vantaggio  di  poter  diminuire  lo  sfondo  nel  senso 
de'  raggi  prospettivi,  senza  tuttavia  alt erar e  P apparenza:  egli  fa  allora  cio  che  chia- 
masi  basso  rilievo. 

I  bassi  rilievi  sono  dunque  imitazioni  della  natura,  rinchiuse  in  uno  spazio  che  ha 
minore  sfondo  del  soggetto. 

Noi  diciamo  che  queste  costruzioni  devono  essere  assoggettate  a  regole  geometriche 
analoghe  a  quelle  che  governano  la  prospettiva  piana;  per  dimostrar  cio  risaliamo  al 
principio  generale  su  cui  riposa  la  visione. 

Tutt'i  corpi  illuminati  in  un  modo  qualunque  diventano  alia  loro  volta  corpi  ri- 
schiaranti,  cioe  corpi  che  rimandano  luce  in  tutte  le  direzioni.  Fra  tutti  i  raggi  che 
partono  da  un  oggetto  illuminato,  ve  n'ha  un  fascio  che  arriva  alPocchio  dell'osserva- 
tore  e  gli  fa  discernere  P  oggetto.  Questi  raggi  formano  un  cono  il  cui  vertice  e  nel- 
Pocchio,  e  la  cui  base  altro  non  e  che  la  superflcie  visibile  delP oggetto:  formano,  cioe, 
il  cosi  detto  cono  prospettwo,  Se  sopra  ciascun  raggio  di  questo  cono  si  prende  un 
punto  che  tenga  luogo  di  quello  da  cui  il  raggio  si  parte,  e  produca  sulPocchio  la 
medesima  sensazione,  e  evidente  che  P  insieme  di  tutti  i  punti  analoghi,  terra  luogo 
delP  apparenza  delPoggetto  proposto.  Se  tutti  quei  punti  saran  presi  in  una  superficie 
piana,  quali  riuscirebbero  intersecando  il  cono  prospettivo  con  un  piano,  si  avra  la 
prospettiva  piana  del  modello,  ed  aggiungendovi  i  colori  secondo  le  norme  della  pro- 
spettiva aerea,  si  avra  un  quadro  che  potra  produrre  una  completa  illusione. 

3.  Se  in  luogo  di  prendere  que'  punti  intermedi  sopra  una  medesima  superficie 
piana  o  curva,  si  determinano  secondo  una  qualsivoglia  legge  di  continuita,  e  si  estende 
la  costruzione  non  solo  ai  punti  visibili  del  soggetto,  ma  anche  a  quelli  che  non  lo 
sono,  cioe  a  quelli  che  sono  mascherati  da  altri  punti  piu  vicini  alPocchio,  e  ovvio 
che  si  potra  formare,  colla  loro  riunione,  una  figura  in  rilievo,  cioe  dotata  di  tre  di- 
mensioni  come  il  modello,  tale  pero  che  potra  avere  assai  meno  di  sfondo  che  que- 
st'ultimo,  e  che  tuttavia  osservata  dal  punto  di  vista  prescelto  avra  Pidentica  appa- 
renza. La  figura  cosi  costruita  e  cio  che  diciamo  la  prospettiva  in  rilievo  del  soggetto. 
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Se  di  questa  figura  non  conserviamo  che  le  parti  visibili,  tralasciando  il  rimanente, 
o  tneglio  collegando  fra  loro  le  diverse  parti,  in  modo  da  dare  solidita  air  insieme  della 
costruzione,  si  avra  un  lasso  rilievo.  II  risultato  cosi  ottenuto  non  fara  forse  illusione 
come  un  dipinto,  perche  d'ordinario  non  vi  si  aggiungono  i  colori;  ma  esso  avra  altri 
preziosi  vantaggi,  quale  e  quello  di  poter  essere  costruito  in  material!  inalterabili  al 
sole,  alia  pioggia ;  e  <T  essere  percio  acconcio  a  servire  d1  ornamento  alP  esterno  o  nel- 
F  interne  dei  monument!. 

Dietro  quanto  s'e  detto,  se  bastasse  prendere  ad  arbitrio  su  ciascnn  raggio  un 
punto,  sens'  obbligo  d'osservare  altra  regola,  vi  sarebbe  un'  infinita  di  figure  che  po- 
trebbero  essere  prospettive  in  rilievo  di  uno  stesso  soggetto.  Ma  la  cosa  e  altrimenti. 
Cio  che  si  vuole  rappresentare  e  bensi  I'apparenza  del  soggetto  guardato  da  un  punto 
di  vista  unico ;  e  se  il  punto  da  cui  si  ha  a  considerare  la  prospettiva  fosse  rigoro- 
samente  limitato,  come  sarebbe  una  piccolissima  apertura  praticata  in  sottile  parete, 
potrebbesi  a  rigore,  con  una  costruzione  arbitraria,  avere  nna  figura  che,  per  quel- 
F unico  punto,  avrebbe  la  stessa  apparenza  del  soggetto;  onde  una  retta  potrebbe  es- 
sere sostituita  da  una  curva  essenzialmente  piana,  contenuta  nel  piano  prospettivo  della 
retta.  Ma  allora  e  evidente  che  se  Fosservatore  si  scostasse  dal  punto  di  vista,  la 
curva  non  rappresenterebbe  piu  per  lui  una  retta,  e  cosi  dicasi  del  resto ;  eppero  la 
figura  costruita  a  quel  modo  non  esprimerebbe  il  soggetto  dato,  ma  sarebbe  un'  ana- 
morfosi,  cioe  una  figura  che  non  offrirebbe  F  imagine  d1  oggetti  distinti,  se  non  collo- 
eando  F  occhio  in  una  determinata  posizione.  Siccome  effettivamente  il  punto  di  vista 
non  puo  essere  circoscritto  in  maniera  si  assoluta ;  e  F  occhio  puo  ad  ogni  istante  sco- 
starsene,  ed  in  sostanza  un  basso  rilievo,  del  pari  che  un  quadro,  deve  bensi  rap- 
presentare F  apparenza  offerta  dal  modello  per  un  unico  punto  di  vista,  ma  con  questa 
condizione  essenziale,  non  mai  bene  dichiarata  nei  trattati  di  prospettiva,  che  tale 
rappresentazione  sia  anehe  sodisfacente  per  tutte  le  posizioni  ove  F  occhio  possa  na- 
turataente  arrestarsi  ad  esaminarla ;  cosi  ne  risulta  essere  necessario  non  solo  che  ad 
un  ptinto  del  modello  corrisponda  un  punto  della  prospettiva  in  rilievo,  ma  inoltre 
che  ad  ogni  retta  compress  nel  modello  corrisponda  sempre  una  retta,  e  per  conse- 
che  ad  nn  piano  corrisponda  un  altro  piano. 

Per  consegnenza,  se  il  soggetto  da  ritrarsi  ed  il  punto  di  vista  sono  appieno  de- 
ti :  se  i  piani  che  devono  limitare  la  rappresentazione  sono  conosciuti  pel  loro 
site,  rignardo  al  soggetto  ed  al  punto  di  vista;  non  vi  potra  essere  assolutamente  che 
una  sok  fignra,  la  qnale  sodisfaccia  alle  diverse  condizioni  suenumerate,  eppero  sia 
la  prospettim  in  rilievo  del  dato  soggetto  „. 

EsfeteBo  gia  p«  la  coatraziow  dei  bassi  riUevi  regole  geometriche  che  guidino 
Fajrfeta  aellt  soa  oomjK^aoBe,  come  ve  ne  ha  nella  pittura?  Se  tali  regole  non  sono 
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osservate  nella  statuaria,  e  egli  bene  prescriverne,  e  saranno  esse  accettate,  owero 
si  reputeranno  incompatibili  col  fine  cui  si  mira  nel  basso  rilievo  e  contrarie  alF  in- 
dipendenza  reclamata  dal  genio  delFartista? 

Queste  domande  si  propose  il  signor  CHASLES  nel  rapporto  ch'  egli  fece  all'Acca- 
demia  di  Francia,  intorno  all'  opera  del  POUDRA.  Alle  quali  egli  assai  saviamente  seppe 
rispondere,  interrogando  la  storia  dell'arte. 

"  Basso  rilievo  e  una  costruzione  poco  sporgente  da  un  foado  piano  o  curvo,  de- 
stinata  a  rappresentare  Finsieine  di  piu  oggetti  formanti  una  scena,  che  puo  occupare, 
sopratutto  in  profondita,  un5  estensione  piu  o  meno  grande.  Le  dimension!  di  questa 
scena  ponno  trovarsi  singolarmente  diminuite  di  sfondo  nel  basso  rilievo;  e  Farte  dello 
scultore  consiste  nello  inspirare  allo  spettatore,  come  fa  la  pittura  in  un  semplice  quadro, 
non  solo  il  sentimento  delle  forme  particolari  delle  varie  parti  della  scena,  ma  anche 
il  sentimento  delle  loro  posizioni  rispettive  e  delle  vere  distanze  de'  diversi  piani  in 
cui  esse  si  trovano.  Queste  due  condizioni  riunite  offriranno  air  occhio  e  all'  intelletto 
Fapparenza  e  F  imagine  perfetta  del  soggetto,  come  esso  esiste  realmente  e  natural- 
mente;  e  tale  e  il  piu  elevato  fine  che  possa  proporsi  Farte  del  basso  rilievo. 

Le  decorazioni  teatrali,  benche  vi  si  faccia  uso  della  pittura  e  di  tutti  i  suoi  spe- 
dienti  per  produrre  illusione  alF  occhio,  partecipano  essenzialmente  alF  arte  del  basso 
rilievo  e  dipendono  dalle  stesse  regole  di  costruzione,  perche  la  prospettiva  vi  si  fa 
sopra  piani  different!  e  diversamente  spazieggiati. 

Lo  stesso  vale  delF  architettura  de'  grandi  edifizi,  ove  si  ha  a  determinare,  dietro 
quelle  regole,  la  disposizione  delle  diverse  parti  del  monumento,  e  le  forme  e  pro- 
porzioni  de'  suoi  ornamenti,  come  colonne,  statue,  volte,  ece.,  avuto  riguardo  al  loro 
allontanamento  in  isfondo  ed  in  elevazione. 

La  composizione  de'  giardini,  uno  de'  rami  dell' architettura  ove  ha  la  piu  gran 
parte  F  effetto  prospettivo,  desume  anch'  essa  i  suoi  principj  dall'arte  del  basso  rilievo. 

La  scienza  de'  bassi  rilievi  non  fe  dunque  circoscritta  all'  arte  plastica,  propriamente 
detta,  ma  e  anzi  suscettibile  d'  applicazioni  svariate,  aventi  tutte  per  fine  principale 
Fimitazione  e  F  illusione. 

Cio  dovrebbe  autorizzarci  a  sperare  di  rinvenire  nelF  antichita  alcune  tracce  delle 
regole  che  hanno  potuto  guidare  gli  artisti  nelle  loro  composizioni.  Imperocche  e  noto 
il  gusto  de'  Greci  e  de'  Romani  pei  templi  e  pei  teatri,  e  si  sa  ch'  essi  avevano  scritto 
sulla  scenografia,  la  quale  divenne  un'  arte  partieolare  fondata  sui  principj  della  pro- 
spettiva. 

La  perfezione  delle  loro  opere  in  tutto  rilievo,  comprovata  dalle  testimonianze  di 
ammirazione  che  molti  storici  contemporanei  ci  hanno  trasmesse  e  dai  modelli  che  a 
noi  sono  pervenuti,  sarebbe  un  altro  argomento  per  pensare  ch'  essi  abbiano  coltivato 
con  buon  esito  anche  Farte  del  basso  rilievo. 

,  tomo  I.  17 
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Tuttavia  i  loro  numerosi  lavori  in  questo  genere  non  rispondono  all'  idea  che  ab- 
biamo  enunciato  sulla  destinazione  e  sul  carattere  de'  bassi  rilievi,  considerati  nella 
maggior  perfezione,  e,  sotto  questo  aspetto,  hanno  dato  luogo  a  vive  critiche  .....  "  Se 

*  ben  si  esamina  la  maggior  parte  de'  bassi  rilievi  anticlii,  si  trovera  ch7  essi  non  sono 
tt  veri  tassi  rilievi,  ma  opere  di  tutto  rilievo,  tagliate  in  due  d'alto  in  basso,  di  cui  una 

*  meta  e  stata  applicata  e  fissata  sopra  un  fondo  tutto  unito  *)  „  . 


prima  del  quindieesimo  secolo  Parte  del  basso  rilievo  ha  assunto  presso  i  modern! 
il  suo  carattere  d'  imitazione.  L'  iinportante  innovazione  e  dovuta  a  LORENZO  GEIBERTI 
che  nelle  porte  del  paradise  applico  tutti  gli  aiuti  della  prospettiva  lineare,  di  cui  egli 
aveya  gia  fatto  uso  con  grande  successo  nella  pittura. 

"La  buonaprova  fatta  da  G-HIBERTI  fu  Porigine  della  nuova  scuola  fondata  sulla 
pratica  della  prospettiva.  Questo  genere  s1  incontra  nella  maggior  parte  de'  bassi  rilievi 
degli  scultori  celebri  del  quindieesimo  e  del  sedicesiino  secolo  .  .  .  Nel  secolo  decimo- 
settimo  il  basso  rilievo  fece  un  nuovo  progress*)  che  gli  permise  di  emulare  la  pittura 
ne'  quadri  storici  in  grande.  Fu  un  altro  italiano,  il  celebre  scultore  ALGARDI,  che  con- 
cepi  e  mando  ad  effetto  questa  estensione  dell'  arte,  componendo  in  basso  rilievo  un 
vasto  quadro  di  storia.  La  riuscita  fu  prodigiosa,  e  d'allora  in  poi  il  basso  rilievo 
divenae  una  nuova  maniera  cli  dipingere,  i  cui  principj  si  identificarono  con  quelli  della 
pittura  propriamente  detta. 

Bisogna  dunque  distinguere,  nelParte  del  basso  rilievo,  la  scuola  antica  e  la  moderna  ; 
gli  spedienti  di  questa,  sconosciuti  alia  prima  o  almeno  da  essa  raramente  e  lievemente 
usati,  sono  dovuti  alia  pratica  della  prospettiva  nella  rappresentazione  delle  varie 
parti  del  soggetto  e  nel  degradamento  delle  loro  distanze. 

Questa  conclusione  risolve  la  quistione  che  ci  eravamo  proposta  e  ci  autorizza  a 
dire,  insieme  coi  grandi  maestri  e  coi  piu  giudiziosi  apprezzatori  delle  loro  opere,  che 
per  dare  all'  arte  del  basso  rilievo  tutta  1'  estensione  e  Peccellenza  di  esecuzione  di 
eui  e  suscettibile,  e  d'uopo  assoggettarla  alie  leggi  rigorose  della  prospettiva,  nel 
mo«do  che  la  pittura  si  felicemente  vi  si  e  sottomessa,  verso  la  stessa  epoca  del  quin- 
dieesimo secolo. 

Ma  quali  sono  queste  leggi  rigorose  desunte  dai  principj  della  prospettiva,  che  i  mo- 
derni  scultori  hanno  applicato  con  suecesso  si  grande,  da  doverle  risguardare  come  il 
vero  fondamento  dell'  arte  del  basso  rilievo?  Ossia,  per  dare  al  quesito  una  forma  piu 
seientifica,  diremo:  dato  un  soggetto  o  modello,  in  qual  modo  si  costruira  una  nuova 
fig*ira  che  offira  in  tutt1  i  sensi  quelle  degradazioni  di  distanze,  quali  si  osservano  nella 
sempliee  pn^pettiva  sppra  UB  piano? 


*)  PmitRAULT,  Paratt&e  <tes  anciens  ei  des  modemes. 
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Questa  domanda  costituisce  un  bel  problema  di  geometria,  indipendentemente  dalle 
sue  applicazioni  alF  arte  del  basso  rilievo.  Sarebbe  assai  interessante  il  poter  rinvenire, 
in  qualche  scritto  de'  celebri  scultori  che  hanno  seguito  GHIBEBTI  nella  sua  felice  inno- 
vazione,  almeno  un  cenno  delle  regole  ch'  essi  osservavano  per  isciogliere  praticamente 
il  probleina.  Ma  sgraziatamente  essi  non  ne  fanno  parola.  GHIBERTI  aveva  scritto  un 
trattato  sulla  scultura,  ov'e  verosimile  ch'ei  dichiarasse  aleune  regole  pratiche;  ma 
quell'  opera  rimase  manoscritta.  Si  dice  che  ne  esista  ancora  una  copia  in  una  biblio- 
teca  di  Firenze.  Facciamo  voti  perch' essa  richiami  a  se  1'attenzione  del  governo  o 
di  alcuno  zelante  cultore  delle  arti  e  della  scienza...  „ 

II  primo  scritto  in  cui  troviamo  aleune  regole  per  la  costruzione  de'  bassi  rilievi 
e  di  BOSSE  (1648),  il  quale  le  aveva  probabilmente  ricevute  dal  celebre  DESARGUES. 
Un  altro  scritto  sui  bassi  rilievi  fu  publicato  un  secolo  piu  tardi  da  PETITOT  a  Parma. 
Ma  le  regole  succinte  di  BOSSE  e  di  PETITOT  erano  incomplete  ne'  principj  e  nell'appli- 
cazione,  e  non  formavano  una  teoria  de'  bassi  rilievi.  II  primo  libro,  a  nostra  saputa, 
nel  quale  la  cosa  sia  stata  considerata  sotto  Taspetto  geometrico,  benche  ancora  esclu- 
sivamente  pratico,  e  il  Saggio  sulla  prospettiva  dei  rilievi  di  BREYSIG  (1792). 

"  In  seguito,  il  problema  de'  bassi  rilievi  e  stato  trattato,  sebbene  per  incidenza 
e  con  brevita,  in  un'  opera  di  pura  geometria,  con  quella  precisione  e  con  quella  chia- 
rezza  che  sono  proprie  delle  teorie  matematiche  considerate  in  tutta  la  loro  genera- 
lita  e  in  quel  grado  d'  astrazione  che  loro  spetta.  Alludiamo  al  Traite  des  proprieties 
projectives  des  figures  dell'illustre  PONCELET  (1822),  L'autore  mirando  ad  applicare  alle 
figure  a  tre  dimension!  il  metodo  desunto  dai  principj  della  prospettiva  lineare  per  la 
dimostrazione  delle  proprieta  delle  figure  piane,  imagino  un  processo  analogo  di  de- 
forniazione  delle  figure  a  tre  dimensioni,  ch'  egli  chiamo  teoria  delle  figure  omologiche 
o  prospettiva  in  rilievo. 

In  queste  figure  i  punti  si  corrispondono  a  due  a  due,  e  sono  su  rette  concorrenti 
in  uno  stesso  punto,  chiamato  centra  di  omologia;  a  rette  corrispondono  rette,  e  per 
conseguenza  piani  a  piani;  due  rette  o  due  piani  corrispondenti  si  intersecano  mu- 
tuamente  sopra  un  piano  invariabile,  detto  piano  d'omologia. 

Dopo  aver  fatto  uso  assai  esteso  di  questo  metodo,  come  mezzo  di  prova  e  di 
ricerca  in  geometria  razionale,  il  signor  PONCELET  mette  in  chiaro  che  due  figure  omo- 
logiche riuniscono  tutte  le  condizioni  da  osservarsi  nella  costruzione  de'  bassi  rilievi 
e  nelle  decqrazioni  teatrali.  E  1'autore  finisce  con  queste  parole:  u  nous  laisserons  aux 
"  artistes  instruits  le  soin  de  d6velopper  ces  id6es  de  la  maniere  convenable,  pour  les 
"  mettre  a  la  port6e  du  grand  nombre  de  ceux  qui  ex^cutent  „. 

Tuttavia  non  era  quest'  opera  riserbata  agli  artisti  propriamente  detti,  qualunque 
fosse  il  loro  merito,  poiche  essa  esigeva  necessariamente  il  geometra  aMtuato  alle 
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speculazioni  della  scienza,  il  solo  a  cui  appartenga  di  trattare  le  quistioni  matema- 
tiche  colla  precisione  e  la  lucidita  che  ne  spianano  tutti  gl1  impediment!  „. 

II  signer  POTJDRA,  antico  allievo  della  scuola  politecnica  di  Francia,  si  6  proposto 
di  dar  seguito  alle  idee  di  PONCELET,  e  cio  lo  ha  condotto  a  comporre  un'  opera  ( or  qui 
annunziata),  che  presentata  all' accademia  delle  scienze  ne  fu  approvata. 

L' opera  e  divisa  in  due  parti;  nella  prima  Fautore  tratta,  da  un  punto  di  vista 
generale,  la  costruzione  delle  figure  omologiche  ossia  la  prospettiva  in  rilievo ;  e  nella 
seconda  tratta  delle  applicazioni  particolari  di  quella  teoria  alia  costruzione  de'  bassi 
rilievi  propriamente  detti,  alle  decorazioni  teatrali  ed  all' architettura  dei  grandi 
edifici. 

Termineremo  colle  parole  del  signor  CHASLES: 

"  Senz'avere  il  pensiero  di  prescrivere  agli  artisti  Tuso  eselusivo  delle  regole  rigo- 
rose,  basate  sulla  teoria  geometrica  sviluppata  dal  POTJDRA,  noi  esprimeremo  pero  il 
convincimento  che,  in  tutti  i  lavori  d'arte  ove  si  miri  all'  imitazione,  per  mezzo  d'effetti 
d'  apparenza  e  d*  illusione,  si  potra  sempre  consultare  con  frutto  questo  libro,  ove  allato 
di  regole  sicure  e  precise  quanto  quelle  della  prospettiva  piana,  di  cui  la  pittura  fa 
un  si  felice  uso,  trovansi  acute  osservazioni  e  giudizi  motivati  che  si  cercherebbero 
forse  invano  in  altri  scritti  composti  in  an  intento  puramente  artistico  „. 


27. 

SULLE  SUPERFICIE  GOBBE  DEL  TERZ'OBDINE. 


Atti  del  Reale  Istituto  Lonibardo,  volume  II  (1861),  pp.  291-302. 


1.  lo  mi  propongo,  in  questa  Memoria,  d'  investigare  eoi  raetodi  della  pura  geome- 
tria,  alcune  interessanti  proprieta  delle  superficie  gobbe  del  terz'ordine.  Non  so  se 
altri  siasi  gia  occupato  di  questo  argomento. 

Avro  a  far  uso  della  seguente  proposizione,  dovuta  alFillustre  CHASLES:  Se  sopra 
una  data  retta  si  ha  una  serie  di  punti  m,  ed  una  serie  di  segment!  m'  m"  in  invo- 
luzione,  e  se  le  due  serie  sono  projettive  (cioe  si  corrispondono  anarmonicamente),  vi 
sono  in  generale  tre  punti  m,  ciascuno  de'  quali  coincide  coll'  uno  o  colTaltro  de1  suoi 
corrispondenti  M',  m".  Infatti,  presa  un'origine  o  sulla  data  retta,  s'indichi  con  e  il 
segmento  om,  e  con  x  1'uno  o  Taltro  de1  segment!  cm',  om!';  la  projettivita  delle  due 
serie  sara  generalmente  espressa  da  un'equazione  della  forma: 


ove,  posto  x=0,  Fequazione  risultante  e  del  terzo  grado  in  a\  da  cui  si  conclude  la 
verita  dell'enunciato  teorema.  I  tre  punti  accennati  si  ottengono  geometricamente, 
mediante  le  eleganti  costruzioni  date  dallo  stesso  signor  CHASLES*). 

2,  Devesi  al  celebre  matematico  inglese  CATLET  1'importante  osservazione,  che 
in  una  superficie  gobba  Vonline  e  eguale  alia  classe.  Infatti,  il  numero  delle  generatrici 
rettilinee  incontrate  da  una  retta  arbitraria  e  evidentemente  eguale  al  numero  dei 
punti  comuni  a  questa  retta  ed  alia  superficie,  ed  anche  al  numero  de'  piani  tangenti 
che  per  la  retta  stessa  si  possono  condurre.  Segue  da  cio,  che  alle  superficie  gobbe, 
di  qualsivoglia  ordine,  compete  quella  dualita  di  proprieta  geometriche  che  si  riscontra 


*)  Gompfes  rendus  de  I'Academie  de  Paris,  torn.  XLI,  pag.  677,  Veg'gansi  anche  i  Melanges 
geom&rie  pure  del  signor  JONQUI&RBS,  pag.  162. 
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nelle  superficie  del  second'ordine,  appunto  perche  esse  sono  in  pari  tempo  della  se- 
conda  classe. 

Per  espriinere  con  una  sola  parola  il  doppio  concetto  foil*  or  dine  e  della  classe, 
diro  che  uaa  superficie  gobba  e  del  grado  w,  quando  una  retta  arbitraria  incontra  n 
sue  generatrici  rettilinee. 

3.  Sia  proposta  una  superficie  gobba  £  del  terzo  grado ;  assunte  ad  arbitrio  quattro 
generatrici  G,  H,  K,  L,  siano  D,  E  le  clue  rette  ctie  le  incontrano  tutt'e  quattro.  Cia- 
scuna  delle  rette  D,  E  ha  quattro  punti  in  comune  colla  superficie  data,  eppero  giace 
per  intero  in  essa. 

Considero  ora  il  piano  EG,  il  quale  contenendo  gia,  oltre  la  retta  E,  la  genera- 
trice  G,  seghera  la  superficie  in  una  nuova  generatrice  G',  poiche  la  sezione  fatta  da 
un  piano  qualsivoglia  e  una  linea  d'ordine  eguale  a  quello  della  superficie.  Le  tre 
rette  E,  G?  G'  costituiscono  la  completa  intersezione  di  quel  piano  colla  superficie  ; 
dunque  il  piano  medesimo  sega  tutte  le  generatrici  in  punti  appartenenti  alia  retta 
E;  ossia,  tutte  le  generatrici  della  superficie  £  incontrano  la  retta  E.  Per  la  stessa 
ragione,  esse  incontrano  la  retta  D ;  dunque  Dy  E  sono  due  direttrici  rettilinee  della 
proposta  superficie,  E  evidente  che  non  vi  puo  essere  una  terza  direttrice  rettilinea ; 
eppero : 

Ogni  superficie  gobba  del  terzo  grado  ammette  due  direttrici  rettilinee. 

Considerando  di  nuovo  il  piano  EGG',  e  ritenendo  che  le  generatrici  G,  G'  incon- 
trino  la  direttrice  E  in  due  punti  distinti,  esse  andranno  necessariamente  ad  incon- 
trare  Patera  direttrice  D  in  uno  stesso  punto,  la,  cioe,  dove  questa  attraversa  il  piano 
EGG'.  In  questo  punto  la  direttrice  e  incontrata  da  due  generatrici,  eppero  ivi  la 
superficie  2  ammette  due  piani  tangenti,  DG  e  DG';  dunque,  quello  e  un  punto  doppio. 
AnaJogamente  e  un  punto  doppio  quello  in  cui  la  direttrice  D  e  incontrata  da  qualunque 
altra  generatrice:  il  che  significa  essere  D  una  retta  doppia  sulla  superficie  X.  Da 
ogni  punto  di  D  partono  due  generatrici,  situate  in  un  piano  passante  per  E .  Ogni 
piano  passante  per  D  contiene  una  sola  generatrice:  la  retta  D  conta  per  due  nel 
grado  della  sezione.  Ossia: 

Ogm  mperficie  gobba  del  ter#o  grado  ha  una  retta  doppia,  la  quale  e  una  delle 
due  dweUrici  rettUinee. 

4.  Una  superficie  gobba  di  terzo  grado  non  puo  avere  altra  linea  multipla.  In 
fatti,  tm  piano  qualsivogUa  sega  la  superficie  in  una  linea  del  terz'ordine,  e  le  linee 
multiple  di  quella  in  punti,  che  sono  multipli  per  questa  linea.  Ora,  una  linea  del 
terz'ordiae  EOB  puo  avere  pift  di  un  punto  multiplo,  senza  degenerare  nel  sistema  di 
ma  retfea  ed  una  eonica,  o  nel  sistema  di  tre  rette;  e  d'altronde  se  un  piano  qualsi- 

w  segasse  la  superfide  secondo  una  retta  ed  uaa  conica,  ovvero  secondo  tre  rette, 
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la  superficie  stessa  sarebbe  evidentemente  il  cornplesso  di  un  piano  e  d'una  super- 
ficie  di  second' ordine,  ovvero  di  tre  piani. 

Ne  la  retta  singolare  D  puo  divenire  cuspidate,  in  luogo  d'essere  puramente  doppia. 
Perchfc,  se  in  ogni  punto  di  D  i  due  piani  tangenti  alia  superficie  eoincidessero,  coin- 
ciderebbero  anco  le  due  generatrici  che  partono  da  quello ;  eppero  da  ogni  punto  di 
D,  come  da  ogni  punto  di  E,  partirebbe  una  sola  generatrice.  Dunque  le  rette  D,  E 
sarebbero  dalle  generatrici  divise  omograficamente,  e  la  superficie  diverrebbe  un 
iperboloide. 

Se  una  superficie  di  terz'ordine  ha  una  retta  doppia,  ogni  piano  passante  per  questa 
seghera  la  superficie  in  una  retta;  dunque: 

Ogni  superficie  di  ter^ordine,  nella  quale  sia  una  retta  doppia,  e  rigata. 

5.  Dal  fatto  che  per  ciascun  punto  della  direttrice  doppia  D  passano  due  genera- 
trici poste  in  un  piano  passante  per  la  seconda  direttrice  E,  risulta  che : 

In  ciascun  punto  della  retta  doppia  di  una  s^tperftc^e  gobba  di  terzo  grado,  quest  a 
e  toccata  da  due  piani;  tali  coppie  di  piani  formano  urf  involw&ione.  Ciascun  piano  pas- 
sante per  Valtra  direttrice  rettilinea  tocca  la  superficie  in  due  punti;  tali  coppie  di  punti 
sono  in  involuzione.  Le  due  involuzioni  sono  prospettive  (cioe  i  piani  della  prima  pas- 
sano pei  punti  della  seconda). 

In  altre  parole :  siccome  le  generatrici  della  superficie  £  a  due  a  due  incontrano 
in  uno  stesso  punto  la  retta  doppia  D,  e  sono  in  un  piano  passante  per  Faltra  diret- 
trice E,  cosi  esse  generatrici  determinano  coi  loro  punti  d'appoggio  una  serie  di  seg- 
menti  in  involuzione  sulla  retta  E,  ed  una  semplice  serie  di  punti  sulla  retta  D ;  e  le 
due  serie  si  corrispondono  anarmonicamente.  Se  T  involuzione  ha  i  punti  doppj  reali, 
e  siano  a',  V,  da  essi  partiranno  due  generatrici  A,  B,  che  andranno  ad  incontrare  la 
retta  doppia  D  nei  corrispondenti  punti  a,  b.  Questi  due  punti  hanno  dunque  la  speciale 
proprieta,  che  da  ciascun  d'essi  parte  una  sola  generatrice,  cioe  in  ciascun  d'essi  i  due 
piani  tangenti  coincidono.  Per  conseguenza,  essi  sono  due  punti  cuspidali.  I  piani  tangenti 
in  questi  punti  incontrano  la  direttrice  E  in  a'  e  V.  E  del  pari  evidente  che  i  due  piani 
EA,  EB  hanno,  fra  tutti  i  piani  passanti  per  E,  Fesclusiva  proprieta  di  contenere,  ciascuno, 
una  sola  generatrice,  che  conta  per  due  nel  grado  della  sezione;  eppero  ciascuno  di 
questi  piani  tocca  la  superficie  lungo  tutta  la  rispettiva-  generatrice. 

Le  generatrici  della  superficie  £  determinano  a  due  a  due  una  coppia  di  piani 
passanti  per  D,  ed  un  solo  piano  passante  per  E ;  ossia  determinano  due  fasci  projet- 
tivi,  Tuno  doppio  involutorio  di  piani  passanti  per  D3  Taitro  semplice  di  piani  pas- 
santi per  E.  I  piani  DA,  DB  sono  evidentemente  i  piani  doppj  dell'  involuzione  anzi- 
detta.  Dunque: 

I  punti  ne^  quali  le  generatrici  di  una  superficie  gobba  di  ter#o  grado  si  appoggiano 
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aUe  due  direttrki  rettilinee,  formano  su  queste  due  serie  projettive;  ed  invero,  una  serie 
semplice  di  punti  sulla  retta  doppia,  ed  una  serie  di  segmenti  in  involuzione  sulV  altra 
direttrice.  I  punti  doppj  di  questa  involuzione  corrispondono  ai  punti  cuspidali  della  retta 
doppia. 

I  piani  passanti  per  I'  una  a  per  Valtra  delle  due  direttrici  rettilinee  di  una  super- 
fide  gobba  di  ierzo  grado,  formano  due  fasci  projettivi;  ed  invero,  un  fascio  dopplo 
ifivol-utorio  intorno  alia  retta  doppia,  ed  un  fascio  semplice  intorno  alia  seconda  diret- 
trice.  1  piani  doppj  delV  involuzione  sono  quelli  che  toecano  la  superficie  nei  punti 
cuspidali  della  retta  doppia. 

6.  Studiamo  ora  la  questione  inversa.  Sian  date  due  serie  projettive  di  punti, 
Tuna  semplice  su  d'una  retta  D,  Taltra  doppia  involutoria  sopra  un'altra  retta  E; 
le  due  rette  non  situate  in  uno  stesso  piano.  Di  qual  grado  e  la  superficie  luogo 
delle  rette  che  uniscono  i  punti  corrispondenti  delle  due  serie?  Immagino  una  retta 
arbitraria  T,  e  per  essa  un  fascio  di  piani  prospettivo  alia  serie  di  punti  su  D.  Questo 
fascio  determinera  sulla  retta  E  una  serie  di  punti  omografica  a  quella  data  su  D; 
eppero  in  E  avremo  due  serie  projettive  di  punti,  Tuna  semplice  e  Taltra  doppia  in 
involuzione.  Tali  serie  sopra  una  stessa  retta  ammettono  in  generale  tre  punti  doppj  ; 
dunque  la  retta  arbitraria  T  incontra  tre  generatrici,  ossia  la  superficie  descritta  e 
del  terzo  grado.  Per  essa  la  retta  D  e  evidentemente  la  retta  doppia,  ed  E  e  la 
seeonda  direttrice.  Dunque: 

Data  una  serie  di  segmenti  in  involuzione  sopra  una  retta  ed  una  serie  semplice 
di  pun£it  projektiva  alia  prima  serie,  sopra  un'  ultra  retta,  le  rette  che  uniscono  i  punti 
corrispondenti  delle  due  serie  formano  una  superficie  del  terw  grado. 

Analogamente  si  dimostra  che: 

Dato  un  fascio  involutorio  di  piani  passanti  per  una  retta,  ed  un  altro  fascio  sem- 
pliee,  projettivo  al  primo,  di  piani  passanti  per  una  seconda  retta,  le  rette  interse^ioni 
dey  piani  corrispondenti  formano  una  superficie  del  ter&o  grado. 

A  questi  teoremi  puo  anche  darsi  un'altra  espressione.  Sia  o  un  punto  fisso  preso 
ad  arbitrio  nella  retta  doppia  D;  ^  un  punto  fisso  in  E;  sia  m  un  punto  qualunque 
in  1;  m'  il  punto  che  gli  corrisponde  in  D.  Allora  la  corrispondenza  anarmonica  delle 
due  serie  di  punti  in  D,  E  sara  espressa  da  un'equazione  della  forma: 


(I)  gm*  ^omr  +  ft}  -}~  qm  (v,  om  +  ft)  +  p.  om'-{-  o  =  0, 

X,  {i,,  v,  jr,  p>  o  ^>no  eostanti.  Dunque: 

Se  ia  due  rette  date  si  prendono  due  punti  fissi  g,  or  e  due  punti  variabili  m,  m\  in 
efae  fra  i  segmenti  gm,  om1  abbia  luogo  la  relazione  (1),  la  retta  mm'  genera  una 
superieie  <W  terzo 
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Un  analogo  enunciate  si  puo  dedurre  dalla  considerazione  de'  due  fasci  di  piani,  di 
cui  le  rette  D,  E  sono  gli  assi. 

7.  Una  superficie  gobba  di  terzo   grado   e  completaniente   individuata  dalle  due 
serie  projettive  di  punti  in  D,  E.  Cio  posto,  e  ovvio  come  si  risolverebbe  il  problema: 

Costruire  le  tre  generatrici  incontrate  da  una  retta  data. 

La  soluzione  di  questo  problema  riducesi  alia  costruzione  de'  tre  punti  doppj  di 
due  serie  projettive,  V  una  semplice  e  Taltra  involutoria,  sopra  una  medesima  retta. 

E  del  pari  facilissimo  vedere  come  si  risolvono  questi  altri  problerni: 

Per  quattro  rette,  a  due  a  due,  non  situate  in  uno  stesso  piano,  e  per  un  punto 
dato,  far  passare  una  superficie  gobba  di  terzo  grado.  (Due  soluzioni,  o  nessuna). 

Costruire  la  superficie  gobba  di  terzo  grado  di  cui  sian  date  la  retta  doppia  e  la 
seconda  direttrice,  ed  inoltre  cinque  generatrici  (ovvero  cinque  punti).  (Una  soluzione). 

8.  Prendiamo  ora  a  considerare  un  piano  tangente  qualsivoglia  della  superficie  £, 
il  quale  non  passi  ne  per  D,  ne  per  E.   Esso,  oltre  al  contenere  una  generatrice, 
seghera  la  superficie  secondo  una  conica,  la  quale  e  incontrata  dalla  generatrice  in 
due  punti,  e  questi  sono  i  due  punti  doppj  in  virtu  de'  quali  la  sezione,  che  in  ge~ 
nerale  e  una  curva  del  terz'ordine,  si  risolve  qui  in  una  retta  ed  una  conica.  Ma  anche 
il  punto  in  cui  il  piano  dato  sega  la  retta  doppia,  dev'essere  un  punto  doppio  per 
la  sezione;  dunque  uno  de'  punti  in  cui  la  generatrice  incontra  la  conica,  appartiene 
alia  retta  doppia.  L'altro  punto  e  quello  in  cui  il  piano  tocca  la  superficie;  ossia: 

Ogni  piano  tangente  ad  una  superficie  gobba  del  terzo  grado,  il  quale  non  passi  per 
una  delle  direttrici  rettilinee,  sega  la  superficie  secondo  una  conica  die  e  incontrata 
dalla  generatrice  posta  nel  piano  stesso  in  due  punti.  Uno  di  questi  e  il  punto  di  con- 
tatto  del  piano  colla  superficie;  Valtro  e  il  punto  in  cui  la  generatrice  s'appoggia  alia 
retta  doppia. 

E  per  conseguenza: 

La  retta  doppia  di  una  superficie  gobba  del  terso  grado  si  appoggia  a  tutte  le  co- 
niche  inscritte  in  questa. 

Ne  risulta  anche  che  nessuna  di  queste  coniche  incontra  la  seconda  direttrice,  e 
che  nessuna  conica  posta  in  un  piano  tangente  non  passante  per  una  direttrice  si 
risolve  in  due  rette. 

Osservo  inoltre,  che  i  piani  EA,  EB  (reali  o  immaginarj) ,  toccando  la  superficie  £ 
lungo  tutta  una  generatrice  per  ciascheduno,  toccano  anche  le  coniche  in  essa  in- 
scritte; ossia: 

I  piani  tangenti  (reali  o  immaginarj)  che  per  la  direttrice  non  doppia  di  una  su- 
perficie gobba  del  terzo  grado  si  possono  condurre  ad  una  c&nica  inscritta  in  questa, 
sono  anche  tangenti  a  tutte  le  altre  coniche  inscritte  nella  medesima  superficie.  1  punti 
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di  contatto  sono  situati  nelle  due  generatrici,  che  incontrano  la  retta  doppia  ne'  punti 
cuspidali. 

9.  Qual  e  il  grado  della  superficie  generata  da  una  retta  che  si  rnuova  appog- 
giaudosi  costantemente  ad  una  coaica  K  e  a  due  rette  D,  E,  la  prirna  delle  quali 
incontri  la  eonica  in  un  punto?  Immagino  una  retta  arbitrariaT;  tutte  le  rette  che 
simultaneamente  incontrano  le  tre  rette  D,  E,  T,  formano  un  iperboloide,  il  quale  sega 
il  piano  della  eonica  K  secondo  un'altra  eonica.  Le  due  coniche  passano  emtrambe  per  la 
traccia  di  D,  eppero  si  segheranno  generalmente  in  tre  altri  punti ;  ossia  1'  iperboloide 
ha  tre  generatrici  appoggiate  alia  eonica  K ;  dunque  tre  sono  le  rette  che  incontrano 
a  un  tempo  D,  E,  T  e  K,  eppero: 

La  superficie  generata  da  una  retta  mobile  che  si  appoggi  costantemente  ad  una 
eonica  ed  a  due  rette,  una  delle  quali  abbia  un  punto  comune  colla  eonica,  e  del  ter&o 
grado.  La  direttrice  rettilinea  che  ha  un  punto  comune  colla  eonica,  e  la  retta  doppia 
della  superficie. 

Viceversa,  ogni  superficie  gobba  del  terzo  grado  ammette  tale  generazione. 

10.  Se  consideriamo  la  direttrice  E  ed  una  eonica  K  inscritta  nella  superficie  S ,  ad 
ogni  punto  delFuna  di  esse  corrisponde  un  punto  neH'altra,  e  viceversa:  i  punti  cor- 
rispondenti  sono  quelli  per  cui  passa  una  stessa  generatrice  della  superficie,  Ossia: 

Le  generatrici  di  una  superficie  gobba  del  tertso  grado  detenninano  sulla  direttrice 
rettUinea  non  doppia,  e  sopra  una  qualsivoglia  eonica  inscritta  nella  superficie,  due  serie 
projettwe  di  punti. 

lo  ho  gia  dimostrato,  nella  Meinoria  Sur  qmlques  proprietes  des  lignes  gauches  de 
troisieme  ordre  et  classe*),  il  teorema  inverso: 

Date  due  serie  projettive  di  punti,  Vuna  sopra  una  retta  e  Valtra  sopra  una  eonica, 
sitt^aie  comunque  nello  $pa#io,  le  rette  che  uniscono  i  punti  corrispondenti  formano  una 
superficie  del  terzo  grado. 

11.  In  virtu  del  principio  di  dualita,  possiamo  anche  enunciare  i  seguenti  teoremi, 
che  si  dimostrano  colla  stessa  facilita  de'  precedent!. 

Un  punto  qudunque  di  una  superficie  gobba  del  terzo  grado,  il  quale  non  giaccia 
in  una  dette  due  direttrici  rettilinee^  e  U  vertice  di  un  cono  di  secondo  grado,  circo- 
scriMo  a  quetta*  De?  due  piani  tangenti  a  questo  cono,  che  in  generate  ponno  condursi 
p&  la>  gmeratriee  passante  per  qud  punto,  Vuno  passa  per  la  direttrice  non  doppia, 
m&fttre  ?<Mro  e  il.  piano  tangente  alia  superficie  data  nel  vertice  del  cono. 

Ogni  cono  di  secondo  grado,  circcscritto  ad  una  superficie  gobba  del  ter#o,  ha  un 
tangmte  passawfe  per  la  direttrice  non  doppia  di  questa. 

ifc,  Band  58,  pag-.  138.  [Queste  Opere,  n.  24]. 
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La  superficie  generate  da  una  retta  mobile,  la  quale  si  appoggi  a  due  rette  date,  e  si 
trovi  ad  ogni  istante  in  un  piano  tangente  di  un  dato  cono  di  secondo  grado,  un  piano 
tangente  del  quale  passi  per  una  di  quelle  due  rette,  e  del  tenzo  grado. 

La  retta  doppia  di  una  superficie  gobba  di  terzo  grado  incontra  nella  stessa  coppia 
di  punti  (reali  o  immaginarj),  doe  nei  punti  cuspidali,  tutti  i  coni  di  secondo  grado 
circoscritti  alia  superficie.  1  piani  tangenti  ai  coni  in  g/uei  punti  passano  per  le  due 
genemtrici  che  s'appoggiano  alia  retta  doppia  nei  punti  medesimi. 

Dati  due  fasci  projettivi,  I'uno  di  piani  tangenti  ad  un  cono  di  secondo  grado, 
Valtro  di  piani  passanti  per  una  retta,  le  rette  intersegioni  de'  piani  corrispondenti 
formano  una  superficie  del  terso  grado  (per  la  quale  la  retta  data  e  la  direttrice 
doppia). 

12.  Considero  una  generatrice  Gr  appoggiata  alia  retta  doppia  D  nei  punto  g.  Se 
intorno  a  quella  generatrice  si  fa  rotare  uu  piano,  esso  sega  la  superficie  i  secondo 
una  conica  che  passa  costantemente  pel  punto  g,  ed  ivi  tocca  un  piano  fisso,  cioe  quel 
piano  DGr'  die  passa  per  la  direttrice  doppia,  e  per  quella  generatrice  Gr'  che  appog- 
giasi  pure  in  g  alia  retta  D.  II  polo  della  retta  G-  rispetto  a  quella  conica  si  trovera 
dunque  nei  piano  DG-'.  Ma  siccome  la  generatrice  G  incontra  anche  Taltra  direttrice  E, 
cosi,  se  per  questa  s:  immaginano  condotti  i  piani  tangenti  alia  conica,  il  piano  EG 
ed  inoltre  il  piano  EF  conjugate  armonico  di  quest' ultimo  rispetto  ai  due  primi,  e 
evidente  che  il  piano  EF  deve  pure  passare  per  quel  polo.  Ora,  i  piani  DG',  EF  sono 
fissi,  cioe  non  variano,  comunqtie  ruoti  intorno  a  G  il  piano  della  conica;  dunque, 
variando  questo  piano,  il  polo  di  G-  rispetto  alia  conica  variabile  percorre  la  retta  F 
comune  ai  piani  DG',  EF,  Ossia: 

I  poli  di  una  stessa  generatrice  di  una  superficie  gobba  del  ter#o  grado,  relatwi  a 
tutte  le  coniche  in  essa  inscritte  e  poste  in  piani  passanti  per  yuella  generatrice,  sono 
in  una  retta  appoggiata  alle  due  direttrici  della  superficie  medesima. 

Variando  la  generatrice  G,  varia  la  corrispondente  retta  F,  che  pero  rimane  sempre 
appoggiata  alle  D,  E ;  onde  segue,  che  il  luogo  della  retta  F,  e  un'altra  superficie 
gobba  del  terzo  grado,  che  ha  le  rette  direttrici  in  coinune  colla  data:  superficie,  che 
e  evidentemente  polare  reciproca  della  proposta  I .  Ossia : 

H  luogo  dei  poli  delle  generatrici  di  una  superficie  gobba  del  ter^o  grado,  rispetto 
alle  coniche  inscritte  in  questa  e  poste  in  piani  rispettivamente  passanti  per  le  genera- 
trici  medesime,  e  un'altra  superficie  gobba  del  terzo  grado,  polare  reciproca  della  data. 

Da  quanto  precede  segue  inoltre : 

Se  intorno  ad  una  retta  fissa  si  fa  girare  un  piano,  e  in  questo  si  descriva  una 
conica  toccante  un  piano  fisso  'nei  punto  in  cui  esso  e  incontrato  da  quella  retta;  se  nd 
movimento  del  piano,  la  conica  si  deforma  appoggiandosi  costant&mente  ad  una  seconda 
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retta  fissa,  e  in  mode  eke  il  polo  della  prima  retta  rispetto  alia  conica  scorra  su  d'una 
term  retta  data  nel  piano  fisso;  la  conica  generera  una  superficie  golla  del  tergo  grado, 
per  la  quale  le  prime  due  rette  date  sono  generatrici,  mentre  la  retta  che  imisce  i  loro 
punti  $  imontro  col  piano  fisso  e  la  retta  doppia. 

13.  Ecco  i  teoremi  correlativi: 

1  piani  polari  di  una  stessa  generatrice  di  una  superficie  gobba  del  terao  grado, 
nspeUo  a  tutt"  i  com  di  secondo  grado  circoscritti  a  q/uesta  ed  aventi  i  verbid  in  quella 
generatrice,  passano  per  una  retta  appoggiata  alle  due  direttrici  della  superficie  goVba. 
H  Imgo  ddle  rette  analogue  a  questa,  e  corrispondenti  alle  diverse  generatrici,  e  un'altra 
superficie  gobba  del  terzo  grado,  polare  reciproca  della  data  (la  stessa  del  nurnero  pre- 
eedeate). 

Se  un  cono  di  secondo  grado,  mobile,  percorre  col  vertice  una  retta  ftssa,  e  passa 
per  un  punto  fisso,  nel  quale  sia  toccato  da  un  "piano  passante  per  quella  retta;  se 
indtre  il  cono  ha  costantemente  un  piano  tangente,  passante  per  una  seconda  retta  fissa,  e 
se  il  piano  polare  della  prima  retta,  rispetto  al  cono,  ruota  intorno  ad  una  terza  retta  data, 
passante  pel  punto  fisso;  V invilitppo  di  quel  cono  sara  ^^na  superftcie  goVba  del  terzo 
grado.,  per  la  glide  le  prime  due  rette  date  smo  generatrici,  mentre  la  retta  interse- 
zione  de*  piani  da  esse  determinate  col  pimto  fisso  e  la  direttrice  non  doppia. 

14.  Supponiaino  che  una  superficie  gobba  S  di  terzo  grado  sia  individuata  per 
mezzo  delle  due  direttrici  e  di  cinque  generatrici.   Condotto  un  piano  per  una  di 
queste,  esso  sara  un  piano  tangente  della  superficie.  Si  domanda  il  punto  di  contatto. 

Questo  piano  seghera  la  retta  doppia  in  un  punto  #,  situato  sulla  generatrice  per 
eui  passa,  e  seghera  le  altre  generatrici  ne'  punti  A,  fe}  I,  m.  La  conica,  intersezione 
della  superfieie  col  piano  tangente,  e  determinata  dai  cinque  punti  g,  \  Tc,  I,  m ;  e  si 
tratta  di  trovare  il  punto  in  cui  la  generatrice  G-  passante  per  g  la  sega  di  nuovo.  A 
tale  intento,  basta  ricorrere  al  teorema  di  PASCAL.  Le  rette  G,  Im  concorrono  in  un 
punto  p\  le  'hg,  km  in  #;  la  pq  incontri  hi  in  r\  la  rk  seghera  G  nel  punto  cercato.  k 

Sia  invece  dato  un  punto  sopra  una  delle  cinque  generatrici,  e  si  domandi  il  piano 
ete  ivi  toeca  la  superficie.  Quel  punto  determina  colla  direttrice  non  doppia  un  piano  a, 
passante  per  la  generatrice  G,  di  cui  si  tratta,  e  colle  altre  quattro  generatrici  altret- 
taeti  piani  pf  Y,  S,  s.  Questi  cinque  piani  determinano  il  cono  di  secondo  grado,  cir- 
wseritto  alia  superficie  E,  ed  avente  il  vertice  nel  punto  dato*  Si  tratta  dunque  di 
trorare  il  sacoado  piano  tangente  a  questo  cono,  passante  per  quella  generatrice  G 
per  cii  passa  gia  a.  Le  rette  Gr,  8s  determinate  un  piano  pi;  le  £*,  73  un  altro  piano  v ; 
le  f$,  $»  on  terzo  piano  ur;  le  rette  iq,  G  individueranno  il  piano  desiderate. 

Un  piano  qualsiToglia  dato  sega  le  sette  rette,  mediante  le  quali  e  individuata  la 
supezfide  E,  in  altretoati  puatt  appartenenti  alia  curva  di  terz'ordine,  secondo  la  quale 
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il  piano  sega  la  superficie.  Fra  quei  punti,  quello  che  spetta  alia  direttrice  doppia, 
e  il  punto  doppio  della  sezione.  Ora  una  curva  del  terz'ordine  con  punto  doppio  e 
completamente  determinata  da  questo  e  da  sei  punti  ordinarj ,  e  si  sa  costruirla  colle 
intersezioni  di  due  fasci  projettivi,  1'uno  di  rette  e  Taltro  di  coniche*). 

Colla  costruzione  eorrelativa  si  otterra  il  cono  circoseritto  alia  superficie  I,  ed 
avente  il  vertice  in  un  punto  dato  arbitrariamente  nello  spazio. 

15.  Considero  ancora  un  piano  che,  passando  per  la  generatrice  G  seghi  la  super- 
ficie S  in  una  conica,  ed  immagino  il  cono  avente  per  base  questa  conica  ed  il  vertice 
in  un  punto  o,  preso  ad  arbitrio  sulla  retta  doppia  D .  Questo  cono  ha  evidentemente 
per  generatrici  la  retta  D  e  quelle  due  generatrici  di  £  che   passano  per  o ;  inoltre 
lo  stesso  cono  e  toccato  lungo  D  dal  piano  DG',  ove  G'  sia  la  generatrice  di  I  che  in- 
contra  la  retta  doppia  insieme  con  G. 

E  pure  evidente  che,  comunque  ruoti  quel  piano  intorno  a  G,  eppero  varii  il  cono 
per  mezzo  del  quale  vedesi  dal  punto  fisso  o  la  conica,  sezione  della  superficie  2, 
quelle  tre  generatrici  e  quel  piano  tangente  restano  invariabili ;  onde  si  ha  un  fascio 
di  coni  aventi  in  comune  tre  generatrici  ed  il  piano  tangente  lungo  una  di  queste. 
Siccome  poi,  ad  ogni  piano  condotto  per  G  corrisponde  un  determinate  cono  nel 
fascio,  e  reciprocamente,  cosi  i  coni  anzidetti  ed  i  piani  per  G  si  corrispondono  anar- 
monicamente,  cioe  formano  due  sistemi  proiettivi.  Dunque: 

/  piani  tangenti  di  una  superficie  golfba  del  terzo  grado,  passanti  per  una  stessa 
generatrice,  ed  i  coni  per  megzo  dd  'quali  si  veggono  da  un  punto  fissato  ad  arbitrio  sulla 
retta  doppia  le  coniche  inscritte  nella  superficie  e  paste  in  quei  piani,  formano  due 
fasci  projettivi. 

Osserviamo  che  quando  il  piano  mobile  intorno  a  G  passa  per  D,  la  conica  dege- 
nera  nel  sistema  di  due  rette  coincidenti  colla  stessa  D;  eppero  il  corrispondente 
cono  e  il  sistema  dei  due  piani  che  toccano  la  superficie  1  nel  punto  o.  Questa  os- 

servazione  giovera  per  cio  che  segue.  [  Anche  al  piano  GE  corrisponde  un  cono  riducen- 
tesi  a  due  piani :  il  piano  DG'  ed  il  piano  delle  due  generatrici  per  o,  cioe  il  piano  oE.  \ 

16.  Sian  dati  due  fasci  projettivi,  Funo  di  piani  passanti  per  una  data  retta  G, 
Faltro  di  coni  di  secondo  grado  passanti  per  tre  date  generatrici  0,  0'  (queste  due 
reali  o  immaginarie)  e  D,  e  toccanti  lungo  quest' ultima  un  piano  dato.  Supponiamo 
inoltre  che  le  rette  D,  G  siano  in  uno  stesso  piano,  al  quale  corrisponda,  nel  secondo 
fascio,  il  sistema  de'  due  piani  DO,  DO'.  Di  qual  natura  e  la  superficie  luogo  delle 
coniche  intersezioni  dei  piani  del  primo  fascio  coi  coni  corrispondenti  del  secondo  ? 


*)  JONQUI&RBS,  M&anges>  e£c.,  pag.  190. 
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Una  retta  arbitraria  incontra  il  fascio  di  coni  in  una  doppia  serie  di  punti  in 
involuzione,  ed  il  fascio  di  piani  in  una  semplice  serie  di  punti,  projettiva  alia  priraa. 
Le  due  serie  hanno  in  generate  tre  punti  doppj,  eppero  la  superficie  richiesta  e  del 
terz'ordine.  E  evidente  die  essa  conterra  le  quattro  rette  date.  Inoltre,  siccome  il 
piano  DG  sega  il  cono  corrispondente,  cioe  il  sistema  de5  piani  DO,  DO'  secondo  una 
conica  che  riducesi  ai  sistema  di  due  rette  coincident!  (DD),  cosi  la  retta  D  e  doppia 
sulla  superficie,  e  per  conseguenza  questa  e  gobba. 

17.  II  principio  di  dualita  somministra  poi  queste  altre  proprieta: 

I  punti  di  ima  generatrice  di  una  superficie  gobba  del  terzo  grado,  considerati  come 
vertici  tfaltrettanti  coni  di  secondo  grado  circoscritti  a  questa,  e  le  coniche  interse#ioni 
di  questi  coni  con  uno  stesso  piano  condotto  ad  arbitrio  per  la  direttrice  non  doppia, 
formano  due  sistemi  projettivi. 

Sian  dati  due  sistemi  projettivi,  1'uno  di  pUnti  sopra  una  retta  G,  Taltro  di  co- 
niche  tangenti  due  rette  date  0,  0'  (reali  o  no),  ed  un'altra  retta  data  E  in  un  punto 
dato.  Supponiamo  inoltre  che  le  rette  E,  G  siano  concorrenti  in  un  punto,  al  quale 
corrisponda,  nel  secondo  sistema,  il  coinplesso  de'  due  punti  EO,  EO'  (risguardato 
come  un  inviluppo  di  seconda  classe) .  La  superficie  inyiluppata  dai  coni  che  passano 
per  quelle  eoniche  ed  hanno  i  vertici  ne'  corrispondenti  punti  di  G,  e  gobba  e  del 
terzo  grado;  per  essa  la  retta  E  e  la  direttrice  non  doppia,  e  G,  0,  0'  sono  tre 
generated. 

Dalle  cose  che  precedono,  consegue  che: 

Una  superficie  gobba  del  ter&o  grado  e  individuata  dalla  retta  doppia,  da  tre  punti, 
e  da  tre  generatrici,  due  delle  gwali  (reali  o  immaginarie)  si  appoggino  atta  retta  doppia 
in  uno  stesso  punto. 

Una  superficie  gobba  del  ter#o  grado  e  individuata  dalla  retta  doppia  e  da  nove 
punti. 

Una  superficie  gobba  del  tenzo  grado  e  individuata  dalla  direttrice  non  doppia,  da 
tre  piani  tangenti  e  da  tre  generatrici,  due  dalle  quali  (reali  o  no)  siano  in  uno  stesso 
pmno  eotta  direttrice. 

Una  miperfieie  gobba  dd  terzo  grado  e  individuata  dalla  direttrice  non  doppia  e  da 
no®e  jww  tmgmti. 

Ecc.  ece, 

18.  Data  HE  punto  qualunque  o  nello  spazio,  la  sua  prima  superficie  polare,  ri- 
spetto  alia  saperficie  £,  &,  per  la  nota  teoria  delle  curve  e  delle  superficie  polari,  del 
seoond'ordme.  Se  per  o  eondueiaitto  un  piano  K  arbitrario,  esso  sega  la  superficie  S 
seeondo  uaa  Mnea  del  terzo  oirdine,  cbe  ha  un  punto  doppio  nell'intersezione  del  piano  rc 
colk  retta  doppia  R.  L0  stesso  piaao  «  segherf,  la  auperficie  prima  polare  di  o  secondo 
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una  conica,  la  quale  e  la  polare  di  o  rispetto  all'anzidetta  linea  del  terz'ordine.  Ma 
e  d'altronde  noto,  che  quando  una  linea  del  terz'ordine  ha  un  punto  doppio,  tutte  le 
prime  polari  passano  per  esso;  dunque: 

La  prima  superficie  polare  di  un  punto  arbitrario  rispetto  ad  una  superficie  gobba 
del  terzo  grado  e  un  iperboloide  passante  per  la  reUa  doppia  *). 

Se  quel  piano  segante  x  si  facesse  passare  per  uno  de'  due  punti  cuspidali  della 
retta  doppia,  la  sezione  avrebbe  ivi  un  punto  doppio  con  due  tangenti  coincident!, 
doe  una  cuspide  o  regresso ;  eppero,  siccome  e  noto  che  una  linea  del  terz'  ordine, 
avente  una  cuspide,  e  ivi  toccata  da  tutte  le  coniche  prime  polari,  cosi: 

I  piani  che  toccano  una  superficie  gobba  del  ter#o  grado  ne'  punti  cuspidali  della  retta 
doppia,  sono  tangenti  nei  medesimi  punti  all9  iperboloide  polare  di  un  punto  arbitrario  **). 

Se  immaginiamo  ancora  il  piano  segante  rc,  come  sopra,  e  noto  ***)  che  la  retta 
tirata  da  o  al  punto  doppio  della  linea  di  terz'ordine  e  la  tangente  in  questo  punto 
alia  conica  polare,  sono  conjugate  armoniche  rispetto  alle  due  tangenti  della  linea  di 
terz'ordine  nel  punto  stesso;  dunque: 

In  un  punto  qualunque  della  retta  doppia  di  una  superficie  goVba  del  terzo  grado, 
Vangdo  de'  due  piani  tangenti  a  questa  superficie  e  diviso  armonicamente  dal  piano  che 
ivi  tocca  V  iperboloide  polare  e  dal  piano  condotto  al  polo  t). 

II  piano  oD  condotto  dalla  retta  doppia  al  polo,  tocchera  esso  pure  T  iperboloide 
polare  in  un  punto  o'  (della  retta  D) ;  eppero,  in  virtu  del  precedente  teorema,  nel 
punto  o'  il  piano  tangente  air  iperboloide  e  uno  dei  piani  che  nel  punto  stesso  toccano 
la  superficie  I.  Per  trovare  il  punto  o',  si  conduca  il  piano  oD  che  seghi  la  seconda 
direttrice  E  nel  punto  o";  il  piano  tangente  alia  superficie  £  in  o",  seghera  eviden- 
temente  la  retta  doppia  nel  punto  desiderato. 


*)  |  La  prima  polare  di  un  punto  arbitrario  rispetto  ad  una  superficie  gobba  d1  ordine 
qualunque  passa  per  la  curva  doppia  di  questa  superficie.  | 

**)  { I  piani  che  toccano  una  superficie  gobba  qualunque  nei  punti  cuspidali  della  curva 
doppia  sono  tangenti  nei  medesimi  punti  'alia  prima  polare  di  un  punto  arbitrario.  | 

###)  Veggasi  1'eccellente  trattato  On  the  higher  plane  curves  dell' illustre  g-eometra  irlandese 
GIOROIO  SALMON  (Dublin,  1852,  pag.  61). 

f)  |  In  un  punto  qualunque  m  della  curva  doppia  di  una  superficie  gobba  d'  ordine  n 
(ha  luogo  la  stessa  propriety  per  una  superficie  qualunque  che  abbia  un  punto  biplanarem) 
Tang'olo  di  due  piani  tangenti  a  questa  superfieie  e  diviso  armonicamente  dal  piano  ehe  ivi 
toeca  la  prima  polare  di  un  punto  arbitrario  o  e  dal  piano  condotto  al  polo  o  (per  la  retta 
tangente  in  m  alia  curva  doppia).  Ne  segue  che  la  superficie  data  e  la  prima  polare  di  o  si 
toccheranno  (oltre  ai  punti  cuspidali)  in  quei  punti  della  curva  doppia  dove  la  prima  polare  e 
toccata  da  piani  passanti  per  o;  eio6  ne'  punti  ove  la  curva  doppia  e  incontrata  dalla  seconda 
polare  di  o.  j 
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19.  Iinmaginiamo  il  piano  0E,  condotto  pel  polo  e  per  la  direttrice  non  doppia; 
esso  sega  la  superficie  I  secondo  il  sistema  di  tre  rette,  doe  la  direttrice  E  e  due 
generatrici,  le  quali  incontrino  E  in  due  punti  w,  v,  e  siano   appoggiate   alia  retta 
doppia  nel  punto  w.  La  conica  polare  di  o,  rispetto  al  triangolo  uvw,  e  circoscritta 
al  triangolo  stesso,  com'e  notissimo;  eppero  i  punti  u,  v  sono  quelli  ne'  quali  la  retta 
E  6  incontrata  dalP  iperboloide  polare.  Ma  i  punti  w,  v  sono  anche  quelli  in  cui  il 
piano  0E  tocca  la  superficie  I,  doe  sono  due  punti  conjugati  di  quelP  involuzione  che 
le  generatrici  della  superficie  del  terzo  grade  formano  sulla  direttrice  E;  dunque: 

La  direttrice  non  doppia  di  una  superficie  gobba  del  terw  grado  e  divisa  armonica- 
mente  dai  piani  tangenti  ne'  punti  cuspidali  e  doll'  iperboloide  polare  di  un  punto  ar- 
bitrario. 

E  per  conseguenza: 

La  direttrice  non  doppia  di  una  superficie  goVba  del  terzo  grado  e  tangente  all' iper- 
boloide polare  di  un  punto  qualunque,  preso  in  uno  del  due  piani  che  passano  per  la 
direttrice  medesima  e  per  uno  de'  punti  cuspidali. 

Viceversa,  perche  un  iperboloide  passante  per  la  retta  doppia,  e  tangente  ne'  punti 
cuspidali  alia  superficie  S,  possa  essere  la  superficie  polare  di  alcun  punto  nello  spazio, 
basta  ch'esso  passi  per  una  coppia  di  punti  conjugati  dell' involuzione  esistente  sulla 
retta  E. 

20.  Vediamo  ora  come  si  possa  costruire  P  iperboloide  polare  di  un  dato  punto  o. 
La  retta  che  partendo  da  o  si  appoggia  alle  direttrici  D,  E  della  superficie  E,  incon- 
trera,  oltre  D,  un'altra  generatrice,  dello  stesso  sistema,  dell'  iperboloide.  Per  trovare 
questa  generatrice,  considers  le  generatrici  A,  B  passanti  pel  punti  cuspidali  (vedi 
il  m*  5),  Sia  p  il  piano  conjugate  armonico  del  piano  o  (AD)  (BE)  *)  rispetto  ai  due 
AD,  BE,  e  sia  p'  il  eoniugato  di  AD  rispetto  ai  due  p,  BE.  E  facile  vedere  che  il 
piano  p'  passa  per  la  generatrice  desiderata.  Analogamente  si  trova  un  piano  a'  pas- 
sante per  la  retta  intersezione  de1  piani  AE>  BD ;  e  la  generatrice  ricMesta  e  la  retta 
secondo  cui  si  segano  i  piani  p',  a'. 

Cio  posto,  P  iperboloide  polare  si  puo  generare  mediante  P  intersezione  de*  piani 
comspondenti  di  due  fasci  omografici,  gli  assi  de'  quali  siano  le  rette  D  e  pV;  po- 
Bendo  come  corrispondenti  i  piani  AD  e  o7;  BD  e  p';  oD  ed  dfa'a'). 

La  precedents  costruzione  mostra,  che  se  il  polo  o  si  trova  nel  piano  AD,  P  iper- 
t»oMde  dege&era  im  un  eono  di  secondo  grado  col  vertice  in  a;  e  se  o  si  trova  nel 
BD,  P  iperboloide  diviene  tm  cono  col  vertiee  in  &;  dunque: 

1  pfami  che  twemo  una  superficie  gcfoba  del  terzo  grado  nef  suoi  punti  cuspidali, 


il  piaro  pa^oite  per  a  e  per  la  retta  intersezione  dei  piani  AD,  BE. 
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sono  il  luogo  de'  punti  le  cui  prime  superficie  polari  siano  coni  di  secondo  grado.  I 
vertici  di  questi  coni  sono  gli  stessi  punti  cuspidali  *). 

21.  Abbiamo  gia  veduto  (n.°  6)  come  si  puo  generate  la  superficie  gobba  del  terzo 
grado  mediante  P  intersezione  de'  piani  corrispondenti  di  due  fasci  projettivi,  Puno 
semplice  intorno  ad  E,  Paltro  doppio  involutorio  intorno  a  D.  Quindi  il  luogo  delle 
intersezioni  de'  piani  corrispondenti  de5  tre  fasci,  i  cui  assi  sono  le  rette  D,  E,  p'o', 
sara  la  curva  di  quart 'or  dine**),  secondo  la  quale  si  segano  la  superficie  2  e  Piper- 
boloide  polare.  Ma  possiamo  considerare  la  cosa  piu  generalmente,  come  segue. 

Sian  dati  tre  fasci  projettivi  di  piani,  Puno  semplice  intorno  alPasse  E;  il  secondo 
doppio  involutorio  intorno  alPasse  D;  il  terzo  omografico  al  secondo  e  colPasse  C. 
Quale  e  la  curva  luogo  delle  intersezioni  de1  piani  corrispondenti?  Un  piano  qualsi- 
voglia  sega  i  tre  fasci  di  piani  secondo  altrettanti  fasci  di  rette,  de'  quali  il  primo 
ed  il  secondo  generano,  colle  mutue  intersezioni  de'  raggi  omologhi,  una  curva  del 
terz'ordine  con  un  punto  doppio  (Pintersezione  diD);  rnentre  il  secondo  ed  il  teizo 
fascio  generano  una  conica  passante  pei  loro  centri,  eppero  pel  punto  doppio  della 
prima  curva.  Le  due  curve,  avendo  in  comune  un  punto  che  e  doppio  per  Puna  di 
esse,  si  segheranno  generalmente  in  altri  quattro  punti;  dunque  la  curva  generata 
dai  tre  fasci  di  piani  e  del  quart' ordine,  poiche  un  piano  qualunque  la  sega  in 
quattro  punti, 

I  piani  del  secondo  e  del  terzo  fascio  determinant)  sulla  retta  E  due  divisioni  omo- 
grafiche,  che  in  generate  ammettono  due  punti  doppj ;  dunque  la  curva  in  questione 
si  appoggia  alia  retta  E  in  due  punti. 

Invece  i  piani  del  primo  e  del  terzo  fascio  determinano  sulla  retta  D  due  serie 
projettive,  Puna  semplice  e  Paltra  doppia  involutoria;  tali  serie  hanno  tre  punti  doppj, 
i  quali  sono  quelli  in  cui  la  curva  si  appoggia  alPasse  D.  Cosi  pure  la  curva  mede- 
sima  si  appoggia  in  tre  punti  sulla  retta  C. 

II  primo  e  il  secondo  fascio  generano  una  superficie  gobba  del  terzo  grado,  mentre 
il  secondo  e  il  terzo  fascio  generano  un  iperboloide;  D  e  la  retta  doppia  della  prima 
superficie,  ed  e  anche  una  generatrice  della  seconda.  La  curva  di  cui  si  -tratta  e  Pin- 
tersezione delle  due  superficie,  astrazion  fatta  dalla  retta  D.  Ora,  ogni  generatrice 


*)  |  Se  il  polo  o  e  preso  nel  piano  A  che  tocea  una  superficie  gobba  qualunque  in  un 
punto  cuspidale  a  della  curva  doppia,  o  sarli  un  punto  doppio  della  quadrica  polare  (As)  di  a ; 
dunque  a  sar&  un  punto  doppio  della  prima  polare  di  o.  Cio6  ogni  punto  del  piano  A  ha  la 
prima  polare  dotata  di  un  punto  doppio  in  a.  Ne  segue  eke  i  piani  tangent!  alia  superficie 
gobba  fondamentale  ne'  punti  cuspidali  fanno  parte  della  Steineriana.  | 

**)  Dico  del  quart'ordine,  perch&  le  due  superficie  hanno  gi£  in  comune  una  retta  che  e 
doppia  per  Tuna  di  esse. 

Cremona,  tomo  I.  18 
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dell' iperboloide,  del  sistema  a  cui  appartiene  D,  incontra  la  superficie  del  terzo  grado, 
eppero  anche  la  curva  di  quart'ordine,  in  tre  punti.  Invece,  ogni  generatrice  delP  iper- 
boloide, delFaltro  sistema,  essendo  appoggiata  alia  retta  doppia,  incontra  la  superficie 
del  terzo  grado,  e  quindi  la  curva  di  quart'ordine,  in  un  solo  punto.  Questa  proprieta 
basta  per  mostrare  quanto  questa  curva  sia  diversa  dalla  curva,  dello  stesso  ordine, 
intersezione  di  due  superficie  del  secondo.  Dunque: 

11  luogo  delle  intersezioni  del  piani  corrlspondenti  di  ire  fasci  projettivi,  il  primo 
semplice  di  piani  passanti  per  una  stessa  retta,  il  secondo  doppio  involutorio  di  piani 
passanti  per  im'atira  retta,  il  terzo,  omografico  al  secondo,  di  piani  passanti  per  una 
terza  retta  data,  e  una  curva  del  quart'ordine,  -per  la  quote  passa  wi'  unica  superficie 
del  second' ordine,  ?  iperboloide,  doe,  generato  daW  intersezione  degli  ultimi  due  fasci. 
Ciascuna  generatrice  deW  iperboloide,  del  sistema  a  cui  appartengono  la  seconda  e  la 
term  retta  data,  incontra  quella  curva  in  tre  punti,  mentre  ogni  generatrice  delValtro 
sistema  non  V  incontra  che  in  un  solo  punto. 

Ciascuno  riconoscera  qui  le  proprieta  di  quella  curva  che  P  illustre  STEINEE  *)  trovo 
come  intersezioae  di  una  superficie  (non  rigata)  del  terz'ordine  con  un  iperboloide 
passante  per  due  rette  situate  in  quella  superficie,  ma  non  nello  stesso  piano.  Benche 
nel  teorema  superiore,  la  superficie  del  terz'ordine  non  sia  qualunque,  ma  rigata,  e 
1' iperboloide  abbia  con  essa  in  comune,  non  due  rette  distinte,  ma  la  retta  doppia, 
tuttavia  la  curva  da  me  incontrata  e  generale  quanto  quella  del  sommo  geometra  ale- 
manno.  In  altra  occasione  mi  propongo  di  dimostrare  questa  proprieta,  ed  anche  che, 
data  una  curva  di  tale  natura,  eppero  dato  P  iperboloide  che  passa  per  essa,  ogni 
generatrice  deli5  iperboloide,  appoggiata  alia  curva  in  tre  punti,  puo  essere  presa  come 
retta  doppia  di  una  superficie  gobba  del  terzo  grado,  passante  per  la  curva,  ed  avente 
per  seconda  direttrice  la  retta  congiungente  due  punti  dati  della  curva  medesima. 
Intanto  proporrei  che  a  questa  si  desse  la  denominazione  di  curva  gobba  del  quart* or- 
dine  e  di  seconda  specie. 

22.  Ritornaiido  all1  iperboloide  polare  del  punto  o,  rispetto  alia  superficie  S, 
cerchiamo  quali  siano  i  tre  punti  in  cui  la  curva  intersezione  delle  attuali  due  su- 
perficie, si  appoggia  alia  retta  doppia  D.  Essi  sono  i  punti  doppj  delle  due  serie 
projettive  determinate  su  questa  retta  dai  fasci  che  baiino  per  assi  le  rette  E  e 
pV.  Ma  in  questi  fasci  si  corrispondono  i  piani  AE  e  o';  BE  e  p;;  o'E  ed  o'(p'ar). 
Dunque : 

V  iperbdoide  polare  di  un  punto  qucdunque,  rispetto  ad  una  superficie  gobba  del  terzo 
grada,  sega  questa  secondo  una  curva  del  quarFordine  e  di  seconda  specie^  che  passa 


*)  Journal  fttr  dte  rdne  imd  angewandte  Mathematik,  Band  53. 
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pei  tre  punti  delta  retta  doppia,  ove  le  due  super/me  si  toecano  (cioe  ne'  punti  a,  &,  d )  *). 

23.  La  seconda  superficie  polare  del  punto  o  e  il  piano   polare  di  o  relative  al- 
T  iperboloide  polare.  E  assai  facile  la  costruzione  di  quel  piano.  Siccome  un  piano  e 
determinato  da  tre  punti,  cosi  se  da  o  si  tirano  tre  trasversali,  ciascuna  segante  la 
superficie  S  in  tre  punti,  il  piano  cercato  sara  il  piano  polare  del  punto  o  rispetto 
al  triedro  formato  da  tre  piani  condotti  per  quelle  intersezioni  (in  modo  pero  che  ogni 
piano  contenga  un  punto  di  ciascuna  trasversale).  II  modo  piu  semplice  di  ottenere 
un  tale  triedro  e  quello  di  prendere  i  piani  o'E,  wD,  yD,  ove  u,  v  sono  i  punti  consi- 
derati  al  n.°  19.  E  ben  noto  come  si  costruisce  il  piano  polare  di  un  punto  rispetto 
ad  un  triedro.  II  vertice  del  triedro  anzidetto  e  il  punto  o',  eppero  il  piano  polare  di 
o  passera  per  o',  cioe: 

II  piano  polare  di  un  punto  dato,  rispetto  ad  una  superficie  gobba  del  terzo  grado, 
incontra  la  retta  doppia  nel  punto  in  GUI  qimta  superficie  e  toccata  da  un  piano  pas- 
sante  pel  polo. 

Siccome  il  punto  d  appartiene  alia  curva  di  quart'ordine,  intersezione  della  super- 
ficie S  coll' iperboloide  polare  di  o,  cosi  il  piano  polare  incontrera  questa  curva  in 
altri  tre  punti  r,  s,  t  (de'  quali  uno  solo  e  reale  quando  i  punti  u,  v  sono  reali ;  ed 
invece  tutti  sono  reali  quando  questi  ultimi  sono  immaginarj). 

24.  Se  il  polo  o  appartiene  alia  superficie  S,  r  iperboloide  polare  contiene  la  ge- 
neratrice  corrispondente,  eppero  la  curva  d'  intersezione  si  decompone  nel  sistema  di 
questa  generatrice  e  di  una  cubica  gobba  (linea  del  terz'ordine  a  doppia  curvatura). 
Dunque : 

II  sistema  formato  da  una  cubica  gobba  e  da  una  retta  appoggiata  ad  essa  in  un 
punto,  e  un  caso  particolare  della  curva  di  quart'ordine  e  seconda  specie. 

Se  il  polo  o  cade  sulla  direttrice  E,  la  curva  d'  intersezione  dell'  iperboloide  polare 
colla  superficie  £  si  decompone  in  quattro  rette,  cioe  la  generatrice  passante  per  o, 
la  direttrice  E  e  le  generatrici  passanti  pei  punti  cuspidali. 

Finalmente,  se  o  appartiene  alia  retta  doppia,  T  iperboloide  polare  si  decompone 
in  due  piani,  cioe  ne1  piani  che  in  quel  punto  toecano  la  superficie  S. 

25.  Dalla  teoria  generale  delle  curve  e  delle  superficie,  risulta  che  la  curva  gobba 
del  quart'ordine,  intersezione  della  superficie  S  coir  iperboloide  polare  di  un  punto  o, 


*)  j  Se  una  superficie  gobba  d'ordine  n  ha  una  curva  doppia  d'ordine  &,  la  curva  di  con- 
tatfco  col  cono  circoscritto  di  vertice  o  &  dell'  ordine  n  (n  —  1) — 26  ed  incontra  la  curva  doppia 
ne'  punti  ove  la  superficie  data  e  toccata  dalla  l.a  polare  di  o,  cioe  nei  punti  cuspidali  e  nei 
punti  situati  nella  2.a  polare.  Se  la  superficie  data  e  di  genere  0,  si  h&b  =  i/2(n — 1)  (n— 2); 
il  ntimero  de'  punti  cuspidali  e  allora  %(n — 2),  quello  degli  altri  punti  d/2  (n  —  1)  (n — 2)2  e  Tor- 
dine  della  eurva  di  contatto  2  (n  —  1). } 
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e  anche  il  luogo  dei  punti  di  coatatto  de'  piaai  che  ponno  condursi  da  o  a  toccare  S, 
cioe  e  la  curva  di  contatto  fra  questa  superficie  e  il  cono  ad  essa  circoscritto  col 
vertice  in  o.  Questo  coao  e  della  terza  classe,  poiclie  la  classe  del  cono  involvente  e 
la  stessa  della  superficie  iascritta.  Le  generatrici  cuspidali  soao  quelle  che  vanno  ai 
puati  r,  $,  t  (a.°  23).  II  piaao  oE  tocca  il  coao  luago  le  due  rette  ou,  ov  (n.°  19);  eppero 
il  cono  medesimo,  aveado  un  piaao  tangeate  doppio,  e  del  quart'ordiae. 

26.  Ometto  per  brevita  di  riportare  qui  i  teoremi  correlativi.  In  questi,  alia  curva 
di  quart'ordiae  e  seconda  specie  corrispoade  uaa  superficie  sviluppabile  della  quarta 
classe,  essenzialmeate  distiata  da  quella  della  stessa  classe,  sola  coaosciuta  fiaora,  che 
e  formata  dai  piani  tangeati  comuni  a  due  superficie  del  secoad'ordiae.  Tale  super- 
ficie sviluppabile,  che  tocca  la  superficie  gobba  del  terzo  grado  luago  la  curva  iater- 
sezione  fatta  da  ua  piano  arbitrario,  e  circoscritta  ad  un1  uaica  superficie  del  secoa- 
d'ordiae (ua  iperboloide).  Per  ogai  geaeratrice  di  uao  stesso  sistema  di  questo  iperbo- 
loide  passaao  tre  piaai  taageati  della  sviluppabile,  ineatre  per  ogai  geaeratrice 
delFaltro  sistema  passa  un  solo  piaao  taageate. 

La  sviluppabile  inedesima  puo  essere  con  tutta  geaeralita  defiaita  come  Fiavi- 
luppo  de'  piaai  taageati  corauai  ad  uaa  superficie  gobba  del  terzo  grado,  e  ad  ua 
iperboloide  passaate  per  la  direttrice  aoa  doppia  di  quella.  Per  coasegueaza,  ecco 
come  puo  costruirsi  tale  iaviluppo: 

Date  tre  serie  projettive  di  punti,  sopra  tre  rette  situate  comunque  nello  spazio  ; 
la  prirna  serie  semplice,  la  seconda  doppia  involutoria,  la  terza  omografica  alia  secoada; 
i  piaai  determinati  dalle  terae  di  punti  corrispondeati,  iaviluppaao  la  sviluppabile 
richiesta. 

NOTA 

Si  coasideri  uaa  superficie  gobba  del  terzo  grado,  come  il  luogo  di  una  retta  che 
si  muova  appoggiaadosi  ad  una  coaica  e  a  due  rette  D,  E,  la  prima  delle  quali  abbia 
ua  punto  comune  colla  conica  (vedi  il  n.°  9).  Sia  #==0  Tequazione  del  piano  che  passa 
per  la  retta  D  e  per  la  traccia  di  E  sul  piano  della  eonica,  y  =  0  il  piaao  che  passa 
per  E  e  per  la  traccia  di  D  sul  piano  della  conica  medesima;  #  —  0  il  piano  che 
passa  per  E  e  pel  polo,  relative  alia  conica,  della  retta  congiungeate  le  traecie  di 
D,  E;  w  =  0  il  piano  passantB  per  D  e  tangente  alia  conica.  Allora  Fequazione  della 
superficie  puo  scriversi: 


ove  'k  e  una  costante,  dal  segno  della  quale  dipende  Fessere  reali  o  immaginarj  i 
punti  cuspidali.  Cio  da  luogo  a  due  generi,  essenzialmente  distinti,  di  superficie  gobbe 
del  terzo  grado. 
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Quando  i  punti  cuspidal!  sono  reali,  si  puo,  inediante  un'ovvia  trasformazione  di 
coordinate,  ridurre  Tequazione  della  superficie  alia  forma  semplicissiina : 

a?  g  —  it?y  =  Q, 

ove  #  =  0,    w  =  0  sono  i  piani  tangent!  ne'  punti  cuspidal!,  ed  <y  — 0,   #  =  0  sono  i 
piani  tangent!  lungo  le  generatrici  appoggiate  alia  retta  doppia  ne1  punti  cuspidali. 

L'Hessiano  della  forma  x2s —  w*y  e,  astrazione  fatta  da  un  coefficiente  numerico, 
3?w*\  da  cui  concludiamo  che,  onde  una  funzione  omogenea  cubica  con  quattro  va- 
riabili,  eguagliata  a  zero,  rappresenti  una  superficie  gobba,  e  necessario  (sufficiente  ?)  che 
il  suo  Hessiano  sia  il  quadrato  perfetto  di  una  forma  quadratica,  decomponibile  in  due 
fattori  lineari.  Secondo  che  i  fattori  lineari  di  questa  forma  quadratica  siano  reali  o  no, 
la  superficie  ha  due  punti  cuspidali  reali,  o  non  ne  ha.  E  gli  stessi  fattori  linear!, 
ove  sian  reali,  eguagliati  separatamente  a  zero,  rappresentano  i  piani  tangent!  alia 
superficie  nei  punti  cuspidali. 

II  signor  STEINER,  nella  sua  Memoria  gia  citata  sntte  superficie  del  ter^ordine  ha 
enunciato  una  serie  di  mirabili  teoremi  connessi  con  una  certa  superficie  del  quar- 
t'ordine,  ch'  ei  chiama  superficie  nucleo  (Kernflache),  e  che  e  il  luogo  de1  punti  dello 
spazio,  pei  quali  la  prima  superficie  polare,  rispetto  ad  una  data  superficie  qualsivo- 
glia  del  terz'ordine,  e  un  cono  di  secondo  grado. 

L'abilissimo  analista,  signor  CLEBSCH,  professore  a  Carlsruhe,  ha  osservato  *)  che 
Tequazione  della  superficie  nucleo  non  e  altro  che  T  Hessiano  delF  equazione  della 
superficie  data.  Egli  ha  dimostrato  analiticaniente  parecchi  teoremi  dello  Steiner,  ne 
ha  trovati  altri  nuovi  ed  elegantissimi,  e  ne  ha  ricavato  T  importante  riduzione  di  una 
forma  omogenea  cubica  con  quattro  variabili  alia  somma  di  cinque  cubi. 

La  maggior  parte  pero  di  questi  bei  teoremi  perde  significato  neir  applicazione 
alle  superficie  gobbe.  Qui  in!  limito  ad  osservare,  che  per  queste  la  superficie 
nucleo  si  riduce  al  sistema  de'  due  piani  che  toccano  la  superficie  data  ne'  punti 
cuspidali  (vedi  il  n.°  20). 

Da  ultimo  notero  che  la  condizione  a  cui  devono  soddisfare  i  parametri  del 
piano 

rx  +  sy  +  ts  -|-  uw  =  0 
perche  sia  tangente  alia  superficie 

%2# 
e: 


*)  Journal  fur  die  r&ine  und  ang.  Mathematik,  Band  58. 
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eppero  Tequazione: 

rappresenta  la  polare  reciproca  della  data,  rispetto  alia  superficie : 

/ 
Le  superficie 


— 0 

sono  iaoltre  fra  loro  connesse  dalle  proprieta  esposte  nei  numeri  12  e  13. 
Bologna,  1.°  febbrajo  1861. 


Aggiunta  del  9  maggio  1861.  Dopo  la  presentazione  di  questo  scritto,  e  venuto  a  mia 
eonoscenza  che,  prima  ancora  dello  STEINER,  la  curva  di  quart'ordine  e  seconda  specie 
fu  considerata  dal  signor  SALMON  nella  sua  Memoria  On  the  classification  of  curves  of 
double  curvature  (Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  V,  1850). 

L.  a 


28. 

INTORNO  ALLA  CURVA  GOBBA  DEL  QUART' ORDINE 

PER  LA  QUALE  PASSA 
UNA  SOLA  SUPERFICIE  DI  SECONDO  GRADO.  [«*] 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  t.  IV  (1862),  pp.  71-101. 


Una  delle  teorie  pin  interessanti  nell'alta  geometria,  e  che  da  qualche  tempo 
sembra  aver  attirato  in  modo  speciale  1'  attenzione  de'  geometri,  e  senza  dubbio  quella 
che  risguarda  le  linee  a  doppia  curvatura  o  curve  gobbe.  II  sig.  CATLEY,  giovandosi 
di  quanto  aveva  fatto  FLICKER  per  le  linee  piane*),  diede,  nel  toino  X  del  giornale 
matematico  di  LIOUVILLE  (1845),  formole  generali  ed  importantissime,  relative  alle  curve 
gobbe  ed  alle  superficie  sviluppabili :  formole,  che  collegano  insieme  Tordme  di  una 
data  curva  gobba,  1'ordine  e  la  classe  della  sua  sviluppabile  osculatrice,  Fordine 
della  linea  nodale  di  questa  sviluppabile,  la  classe  di  un'altra  sviluppabile  che  e  dop- 
piamente  tangente  alia  curva  data,  il  numero  de'  cuspidi  di  questa  curva  e  quello 
de'  suoi  piani  osculatori  stazionari,  ecc. 

Non  meno  importante  e  la  memoria  del  sig.  SALMON  On  the  classification  of  curves 
of  double  curvature  **),  nella  quale,  superate  felicemente  alcune  difficolta  che  offre  lo 
studio  analitico  di  quelle  curve  gobbe  che  non  sono  la  completa  intersezione  di  due 
superficie,  si  stabiliscono  le  formole  che  danno  tutte  le  curve  gobbe  di  un  dato  ordine. 
Applicando  queste  formole  a  casi  particolari,  1'autore  mostra  che  ogni  curva  gobba  del 
quart' ordine  puo  essere  risguardata  come  la  parziale  intersezione  di  due  superficie, 
Puna  del  secondo,  1'altradel  terz'ordine.  Se  le  due  superficie  hanno  in  comune  una 
conica  piana  (o  come  caso  particolare  un  pajo  di  rette  concorrenti),  la  rimanente  inter- 


*)  FLICKER,  Tfieorie  d&r  algeb.  Curven,  Bonn  1839;  pag.  207  e  seg. 
**)  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  V,  1850;  pag.  23. 
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sezione  e  una  curva  gobba  del  quart'  ordine,  per  la  quale  passano  infinite  superficie  del 
secondo  grade.  Invece,  se  le  due  superficie  hanno  in  comune  due  rette  non  situate  in 
uno  stesso  piano,  ovvero  anche  una  sola  retta,  che  pero  sia  doppia  sulla  superficie  di 
terz' ordine,  la  rimanente  intersezione  e  una  curva  gobba  di  quart' ordine,  per  la  quale 
non  passa  alcuna,  superficie  di  secondo  grado,  oltre  la  data. 

Sonvi  adunque  due  curve  gobbe  del  quart' ordine,  essenzialmente  diverse;  Tuna  e 
Fintersezione  di  due  (eppero  ^infinite)  superficie  di  secondo  grado;  Faltra  non  puo 
altrimenti  essere  definita  che  la  parziale  intersezione  di  una  superficie  del  secondo  con 
una  del  terz' ordine. 

Per  lo  avanti,  la  linea  comune  a  due  superficie  di  secondo  grado  era  la  sola  curva 
gobba  del  quart'  ordine  che  si  conoscesse.  I  signori  SALMON  e  CATLET  primi  notarono 
Fesistenza  della  seconda  curva  dello  stesso  ordine.  Questa  si  e  poi  presentata  anche 
al  sig.  STEINER,  nella  sua  preziosa  memoria  Ueber  die  Fldchen  dritten  G-rades,  che  e 
inserita  nel  tomo  LIII  del  giornale  matematico  di  Berlino  (1857). 

Nella  presente  memoria,  con  semplici  considerazioni  di  geometria  pura,  e  senza 
presupporre  la  conoscenza  delle  formole  date  da  CAYLEY  e  da  SALMON  nelle  memorie 
citate  ed  in  altro  ingegnosissimo  lavoro  di  quest' ultimo  geometra  (On  the  degree  of 
the  surface  reciprocal  to  a  given  owe*)),  io  mi  propongo  di  esporre  e  dimostrare,  non 
solo  le  proprieta  della  nuova  curva  gia  dichiarate  da  SALMON  e  da  STEINER,  ma  aitre 
ancora  che  credo  nuove,  e  segnatamente  la  costruzione  geometrica  (lineare)  della  curva, 
mediante  intersezioni  de'  piani  omologhi  di  tre  fasci  projettivi. 

Solamente  ammettero  come  conosciute  le  formole  di  FLICKER,  relative  alle  linee 
plane,  e  perche  queste  sono  generalmente  note,  ed  anche  perche  spero  di  pubblicar 
fra  poco  una  dimostrazione  puramente  geometrica  delle  medesime,  in  uno  studio  intorno 
alia  teoria  generale  delle  curve  piane. 

Siano: 
m  F  ordine  di  una  data  linea  piana,  ossia  il  numero  de'  punti  in  cui  e  segata  da  una 

retta  arbitraria; 
m'  la  elasse  della  curva,  cioe  il  numero  delle  tangenti  che  arrivano  ad  essa  da  uno 

stesso  punto  arbitrario; 
d   il  numero  de'  punti  doppi; 
{f  il  Bumero  delle  tangenti  doppie; 

5    il  nuinero  de'  punti  stazionari  (cuspidi  o  punti  di  regresso). 
$'  il  numero  delle  tangenti  stazionarie  (tangenti  ne'  flessi). 


*)  TftmsacMons  of  the  M.  Irish  Academy  vol.  XXIII,  Dublin  1857. 
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Le  formole  di  PLUCKER  sono: 

m'=  m  (m  —  1 )  —  2d  —  35 
w=   m'(mf—  1)  -2(7  —  3s' 

s  =  3w'(m'  —  2)  —  6d'—  8s' 
s  —  s'  =  3  (m  —  w') 

! _  d1)  =  m(m  —  m)  (m  +  wi'  —  9) , 


le  quali  equivalgono  a  tre  sole  indipendenti. 

§  I- 

Due  superficie  di  secondo  grado  si  segano,  in  generale,  lungo  una  linea  a  doppia 
curvatura  C  del  quart'  ordine,  per  la  quale  passano  infinite  aitre  superficie  di  secondo 
grado.  Una  qualunque  di  queste  e  individuata,  se  debba  contenere,  oltre  la  curva  C, 
un  punto  dato  fuori  della  curva.  Se  questo  punto  si  prende  sulla  linea  retta  che  unisce 
due  punti  qualsivogliano  della  curva  C,  quella  retta  apparterra  per  intero  alia  super- 
ficie che  si  vuol  determinare.  Questa  superficie  sara  dunque  rigata,  ossia,  in  generale, 
un  iperboloide  ad  una  falda. 

Dunque,  per  la  curva  C  passano  infiniti  iperboloidi  ad  una  falda. 

Considero  la  curva  C,  come  T  intersezione  di  un  iperboloide  rigato  e  di  un'altra 
superficie  di  secondo  grado.  Qualunque  generatrice  rettilinea  dell'  iperboloide  incontra 
F  altra  superficie  in  due  punti,  i  quali,  essendo  comuni  alle  due  superficie,  apparten- 
gono  alia  curva  C.  Dunque,  una  generatrice  qualsivoglia  di  un  iperboloide  passante 
per  la  curva  C  incontra  questa,  al  piii,  in  due  punti. 

La  curva  C  non  puo  avere  piii  di  due  punti  sopra  una  stessa  retta;  giacche  una 
retta,  che  incontrasse  C  in  tre  punti,  dovrebbe  giacere  per  intero  su  tutte  le  super- 
ficie che  passano  per  C,  cioe  queste  superficie  avrebbero  in  comune  una  curva  di 
quart' ordine  ed  inoltre  una  retta;  il  che  e  assurdo. 

Per  la  curva  C,  intersezione  di  due  superficie  del  secondo  grado,  si  puo  far  pas- 
sare,  in  infiniti  modi,  una  superficie  del  terz'  ordine,  A  tal  uopo,  si  assuma  una  retta 
arbitraria  R,  come  asse  d'un  fascio  di  piani  (P)  proiettivo  al  fascio  delle  superficie 
di  secondo  grado  (S)  passanti  per  la  curva  C.  Quale  e  il  luogo  delle  coniche,  inter- 
sezioni  de'  piani  P  colle  corrispondenti  superficie  S  ?  Una  retta  qualsivoglia  L  incontra 
le  superficie  S  in  una  serie  di  coppie  di  punti  in  involuzione,  ed  i  piani  P  in  una 
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serle  semplice  di  puati,  proiettiva  alia  prima.  E  noto  *)  esservi  tre  punti  della  seconda 
serie,  eiascun  de1  quali  coincide  con  uno  de'  due  punti  clie  gli  corrispondono  nella  priina 
serie.  Cioe  sulla  retta  L  vi  sono  tre  punti,  ciascun  de'  quali  giace  in  un  piano  P  e  nella 
corrispondente  superficie  S.  II  che  torna  a  dire,  che  la  retta  qualsivoglia  L  incontra 
il  iuogo  richiesto  in  tre  punti,  eppero  questo  luogo  e  una  superficie  del  terz'  ordine, 
E  evidente  che  essa  passa  per  la  curva  C  e  per  la  retta  R,  perche  ogni  punto  di 
queste  due  linee  sodisfa  alia  condizione  di  trovarsi  simultaneamente  in  due  superficie 
omologhe  P,  S. 

Reciprocamente:  se  una  superficie  di  second1  ordine  ed  una  del  terzo  hanno  in 
comune  una  conica  piana,  esse  si  segano  inoltre  lungo  una  curva  gobba  del  quart'ordine, 
per  la  quale  passano  infinite  altre  superficie  di  secondo  grado.  Ciascuna  di  esse  sega 
la  superficie  del  terz1  ordine  in  una  conica,  ed  i  piani  di  tutte  le  coniche  analoghe 
passano  per  una  stessa  retta  situata  per  intero  sulla  superficie  del  terz'  ordine. 

§2. 

Immaginiamo  ora  un  iperboloide  I  ed  una  superficie  di  terz'  ordine,  aventi  in  co- 
mune due  rette  A,  A'  non  situate  in  un  medesimo  piano.  La  rimanente  intersezione 
delle  due  superfieie  sara  una  curva  gobba  K  del  quart1  ordine,  Ogni  generatrice  del- 
P  iperboloide,  del  sistema  a  cui  appartengono  A ,  A',  incontra  la  superficie  di  terz'ordine 
in  tre  punti,  i  quali,  essendo  comuni  alle  due  superficie,  senza  essere  situati  sulle 
rette  A ,  Af,  appartengono  alia  curva  E.  Invece,  ogni  generatrice  delP  iperboloide  I, 
nelFaltro  sistema,  incontra  le  rette  A,  A',  eppero  sega  la  superficie  di  terz1  ordine  in 
un  solo  punto  fuori  di  queste  rette.  Cioe  ogni  generatrice  del  secondo  sistema  sega 
la  curva  K  in  un  solo  punto. 

Ciascuna  delle  rette  A ,  A'  incontra  la  curva  K  in  tre  punti.  Infatti :  se  si  conduce 
un  piano,  per  es.  per  A,  esso  seghera  P  iperboloide  lungo  A  ed  una  retta  B  generatrice 
del  secondo  sistema;  e  lo  stesso  piano  seghera  la  curva  K  in  quattro  punti  de'  quali 
uno  solo  appartiene  a  B.  Dunque,  gli  altri  tre  giacciono  nella  retta  A. 

Se  una  superficie  del  ter^ordine  passa  per  due  generatrid,  d'uno  stesso  sistema, 
di  nn  iperbokide,  fa  rimanente  intersezi&ne  ddle  due  superficie  e  una  curva  gobba  di 
qmri'ordine,  la  gwle  sega  in  tre  punti  ciascuna  generatrice  di  quel  sistema  ed  in  un 
scAo  punto  ogni  gmerctirice  ddVaMro  sistema. 

Da  ao  che  la  curva  K  ha  i  suoi  punti  allineati  a  tre  a  tre  sulle  generatrici  del- 
f  iperboloide  I,  segaeehe  per  essa  non  passa  alcun'altra  superficie  di  secondo  grado* 

*}  CHASLI&,  Gomptes  ren&us  de  VAoad.  de  Paris,  torn.  XLI  (29  octobie  1855). 
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Infatti,  se  per  K  passasse,  oltre  I,  un'  altra  superficie  S  di  secondo  grado,  ogni  gene- 
ratrice  di  I  (del  primo  sistema)  avrebbe  tre  ptmti  comuni  con  S,  eppero  giacerebbe 
per  intero  su  questa  superficie;  il  che  e  impossibile, 

Cosi  e  dimostrata  Fesistenza  di  una  curva  gobba  di  quart'ordine,  che  non  e  T  inter- 
sezione  di  due  superficie  di  secondo  grado.  Noi  la  denominerenio  curva  gobba  di 
quart'ordine  e  seconda  specie,  per  distinguerla  dalla  curva  gobba  di  quart* ordine  e  prima 
specie,  cioe  dalla  curva  per  la  quale  passano  infinite  superficie  di  secondo  grado. 

Lo  studio  della  nuova  curva  e  assai  iinportante,  principalmente  perche  essa  e,  dopo 
la  cubica  gobba,  la  piu  seinplice  fra  tutte  le  linee  geometriclie  a  doppia  curvatura. 
La  ragione  della  sua  maggior  semplicita,  in  confronto  delF  altra  curva  dello  stesso  or- 
dine,  sta  in  cio,  che  questa  sega  in  due  punti  tutte  le  generatrici  degli  iperboloidi 
passanti  per  essa,  e  non  e  da  alcuna  retta  incontrata  in  tre  punti;  inentre  la  curva 
di  seconda  specie  ha  i  suoi  punti  distribuiti  a  tre  a  tre  sulle  generatrici  del  priino 
sistema,  e  ad  uno  ad  uno  sulle  generatrici  dell'altro  sistema  deU'unico  iperboloide  pas- 
sante  per  la  curva,.  Onde  segue  che  la  curva  di  seconda  specie  si  puo  costruire  linear- 
mente  per  punti;  infatti,  facendo  girare  un  piano  intorno  ad  una  genera  trice  fissa  del 
primo  sistema,  i  punti  della  curva  si  ottengono,  uno  per  volta,  II  che  evidenternente 
non  puo  aver  luogo  per  la  curva  di  prima  specie,  almeno  finche  questa  non  sia  dotata 
di  un  punto  doppio  o  di  un  cuspide*). 

Questa  proprieta  della  curva  di  seconda  specie  puo  edsere  formulata  in  altro  modo, 
che  conduce  a  rimarchevoli  conseguenze.  Sia  A  una  generatrice  fissa  (del  primo  sistema) 
deir  iperboloide  I,  su  cui  giace  la  curva,  e  siano  a ,  al ,  a^  i  punti,  in  cui  quella  gene- 
ratrice sega  la  curva.  Un  piano  qualunque,  condotto  per  la  retta  A,  incontra  la  curva 
gobba  in  un  unico  punto  m,  oltre  i  detti  a^a^a^.  E  reciprocamente,  ogni  punto  m 
della  curva  determina  un  piano  per  A.  Se  m  viene  a  coincidere  con  uno  de1  punti 
a,**!,  OB,  per  es.  con  a,  il  piano  corrispondente  sara  quello  che  tocca  T iperboloide  I 
in  a.  Si  assuma  ora  una  retta  arbitraria  L  ed  in  essa  si  formi  una  serie  di  punti 
proiettiva  al  fascio  di  piani  condotti  per  A;  come  tale  puo  assumersi,  a  cagion  d'esempio, 
la  serie  de'  punti  in  cui  L  sega  i  piani  suddetti.  Sia  \L  il  punto  di  L  che  corrisponde 
al  piano  Am ;  diremo  che  il  punto  [i  della  retta  L  corrisponde  al  punto  m  della  curva 
gobba. 

Per  tal  modo,  ad  ogni  punto  della  curva  gobba  corrisponde  un  punto  nella  retta  L, 


*)  La  curva  gobba  di  quart'ordine  e  seconda  specie  non  puo  aver  punti  multipli,  ne  re- 
gressi*  Perch6,  se  potesse  averne  uno,  un  piano  condotto  per  tale  punto  e  per  una  retta  appog- 
giata  alia  eurva  in  altri  tre  punti  avrebbe  in  comune  con  questa  piu  di  quattro  punti;  il  che, 
per  una  eurva  del  quarto  ordine,  e  assurdo. 
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e  reciprocamente,  ad  ogni  punto  di  L  corrisponde  un  punto  della  curva.  Cioe,  ciascun 
punto  della  curva  e  rappresentato  da  un  punto  della  retta;  onde  possiamo  dire  che 
la  serie  de1  punti  di  L  e  projettiva  alia  serie  de'  punti  sulla  curva  gobba  *). 

Quindi,  per  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  della  curva  intenderemo  il  rap- 
porto  anarmonico  de'  quattro  punti  corrispondenti  nella  retta  L ;  ed  in  particolare, 
direrao  che  quattro  punti  della  curva  gobba  sono  armonici,  quando  lo  siano  i  quattro 
punti  corrispondenti  di  L, 

II  rapporto  anarmonico  de*  quattro  piani  condotti  per  qiiattro  punti  dati  della  curva 
gobba  di  quart' ordine  e  seconda  specie  e  per  ima  stessa  retta  appoggiata  alia  curva  in 
tre  altri  punti  e  costante,  qualunque  sia  questa  retta. 

Ossia : 

Se  intorno  a  due  rette  appoggiate  alia  curva  gobla,  di  quart*  ordine  e  seconda  specie 
in  tre  punti,  si  fanno  rotare  due  piani  che  si  segMno  sempre  sulla  curva,  questi  piani 
generate  due  fasti  omografici. 

o     o« 

Applicando  alle  cose  suesposte  il  noto  principio  di  dualita  geometrica,  si  conclude, 
esservi  due  distinte  superficie  sviluppabili  di  quarta  classe,  cioe  la  sviluppabile  formata 
dai  piani  tangenti  coinuni  a  due  superficie  di  secondo  grado,  e  la  sviluppabile  toccata 
dai  piani  tangenti  comuni  ad  un  iperboloide  e  ad  una  superficie  di  terza  classe  con- 
tenente  due  generatrici  dell' iperboloide,  non  situate  in  uno  stesso  piano. 

La  prima  di  esse,  che  pud  chiainarst  sviluppabile  di  guarta  classe  e  prima  specie, 
£  circoscritta  ad  infinite  superficie  di  secondo  grado,  ed  ogni  generatrice  rettilinea  di 
queste  superficie  e  F  intersezione  di  due  piani  tangenti  della  sviluppabile.  Nou  v1  ha 
alcuna  retta,  per  la  quale  passino  tre  piani  tangenti. 

Invece  Faltra,  che  diremo  sviluppabile  di  quarta  classe  e  seconda  specie,  e  circo- 
seritta  ad  una  sola  superficie  di  secondo  grado,  che  e  un  iperboloide.  Tutte  le  gene- 
ratrici di  questo  iperboloide,  di  uno  stesso  sistema,  sono  intersezioni  di  tre  piani 
tangenti  della  sviluppabile,  mentre  per  ogni  generatrice  delFaltro  sistema  passa  un 
solo  piano  tangonte  della  sviluppabile. 

Cosi  se,  data  nna  sviluppabile  di  quarta  classe,  troviamo  esservi  una  retta  per 
la  quale  passano  tre  piani  tangenti  di  quella,  possiamo  immediatamente  concludere, 


*)  Qtiesto  modo  di  rappre&entare  i  punti  di  -ana  curva  gobba  sopra  una  retta  puo  essere 
alle  ctirve  go)>be  d'ordiBte  qtialsivoglia  w,  descritte  siill5  iperboloide,  eke  seghino  in 
1  ptui^  le  generatrici  di  un  sislema  ed  in  un  solo  punto  quelle  dell'altro. 
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che  vi  sono  infinite  rette  dotate  della  stessa  proprieta:  die  queste  formano  un  iper- 
boloide;  che  la  sviluppabile  e  di  seconda  specie;  e  che  i  piani  tangenti  di  questa  deter- 
minano  su  due  qualunque  di  quelle  rette  due  division!  omografiche. 

La  sviluppabile  di  quarta  classe  e  seconda  specie  si  e  presentata,  la  prima  volta, 
al  sig.  CAILEY,  nella  sua  Note  sur  les  lujper  determinants*),  e  poi  fu  considerata  anche 
dal  sig.  SALMON  **). 

§4. 

Data  una  qualsivoglia  superficie  del  terz'ordine,  fra  le  ventisette  rette  che  in  essa 
generalmente  esistono  ***),  se  ne  scelgano  quattro,  A,B,  C,  D,  formanti  un  quadrila- 
tero  storto,  tali  cioe,  che  ciascuna  d'esse  sia  incontrata  dalla  susseguente  e  T  ultima 
dalla  prima.  II  piano  delle  due  rette  AB  seghera  la  superficie  in  una  terza  retta  E ;  cosi 
i  piani  BC,  CD,  DA  taglieranno  la  superficie  medesima  in  altrettante  rette  F,  G-,  H . 
Le  rette  EG  sono  in  un  piano,  le  FH  in  un  secondo  piano;  e  questi  due  piani  si  in- 
tersecano  in  una  retta  A'  posta  nella  superficie.  E  evidente  che  la  data  superficie  puo 
essere  considerata,  come  il  luogo  delle  intersezioni  degli  elementi  corrispondenti  di 
due  fasci  proiettivi:  1'uno  di  iperboloidi  passanti  pel  quadrilatero  ABCD,  1'altro  di 
piani  condotti  per  la  retta  A'  e  corrispondenti  anarmonicamente  agli  iperboloidi  sud- 
detti.  Cioe  la  superficie  del  terz'  ordine  si  puo  risguardare  come  data  rnediante  quelle 
cinque  rette  A,  B,C,  D,  A',  e  tre  punti  p,q,r  i  quali  serviranno  a  individuare  tre 
coppie  di  elementi  omologhi  nei  due  fasci.  E  questi  fasci,  adottando  la  felice  nota- 
zione  del  sig.  JONQUIJIRES  t),  si  potranno  indicare  cosi: 

(ABCD){p,2,r...),         A'fr,  j,  r ...). 

Ora  immaginiamo  I'iperboloide  I  passante  per  le  due  rette  A,  A'  e  pei  tre  punti 
p,  q,  r.  Esso  sara  generabile  mediante  i  due  fasci  omografici  di  piani: 

A(p,  2,r...),         A;(p,  j,  r...). 

Le  due  superficie,  quella  di  terz1  ordine  e  V  iperboloide,  avendo  in  comune  le  due 
rette  A,  A'  (non  situate  in  uno  stesso  piano),  s' intersecheranno  lungo  una  linea  a 


*)  Journal  filr  die  reine  und  ang.  Mathemattic,  Bd.  XXXIV,  pag,  151. 
**)  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  Ill,  pag.  171. 
***)  Cambridge  and  Dub,  Math.  Journal,  vol.  IV,  pag.  118  e  252. 
f)  Essai  sur  la  generation  des  courbes  gfometriques  etc.  Paris  1858. 
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doppla  curvatura  K,  che  e  la  curva  gobba  di  quart'  ordine  e  seconda  specie,  nella  sua 
piu  generale  definizione. 

La  curva  K  e  dunque  il  luogo  delle  intersezioni  degli  element!  omologhi  de1  tre 
fasci  proiettivi: 

(ABCD)(p,2,r...),      A(p,s,r...),      A'(p,  0,  r  ,..)• 


La  retta  0  incontri  r  iperboloide  I  ne*  punti  c,  c':  le  rette  B,  D,  essendo  appog- 
giate  alia  generatrice  A,  incontreranno  la  stessa  superficie  in  due  punti  l,d\  uno 
per  ciascuna.  Quindi,  se  si  suppone  dato  T  iperboloide  I,  la  curva  K  puo  risguardarsi 
come  individuata  da  sette  punti  di  esso:  I,c9(f9d,p,(i>r.  Ed  e  manifesto  che, 
quando  non  sia  dato  a  priori  il  sistema  delle  rette  iperboloidiche  che  la  curva  dee 
segare  tre  volte,  per  sette  punti  qualisiwgliano  di  un  iperboloide,  si  possono  in  generale 
descrivere,  su  di  esso,  due  curve  gobbe  di  qiiart'ordine  e  seconda  specie. 

Osservo  ancora  ehe  una  curva  siffatta,  essendo  del  quart'  ordine,  incontra  una  su- 
perficie di  terz'  ordine,  al  piu  in  dodici  punti;  dunque,  se  tredici  punti  della  nostra 
curva  appartengono  ad  una  superficie  del  terzr  ordine,  la  curva  giace  per  intero  su 
questa  superficie. 

Cio  premesso*  ecco  come  puo  essere  generata  la  curva  di  quart'  ordine  e  seconda 
specie,  giacente  sopra  un  dato  iperboloide  I  e  passante  per  sette  punti  dati  di  esso  : 
b>  c,  c,  d,p,  q,r,  Fra  le  rette  (generatrici)  iperboloidiche  chela  curva  dee  segar  tre 
volte,  scelgansene  ad  arbitrio  due  :  A  ,  A'.  Sia  C  la  retta  che  unisce  c  ,  d  (due  qua- 
lunque  de1  punti  dati);  e  siano  B,  D  le  rette  appoggiate  su  A  e  C  e  passanti  rispet- 
tivamente  per  Z>,  d  (altri  due  de:  punti  dati).  II  quadrilatero  storto  ABCD  e  la  retta 
A'  si  assumano  come  basi  di  due  fasci  proiettivi  d1  iperboloidi  e  di  piani,  determi- 
nando  tre  coppie  di  superfieie  corrispondenti  mediante  i  punti  p,q,r.  Questi  due 
fasei  genereranno  una  superficie  di  terz7  ordine  che  passera  per  la  curva  richiesta, 
giacchfe  contiene  tredici  de'  suoi  punti:  i  sette  dati  ed  i  sei  appartenenti  alle  rette 
A,  A'.  La  curva  richiesta  sara  dunque  Tintersezione  di  questa  superficie  del  terz1  ordine 
coll"  iperboloide,  astrazion  fatta  dalle  rette  A,  A'  eomuni  alle  due  superficie;  ossia, 
essa  sara  il  taogo  de'  punti  in  cui  si  segano,  a  tre  a  tre,  le  superficie  corrispondenti 
me*  tre  fasci  proiettivi: 


a,r...),       A'  ( 
§5. 


Ma  EeHa  (MmMone  e  aella  generazione  della  curva  K  di  quart5  ordine  e  seconda 
specie,  ad  HB$  snpe*fiete  ^narofe  di  terz*  ordine  se  n^  puo  sostituire  un'altra  assai 
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piu  semplice,  bench e  dello  stesso  ordine.  Ed  in  vero,  assumiamo  la  retta  A  (cioe  una 
qualunque  delle  rette  iperboloidiche,  che  la  curva  dee  segare  tre  volte)  e  la  retta  C 
(doe  la  retta  che  unisce  due  de'  sette  punti  dati),  come  assi  di  due  fasci  proiettivi 
di  piani,  il  primo  doppio  involutorio,  il  secondo  semplice.  Cioe,  il  primo  fascio  sia 
formato  di  coppie  di  piani  in  involuzione;  ed  i  piani  del  secondo  fascio  corrispondano, 
ad  uno  ad  uno,  anarmonicamente  alle  coppie  di  piani  del  primo.  Le  cinque  paia  d'ele- 
menti  omologM  (ciascun  paio  essendo  costituito  da  un  piano  del  secondo  fascio  e  da 
uno  de'  due  corrispondenti  piani  del  primo),  necessarie  per  stabilire  tale  proiettivita 
o  corrispondenza  anarmonica,  si  conducano  per  gli  altri  cinque  punti  dati  della  curva. 
Le  rette  intersezioni  de1  piani  corrispondenti  ne'  due  fasci  formano  una  superficie  gobba 
del  terzo  grado,  per  la  quale  la  retta  A  e  la  direttrice  doppia  e  C  e  la  seconda  direttrice*). 

Questa  superficie  passa  pei  sette  punti  dati  della  curva  richiesta  ed  inoltre  pei  tre 
punti,  in  cui  questa  incontra  la  retta  A :  dieci  punti  in  tutto.  Ma  ciascuno  degli  ultimi 
tre  punti  e  doppio  sulla  superficie  di  terzo  grado,  eppero  dee  contare  per  due  interse- 
zioni  colla  curva.  I  dieci  punti  equivalgono  cosi  a  tredici  intersezioni :  dunque,  la  curva 
giace  per  intero  sulla  superficie  anzidetta,  Dnnque: 

La  curva  gobba  di  quarf  ordine  e  seconda  specie  si  pub  sempre  considerare  come 
I' intersezione  d'un  iperboloide  con  una  superficie  gobba  di  terzo  grado ;  die  abbia  per 
direttrice  doppia  una  retta  appoggiata  alia  curva  in  tre  punti**). 

Ossia : 

Per  la  curva  gobba  di  quart1  ordine  e  seconda  specie,  per  una  retta  che  la  incontri 
tre  volte,  e  per  un'altra  retta  appoggiata  alia  curva  in  due  punti,  si  pub  far  passare 
una  superficie  gobba  di  ter#o  grado. 

Se  le  due  rette  s1  incontrano,  la  qual  cosa  non  puo  avvenire  che  sulla  curva  ( senza 
di  che,  esse  determinerebbero  un  piano  segante  la  curva  in  cinque  punti),  la  super- 
ficie di  terz' ordine  diviene  un  cono  (§  17). 

Ed  ancora: 

II  luogo  delle  intersezioni  de*  piani  omologM  in  tre  fasti  projettivi  di  piani^  il  primo 
semplice,  il  secondo  doppio  involutorio,  il  terzo  omografico  al  secondo,  e  una  curva  gobba 
di  quart9  ordine  e  seconda  specie,  che  si  appoggia  in  due  punti  sulVasse  del  primo  fascio 
ed  in  tre  punti  sulVasse  di  ciascuno  degli  altri  due  fasci. 


*)  Vedi  la  mia  memoria  Sulle  super  fide  gobbe  del  terz1  ordine  (Atti  del  R.  Istitruto  Lom- 
bardo,  Milano  1861).  [Quests  Opere,  n.  27]. 

**)  Analogamente,  la  sviluppabile  di  quarta  classe  e  seconda  specie  pu6  risguardarsi  came 
T  inviluppo  de'  piani  tangenti  comuni  ad  un  iperboloide  e  ad  una  superficie  gobba  di  terzo  grado, 
che  abbia  per  direttriee  non  doppia  una  generatrice  dell' iperboloide,  per  la  quale  debbano 
passare  tre  piani  tangenti  della  sviluppabile. 
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Infatti,  II  secondo  ed  il  terzo  fascio  generano  un  iperboloide,  mentre  il  primo  ed 
il  secondo  (ovvero  il  primo  ed  il  terzo)  generano  una  superficie  gobba  di  terzo  grado, 
aveate  per  retta  doppia  una  generatrice  dell'  iperboloide. 

Reciprocameate  :  ogni  curva  gobba  di  quart'  ordine  e  seconda  specie  ammette  tale 
modo  di  generazione, 

§  6. 

Suppongo  ora  che  P  iperboloide  I  non  sia  dato  a  priori,  e  si  domandi  la  curva  gobba 
di  quart'  ordine  e  seconda  specie  che  passi  per  sette  punti  a,b,c,d,e,f,  g  dati  nello 
spazio  e  segM  tre  volte  una  data  retta  A  passante  per  g.  Se  si  comincera  dal  co- 
struire  I1  iperboloide,  ehe  passa  per  la  retta  A  e  pe'  sei  punti  a  ,&.../*,  il  problema 
sara  ridotto  a  quello  trattato  precedenteinente.  Vediamo  adunque,  come  si  costruisca 
P  iperboloide  I  determinate  da  tali  condizioni. 

Pei  cinque  punti  a,b...e  si  pub  far  passare  una  cubica  gobba,  che  incontri  due 
volte  la  retta  A*).  A  tal  uopo,  si  costituiscano  i  due  fasci  omografici  di  piani 


\  quali  generano  un  iperboloide  passante  per  le  rette  A,  ab  e  pei  punti  (?,<#,«;  questa 
superficie,  avendo  sette  punti  comuni  colla  cubica  richiesta,  passa  per  essa. 
Forminsi  poi  i  due  fasci  omografici  di  piani: 


i  quali  danno  luogo  ad  un  secondo  iperboloide  che,  analogamente  al  primo,  passa 
per  la  cubica  gobba  di  cui  si  tratta.  Questa  curva  e  dunque  P  intersezione  de'  due 
iperboloidi  che  hanno  in  comune  la  retta  A,  ossia  essa  e  il  luogo  de'  punti  comuni  a 
tre  piani  corrispondenti  ne'  tre  fasci  omografici: 

A(a,d,c,rf,«...)»      a&(a,  &,<?,#,$...),      ac(a,  &,  c,  d,  e..  +  ). 

Qui  si  noti  ehe  a&(a)  esprime  il  piano  passante  per  ab  e  toceante  la  cubica  gobba 
ra  a:  piano,  ebe  si  determina  come  corrispondente  ad  A  (a).  Oosi  dicasi   di  db(l), 


Notiano  pure,  di  passaggio,  che  i  due  punti  (reali  o  immaginari),  in  cui  la  cubica 
gobba  iacoutra,  la  retta  A  ,  si  costraiscono  assai  facilmente,  essendo  essi  i  punti 


*)  OHASUSS,  Gompfas  wmdus  de  I'Acad.  &es  sczmces  tom.  XLV  (10  aott  1857). 
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doppi  delle  due  division!  omografiche  formate  sopra  A  dai  due  fasci,  i  cui  assi  sono 
ab  ed  ac. 

Ora  si  consideri  il  punto  f  dato  nello  spazio,  e  si  domandi  la  retta  B,  che  parte 
da  questo  punto  e  va  ad  incontrar  due  volte  la  cubica  gobba:  retta  che  esiste  sempre 
ed  e  unica,  essendo  essa  la  generatrice  comune  agli  infiniti  iperboloidi,  che  passano 
pel  punto  f  e  per  la  cubica.  Se  tale  retta  si  suppone  trovata,  il  fascio  B  (a,  6,  c,  d,  e) 
riesce  omografico  al  fascio  A  (a,  & ,  c,  d,  e).  S'immagini  dunque  il  cono  di  secondo 
grado  passante  per  le  quattro  rette  f(a,l,c,d]  e  capace  del  rapporto  anarmonico 
A (#,  &,£,<#);  ed  analogamente,  s'immagini  il  cono  avente  per  generated  le  quattro 
rette  f(a,b,c,e)  e  capace  del  rapporto  anarmonico  A  (#,&,<?,  e).  E  evidente  che  la 
retta  richiesta  B  dee  trovarsi  sopra  entrambi  questi  coni,  essa  sara  dunque  la  loro 
quarta  generatrice  comune,  dopo  le  tre  jf(a,&,c).  Questa  retta  si  determina  linear- 
mente,  senza  presupporre  effettuata  la  eostruzione  de1  due  coni. 

Trovata  cosi  la  retta  B,  se  si  assumono  i  fasci  proiettivi: 

A(a,  &,c...),        B(a,6,c...) , 

essi  generano  r  iperboloide  I,  che  dee  contenere  la  retta  A  ed  i  sei  punti  a  ,&,.../. 

Allora,  la  richiesta  curva  K  di  quart'  ordine  e  seconda  specie  si  conseguira,  intro- 
ducendo  un  terzo  fascio,  per  es.  coll'  asse  ef,  il  quale,  insieme  col  fascio  di  piani  per 
A,  generi  una  superficie  gobba  di  terzo  grado.  Ben  inteso  che  la  proiettivita  fra  questi 
due  fasci  non  sia  la  seinplice  omografia,  ma  bensi  tale  che  i  piani  del  secondo  fascio 
vengano  accoppiati  in  involuzione,  ed  a  ciascuna  coppia  corrisponda  un  solo  piano  del 
primo  fascio. 

La  retta  tangente  in  un  punto  qualunque  m  della  curva  K  si  ottiene  costruendo 
il  piano  tangente,  in  m,  all'  iperboloide  I  ed  il  piano  tangente,  nel  punto  stesso,  alia 
superficie  gobba  di  terzo  grado  dianzi  nominata  *). 

Trovata  la  tangente  in  m,  si  assuma  come  direttrice  non  doppia  di  una  superficie 
gobba  di  terzo  grado  passante  per  la  curva  K,  e  la  cui  direttrice  doppia  sia  per  es. 
la  retta  A.  Tale  superficie  sara  generata  da  due  fasci  proiettivi  di  piani,  Tuno  sem- 
plice  intorno  alia  tangente,  1'altro  doppio  involutorio  intorno  ad  A.  E  evidente  che 
quel  piano  del  primo  fascio,  che  corrisponde  al  piano  Am  del  secondo,  e  osculatore 
alia  curva  gobba  in  m. 


*)  La  costruzione  del  piano  tangente  in  un  punto  dato  d'tma  superficie  gobba  di  terzo 
grado  si  trova  nella  mia  memorla  gi&  citata  Suite  super fttie  gobbe  del  tern? ordine. 


Cremona f  tomo  I.  19 
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§  7. 


Siano  date  sulla  curva  gobba  K  (di  quart'ordine  e  seconda  specie)  e  sopra  una 
retta  qualsivoglia  R,  due  semplici  serie  proiettive  di  punti,  tali  cioe,  che  a  ciascun 
punto  delFuna  corrisponda  un  punto  nell'altra  e  reciprocamente.  Cotali  serie  si  pos- 
sono  ottenere  cosi.  Si  assuma  una  retta  A,  appoggiata  in  tre  punti  alia  curva  K,  come 
asse  di  un  fascio  di  piani  P,  omografico  ad  una  serie  di  punti  data  sulla  retta  R. 
Ogni  piano  P  sega  la  curva  gobba  in  un  solo  punto  m,  fuori  dell'asse  A;  questo  punto 
m  della  curva  sara  il  corrispondente  di  quel  pnnto  p,  di  K,  che  e  omologo  al  piano  P. 

Di  qual  grado  e  la  superficie  gobba,  luogo  della  retta  my*,  cioe  della  retta  che 
unisce  due  punti  corrispondenti  nelle  due  date  serie  proiettive?  Ossia,  quante  rette 
analoghe  ad  m\L  sono  incontrate  da  una  retta  arbitraria  L? 

Un  punto  qualunque  [i,  preso  nella  retta  R,  ha  il  suo  corrispondente  m  sulla  curva 
gobba;  e  se  per  m  e  per  la  retta  L  si  conduce  un  piano,  questo  sega  R  in  un  punto  \>'. 
Se  invece  si  assume  ad  arbitrio  il  punto  [i;  in  R,  il  piano  condotto  per  esso  e  per  L 
sega  K  in  quattro  punti  m,  ai  quali  corrispondono  altrettanti  punti  \L  in  R.  Dunque, 
variando  nella  retta  R  simultaneamente  {*.  e  jj/,  a(i  °&ni  punto  |i,  corrisponde  un  solo  JJL', 
ma  ad  ogni  «x'  corrispondono  quattro  punti  jx.  Ossia,  \L  genera  un' involuzione  di 
quart'  ordine  *),  mentre  JL'  genera  una  semplice  serie  proiettiva  all' involuzione  me- 
desima-  Vi  saranno  dunque  cinque  punti  \L  ciascuno  de:  quali  coincide  con  uno  de1  cor- 
rispondenti «i,.  Ma  quando  ha  luogo  tale  coincidenza,  la  retta  mp.  e  una  generatrice 
della  superficie  di  cui  si  tratta;  dunque,  la  superficie  richiesta  e  del  quinto  ordine 
( e  di  genere  zero  | , 

Queste  conclusion!  stanno,  comunque  sia  situata  la  retta  R,   rispetto  alia  curva 


*)  Se  in  TEH  piano  si  ha  un  fascia  di  curve  d' ordine  n,  passanti  per  gli  stessi  ^2  punti , 
se^ano  una  retta  arbitraria  L  in  una  serie  di  punti  aggruppati  ad  n  ad  n :  ogni  gruppo 
formata  dalle  intersezioni  di  L  con  una  stessa  curva  del  fascio.  Tale  serie  di  gruppi 
di  pfaali  denominasi  inwluzwne  d1  ordine  n. 

Un  seeondo  faaeio  di  curve  d'ordine  nr  determina  su  L  un'altra  involuzione  d' ordine  n1. 
S©  i  due  f&sci  sdBto  proje^tivi,  tali  sono  pure  le  due  involuzioni,  cioe  i  gruppi  dell'una  corri- 
sp&Bdono  anarmonieamente  ai  gruppi  delFaltra.  Vi  sono  «.+ n'  punti  di  L,  in  ciascun  de'  quali 
8omo  niEai^  due  pmntl  apparfcenenfei  a  due  gruppi  corrispondenti.  Tali  n-^-n*  punti  sono  quelli 
in  emi  la  retla  L  sega  la  curva  d'ordine  n+ri,  luogo  delle  intersezioni  delle  curve  omologhe 
feaei  proje^vi  dati  (JoNauiteEss:  Annali  d&  Mat&natica,  Roma  1859).  [&] 
si  !ia  m«=4,  nj*=l. 
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gobba  K.  Se  queste  linee  non  hanno  alcun  punto  comune,  ogni  piano  condotto  per  R 
sega  Kin  quattro  punti;  e  la  sezione  fatta  da  quel  piano  nella  superficie  di  quint'ordine 
consta  della  retta  (direttrice)  R  e  delle  quattro  rette  (generatrici)  che  uniscono  quei 
quattro  punti  di  K  ai  loro  corrispondenti  in  R.  Dunque,  in  tal  caso,  R  e  una  retta 
semplice  (non  multipla)  per  la  superficie  di  quint1  ordine.  j  Vi  e  una  curva  doppia  del 
6.°  or  dine  \ . 

Se  R  ha  un  punto  a  comune  con  K,  ogni  piano  condotto  per  R  sega  la  curva  in 
altri  tre  punti,  i  quali,  uniti  ai  loro  corrispondenti  in  R,  danno  altrettante  genera- 
trici della  superficie  di  quint'ordine.  La  quarta  generatrice  e  la  retta  che  unisce  il 
punto  a  della  curva  K  al  corrispondente  a  di  R,  eppero  coincide  colla  stessa  R,  In 
questo  caso,  adunque,  la  retta  R  e  doppia  sulla  superficie  di  quint'  ordine.  Ossia,  in 
ogni  punto  ^  di  R,  questa  superficie  ha  due  piani  tangenti:  1'uno  e  il  piano  deter- 
minate da  R  e  dalla  generatrice  wjt;  1'altro,  costante  qualunque  sia  m  e  il  piano 
passante  per  R  e  per  la  retta  tangente  in  a  alia  curva  gobba  K. 

Ma  se  il  punto  a  coincide  con  a,  cioe  se  nelle  due  serie  proiettive  date  il  punto  a 
corrisponde  a  se  medesimo,  allora  e  evidente  che  ogni  retta  condotta  per  a,  nel  piano 
che  ivi  tocca  K  e  passa  per  R,  soddisfa  alia  condizione  di  unire  un  punto  di  K  col 
corrispondente  di  R;  quindi  la  superficie  di  quint'ordine  si  decomporra  nel  piano  an- 
zidetto  ed  in  una  superficie  del  quart' ordine,  per  la  quale  R  e  una  retta  semplice. 
Ogni  piano  condotto  per  R  sega  la  superficie  secondo  tre  generatrici:  i  tre  punti  in 
cui  queste  si  segano  a  due  a  due,  sono  punti  doppi  della  superficie  di  quart' ordine. 
Dunque,  questa  ha,  per  curva  doppia,  una  cubica  gobba  incontrata  due  volte  da  cia- 
scuna  generatrice. 

Suppongasi  ora  R  appoggiata  in  due  punti  a,  a'  alia  curva  K  e  siano  a,  a'  i  cor- 
rispondenti punti  di  R.  La  retta  R  e  tripla  per  la  superficie  di  quint'  ordine,  tenendo 
essa  luogo  di  direttrice  e  di  due  generatrici  aa,aV. 

Se  a  coincide  con  a,  la  superficie  riducesi  al  quart' ordine  colla  retta  doppia  R 
ed  una  conica  doppia  [36J.  Se  anche  a  coincide  con  a',  si  ottiene  una  superficie  di 
terzo  grado,  avente  R  per  direttrice  semplice,  ed  inoltre  un'  altra  direttrice  rettilinea 
che  e  doppia. 

Da  ultimo,  supponiamo  R  passante  per  tre  punti  &,  a',  a"  della  curva  K;  ed  a 
questi  punti  della  curva  gobba  corrispondano  nella  retta  R  i  punti  a,  a',  a",  Se  cia- 
scuno  di  questi  tre  punti  fe  distinto  dal  suo  corrispondente,  R  tien  luogo  di  direttrice 
e  di  tre  generatrici  aa,  aV,  a"a",  eppero  essa  &  una  retta  quadrupla  per  la  superficie 
di  quint'ordine. 

Se  a  coincide  con  a,  avremo  una  superficie  di  quart' ordine  colla  retta  tripla  R, 
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Se  inoltre  a'  coincide  con  a',  la  superficie  e  del  terz1  ordine  colla  retta  doppia  R. 
In  qtiesto  caso,  la  superficie  nan  ha  altra  direttrice  rettilinea,  distinta  da  R.  In  ogni 
pimto  {L  di  R,  la  superficie  e  toccata  da  due  piani;  1'uno,  variabile,  e  determinato  da 
R  e  dalla  generatrice  jura;  Faltro,  costante,  e  il  piano  che  passa  per  R  e  tocca  in  a1' 
la  cnrva  gobba  K*). 

Se  anche  a  coincide  con  a",  abbiarao  una  superficie  del  second' ordine,  cioe  1'iper- 
boloide  I  passante  per  la  curva  K. 

E  OTVio  che,  eecettuato  il  caso  nel  quale  R  e  una  retta  quadrupla,  la  superficie 
di  quint'  ordine  ha,  oltre  R,  una  linea  doppia,  la  quale  e  del  sesto  o  del  terz7  ordine 
o  una  retta,  secondo  che  R  sia  semplice,  doppia  o  tripla  sulla  superficie  [37j.  Tale  linea 
doppia  e  il  luogo  de'  punti,  in  cui  sMncontrano  a  due  a  due  le  generatrici  che  si 
ottengono  segando  la  superficie  con  un  piano  mobile  intorno  ad  R. 

Per  tal  guisa,  un  solo  e  sempliee  probleina,  ci  ha  condotti  a  varie  superficie  gobbe 
di  quinto,  quarto  e  terz'  ordine,  passanti  per  la  curva  gobba  di  quart' ordine  e  se- 
conda  specie. 

§8. 

Data  la  curva  gobba  K  e  date  due  rette  R,  R',  quale  e  il  grado  della  superficie 
gobba,  luogo  di  una  retta  che  si  muova  appoggiandosi  alle  tre  direttrici  K,  R,  R'? 
Assunta  una  retta  arbitraria  L,  cerchiamo  quante  generatrici  della  richiesta  superficie 
siano  incontrate  da  L,  ossia  quante  rette  vi  abbiano  che  incontrino  le  quattro  linee 
K,  R,  R',  L.  Le  rette  appoggiate  alle  tre  linee  R,  R',  L  formano  un  iperboloide,  il  quale, 
se  le  date  rette  R,  R'  non  hanno  punti  comuni  colla  curva  gobba  K,  e  da  questa 
incontrato  in  otto  punti.  Dunque,  la  richiesta  superficie  e  delfottavo  grado.  Per  essa, 
la  cnrva  K  e  sempiice,  perche  da  ogni  punto  di  questa  curva  parte  una  sola  retta 
che  ineontri  R  ed  R'.  Ma  queste  due  direttrici  rettilinee  sono  quadruple  sulla  super- 
fide  dell'ottavo  grado,  perche  il  piano  condotto,  a  cagion  d'esempio,  per  un  punto  di 
B  e  per  la  retta  K  sega  la  curva  gobba  in  quattro  punti. 


*)  In  generate,  tma  saperfieie  g-obba  del  terzo  grado  pud  risguardarsi,  come  il  luogo  delle 
arete  eke  imiscoao  i  profci  omologhi  di  due  sempliei  serie  projettiive,  Tuna  di  punti  d'una 
S,  Falfera  $i  punti  d'lina  coniea  C.  Se  R  e  G  non  hanno  alcun  punto  eomune,  la  super- 
Iia  mm'sitra  direttrice  (doppia),  che  e  una  retta  appoggiata  in  un  punto  alia  eonica  C 
i  ia  mia  memoria  Swr  qu&qws  proprmte  etc.  nel  tomo  LVIII  del  giornale  matematico 
Qa«sfee  Opere,  a.  24]}.  Mase  B  e  C  hanno  un  punto  comune,  le  due  direttrici  rettilinee 
in  E,  ehe  &  In  W  easa  te  retfea  doppia.  Veggasi,  a  questo  proposito,  la  nota  Sur 
dm  trefe®me  ordre,  ehe  uscirlt  fra  breve  nello  stesso  giornale  succitato. 
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Ogni  punto  comune  alia  curva  K  e  ad  una  delle  direttrici  rettilinee  diininuisce  di 
un'  unita  il  grado  della  superficie.  Per  es.,  se  entrambe  le  rette  R,  R'  incontrano  K 
in  due  punti,  la  superficie  e  del  quarto  grado  e  per  essa  le  rette  date  sono  doppie. 

Invece,  se  K,  incontra  K  in  tre  punti,  mentre  R'  non  abbia  con  questa  eurva  che 
due  punti  eoinuni,  la  superficie  e,  come  si  e  gia  trovato  altrimenti  (§  5),  del  terz'ordine- 
R  e  la  retta  doppia,  ed  R'  e  la  secouda  direttrice. 

Se  R  ed  R'  sono  entrambe  appoggiate  a  K  in  tre  punti,  si  ottiene  una  superficie 
di  secondo  grado,  cioe  quell1  unico  iperboloide  che  passa  per  la  data  curva  gobba  di 
quart' ordine  e  seconda  specie. 

§  9. 

Cerchiamo  di  quale  grado  sia  la  superficie  generata  dal  movimento  di  una  retta, 
che  debba  incontrar  due  volte  la  curva  gobba  K  ed  una  volta  una  data  retta  R.  Da 
ogni  punto  di  questa  retta  partono  tre  rette,  che  vanno  ad  incontrar  due  volte  la  curva 
gobba  *),  cioe  tre  generatrici  della  superficie  di  cui  si  tratta.  Dunque,  la  retta  R 
sara  tripla  su  questa  superficie.  Ogni  piano  menato  per  R  incontra  la  curva  gobba 
in  quattro  punti  che  uniti  a  clue  a  due  danno  sei  generatrici.  La  sezione  fatta  da 
quel  piano,  nella  superficie,  consta  di  queste  sei  generatrici  e  della  retta  tripla  R; 
dunque,  la  superficie  e  del  nono  ordine.  Per  essa,  la  curva  K  e  tripla,  perche  il  piano 
condotto  per  un  punto  qualunque  m  di  K  e  per  R  incontra  la  curva  in  altri  tre  punti 
Wi,w2,W3,  onde  da  m  partono  tre  generatrici  m(ml5m2,  w3)  della  superficie.  Questa 
ha  inoltre  una  curva  doppia  del  terz1  ordine,  che  &  il  luogo  dei  punti  in  cui  si  segano 
le  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  complete  mmlm^m^. 

Se  la  retta  R  incontra  la  curva  K  in  un  punto  o,  la  superficie  di  nono  ordine  si 
risolve  nel  cono  di  terz'  ordine  che  ha  il  vertice  in  o  e  passa  per  K  (§  17),  ed  in  una 
superficie  di  sesto  grado,  per  la  quale  la  curva  K  e  doppia  e  la  retta  R  e  tripla. 

Se  R  incontra  K  in  due  punti  o ,  o\  la  superficie  di  nono  ordine  si  decompone 
ne'  due  coni  prospettivi  alia  curva  gobba,  i  cui  vertici  sono  o ,  or,  ed  in  una  superficie 
di  terzo  grado  per  la  quale  R  e  la  retta  doppia, 

Finalmente,  se  R  e  appoggiata  alia  curva  K  in  tre  punti,  la  superficie  di  nono 
ordine  consta  de'  tre  coni  aventi  i  vertici  in  quei  punti  e  passanti  per  la  curva  gobba. 

Nel  caso  che  la  retta  R  sia  appoggiata  in  due  punti  o,  o1  alia  curva  K,  il  risultato 
puo  enunciarsi  cosi: 

Se  intorno  ad  una  retta  appoggiata  alia  curva  gobba  di  quart'ordine  e  seconda  specie 


*)  Questa  asserzione  sar&  dimostrata  in  seguito  al  §  16, 
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m  due  pimfi,  si  fa  girare  un  piano  die  seghi  la  curva  in  altri  due  punti,  la  retta  die 
wtisce  qmsti  due  punti  ha  per  luogo  una  superficie  di  terzo  grado,  la  cui  diretirice  doppia 
e  la  retta  data. 

Le  due  generatrici  dell' iperboloide  I,  passanti  per  o,  o'  ed  appoggiate  alia  curva 
K  in  due  altri  punti  formano,  insieme  con  questa  curva,  la  completa  intersezione 
deir  iperboloide  colla  superficie  gobba  di  terzo  grado,  di  cui  si  tratta. 

Osserviamo  che  le  coppie  di  punti,  in  cui  la  curva  K  e  incontrata  dalle  siagole 
generatrici  di  questa  superficie  di  terzo  grado,  ossia  dai  piani  condotti  per  la  data 
retta  R,  sono  in  involuzione;  vogliara  dire,  i  piani  determinati  da  quelle  coppie  di 
punti  e  da  una  retta  fissa  appoggiata  alia  curva  K  in  tre  punti,  sono  in  involuzione. 

Reciprocamente:  se  sulla  curva  K  sono  date  piu  coppie  di  punti  in  involuzione, 
le  rette  congiimgenti  i  punti  coniugati  sono  incontrate  tutte  da  una  medesima  retta, 
appoggiata  alia  curva  gobba  in  due  punti,  eppero  formano  una  superficie  di  terzo 
grado.  Siccome  T  involuzione  e  determinata  da  due  coppie  di  punti  coniugati  m ,  m 
ed  n,  n\  cosi  bastera  dimostrare  che  le  rette  mm',  nn  sono  incontrate  da  una  me- 
desiina  retta  appoggiata  alia  curva  gobba  in  due  punti.  Se  intorno  alia  retta  mm'  si 
fa  girare  un  piano  che  seghi  di  nuovo  la  curva  K  in  due  punti,  questi  generano 
un' involuzione.  Cosi  pure,  facendo  girare  intorno  ad  nn'  un  piano,  si  otterra  una 
seconda  involuzione.  Le  due  involuzioni  hanno,  cora'e  noto,  una  coppia  comune  di 
punti  coaiugati  (reali  o  immaginari),  eppero  la  retta  (reale)  che  li  unisce  e  appog- 
giata ad  entrambe  le  mm',  nn\  a  d.  d. 


Sia  date  F  iperboloide  I  e  su  di  esso  la  curva  gobba  K  di  quart1  ordine  e  seconda 
specie.  Una  retta  A  (generatrice  deiP  iperboloide)  appoggiata  in  tre  punti  a  questa 
com*  si  assama  came  direttrice  doppia  di  una  superfieie  gobba  di  terzo  grado,  del 
festo  arMtraria.  Essa  seghera  1*  iperboloide,  lungo  un'altra  curva  gobba  di  quart'ordine 
e  S€$0nda  specie,  ed  ineontrera  la  curva  data  in  dodici  punti;  ma  tre  di  essi  sono 
teila  netta  doppia  A,  i  quali  eontano  come  sei  intersezioni;  dunque: 

^&e  di  qmrf'ordine  e  second®  specie,  tracciate  sutto  stesso  iper- 
mascma  in  tre  pwnti,  una  skessa  generatrice  di  esso,  le  due  curve  si 
segano  m  sei  punii. 


Dm  m$<&jme  ffotbe  M  ierso  gr®do  amvti  la  stessa  retta  doppia  ed  un  iperboloide 

di  e$$&*  sei 
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Se,  invece  della  retta  A,  prendiamo,  come  retta  doppia  della  superficie  di  terzo 
grado,  una  generatrice  dell1  iperboloide  appoggiata  alia  curva  K  in  un  solo  punto, 
avremo  evidentemente : 

Quando  due  curve  gobbe  di  quart' or  dine  e  seconda  specie,  tracciate  sullo  stesso  iper- 
boloide, incontrano,  I'una  in  tre  punti  e  Valtra  in  un  solo  punto,  una  medesima  genera- 
trice  di  quello,  le  due  curve  si  segano  in  died  punti. 

Per  la  generatrice  A  dell1  iperboloide  I,  appoggiata  alia  curva  K  in  tre  punti, 
s'immagini  condotto  un  altro  iperboloide;  questo  seghera  il  primo  lungo  una  cubica 
gobba,  ed  incontrera  la  curva  data  in  otto  punti,  tre  de'  quali  sono  nella  retta  A ; 
dunque : 

Quando  una  cubica  gobba,  ed  una  curva  gobba  di  quart*  ordine  e  seconda  specie, 
tracciate  sopra  uno  stesso  iperboloide,  incontrano,  ciascuna  in  un  punto  solo,  una  mede- 
sima generatrice  di  quello,  le  due  curve  si  segano  in  cinque  punti. 

Ossia : 

Due  iperboloidi  aventi  una  generatrice  comune,  ed  una  superficie  gobba  di  ter#o  grado, 
per  la  quale  qiwlla,  generatrice  sia  la  retta  doppia,  hanno,  all'infuori  di  essa,  cinque 
punti  comuni. 

Invece,  se  il  secondo  iperboloide  si  fa  passare  per  una  generatrice  del  primo,  ap- 
poggiata alia  curva  K  in  un  punto  solo,  si  avra: 

Quando  una  cubica  gobba  ed  una  curva  gobba  di  quart*  ordine  e  seconda  specie,  trac- 
ciate sullo  stesso  iperboloide,  incontrano,  I'una  in  due  punti  e  Valtra  in  un  solo,  una 
medesima  generatrice  di  Quello,  le  due  curve  hanno  sette  punti  comuni. 


§  11. 


Le  generatrici  dell' iperboloide  I,  del  primo  sistema,  segano  la  curva  K  in  tre 
punti.  Si  puo  domandare,  se  vi  sia  alcuna  di  quelle  generatrici,  per  la  quale  due  di 
quei  tre  punti  siano  riuniti  in  un  solo;  cioe,  se  vi  sia  alcuna  generatrice  delF iperbo- 
loide I,  tangente  alia  curva  gobba.  A  tal  uopo,  osserviamo  che  i  punti  della  curva, 
essendo  distribuiti  a  tre  a  tre  in  linea  retta,  formano  un'  involuzione  del  terz'  ordine. 
Una  tale  involuzione  ha  quattro  punti  doppi,  cioe,  vi  sono  quattro  gruppi  o  terne  in 
ciascuna  delle  quali  due  punti  sono  riuniti*);  dunque: 


*)  Vedi  la  nota  a  pag.  290.  In.  un  fascio  di  curve  d' ordine  n,  ve  ne  sono  in  generale 
2(7i — 1)  che  toccano  una  data  retta  L,  Dunque,  un' involuzione  d' ordine  n  ha  2(n— 1)  ele- 
menti  doppi. 
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Ti  sono  qiiaktro  generatrici  deW  iperboloide  I  passante  per  la  curva  gobba  di  quart' or- 
dine  e  seconda  specie,  che  sono  tangenti  alia  curva  stessa. 

In  seguito,  designeremo  con  T  una  qualunque  di  queste  quattro  generatrici  tan- 
genti; con  i  il  punto  in  cui  essa  e  tangente  alia  curva  gobba,  e  con  t'  il  punto  in  cui 
e  semplicemente  segante. 

Ogni  altra  tangente  della  curva  K,  essendo  anche  tangente  all1  iperboloide  I,  non 
incontra  questa  superficie  in  altri  punti,  oltre  quello  di  contatto;  dunque,  la  superficie 
sviluppabile  T  osculatrice  della  curva  K,  cioe  il  luogo  delle  tangenti  alia  curva  data, 
ha  in  comune  coll'  iperboloide  esclusivamente  la  curva  stessa  e  le  quattro  generatrici  T. 
La  curra  K  e  sernplice  per  F iperboloide,  ed  e  cuspidale  per  la  sviluppabile;  per  la 
qual  cosa  dee  contar  due  volte  nell'  intersezione  delle  due  superficie.  Questa  interse- 
zione  equivale  dunque  complessivainente  ad  una  linea  del  dodicesimo  ordine;  quindi: 

La  sviluppabile  osculatrice  d*ella  curva  gobba  di  quart'ordine  e  seconda  specie  e  del 
sesto  ordine. 

Ossia: 

Una  retta  qualsivoglia  incontra  sei  tangenti  della  curva  gobba  di  quart'ordine  e  se- 
conda specie. 

Od  anche: 

Per  una  retta  arbitraria  si  possono  condurre  sei  piani  tangenti  alia  curva  gobba  di 
quart'ordine  e  seconda  specie. 

E  evidente  che  in  ciascuno  de'  quattro  punti  t  F  iperboloide  e  la  sviluppabile  V 
hanno  un  contatto  di  second'  ordine,  onde  ciascuno  de'  quattro  piani  osculatori  alia 
curva  ne'  punti  t  contera  per  tre  piani  tangenti  comuni  alle  due  superficie.  Ed  e  anche 
evidente  che  queste  non  possono  avere  altri  piani  tangenti  comuni,  Dunque,  il  numero 
de'  piani  tangenti  comuni  alle  due  superficie,  ossia  il  prodotto  de'  numeri  esprimenti 
le  lore  rispettive  dassi  e  doditi;  eppero: 

La  mkippaKle  oscufafarwe  della  c^r&a  yobba  di  quart'orMne  e  seconda  specie  e  della 
sesia  dasse. 

Ossia: 

Per  m  pmto  pre$a  arUiranamente  ndU  §pa#io  passano  sei  piani  osculatori  della 
aww  gotdftt  di  gmri'ordine  e  seconda  specie. 

La  Sfiltippabile  osetlatriee  ha  inoltre  Fimportante  proprieta  d'essere  circoscritta 
ai  IMI  st^erfide  dl  second'ordme.  Per  dimosfcraiio,  eonvien  premettere  alcune  ri- 
e,  die  fonaemano  foggetto  del  segneote  paragrafo. 
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§    12- 

Lemma.  Quattro  punti  in  linea  retta,  a,  b,  c,  d,  danno  luogo  a  tre  rapporti  anar- 
inonici  fondamentali: 

ac     ad          ,     ,,x       ad     ab  ,   „  ,       ab      ac  . 


gli  altri  tre  rapporti  anarmonici  (abdc),  (acbd),  (adcb),  che  si  possono  formare  con 
que1  quattro  punti,  sono  i  reciproci  de'  tre  superiors 

Quando  due  di  quei  tre  rapporti  anarmonici  siano  eguall,  anche  il  terzo  e  eguale 
ai  primi  due.  Cio  riesce  evidente,  osservando  che,  se  si  pone 

(a  bed)  —  r  , 

si  ha 

1  r  —  1 

(aedb)  =  -  -  ,        (adbc)  =  —  —  . 

1         T  * 

Ora  suppongansi  dati  sopra  una  retta  i  tre  punti  a,  M;  ed  assunto  ad  arbitrio 
(nella  retta)  un  punto  m,  si  determini  un  punto  m\  per  modo  che  il  rapporto  anar- 
monico  (abcm)  sia  eguale  a  quest'  altro  (acm'b)  o,  cio  che  e  lo  stesso,  a  (cabnf).  Ya- 
riando  insieme  m,mf,  questi  punti  generano  due  divisioni  omografiche,  nelle  quali 
ad  a,b,c,  m  corrispondono  ordinatamente  c,a,b,m'.  Se.de  uno  de'  due  punti  doppi 
di  queste  divisioni  omografiche,  il  sistema  de1  quattro  punti  a,  b,  c,  d  avra  i  suoi  tre 
rapporti  anarmonici  (fondamentali)  eguali  fra  loro, 

Se  i  tre  punti  dati  sono  tutti  reali,  i  due  punti  doppi  sono  immaginari.  Ma  questi 
sono  reali,  quando  due  de1  tre  punti  dati  siano  immaginari  coniugati.  Inoltre  e  ovvio 
che,  se  due  de'  punti  dati  coincidono  in  un  solo,  in  questo  coincidono  anche  i  due 

punti  doppi. 

In  conseguenza  delle  cose  esposte  nel  §  2,  quanto  qui  e  detto  per  punti  in  linea 
retta,  sussiste  per  punti  della  curva  gobba  K. 

Cio  premesso,  domandiamo  di  qual  classe  sia  la  superficie,  inviluppo  di  un  piano 
segante  la  curra  E  in  quattro  punti  (due  de'  quali  immaginari),  i  cui  tre  rapporti 
anarmonici  siano  eguali*).  Quanti  di  tali  piani  passano  per  una  retta  qualunfue,  per 
m.  per  una  retta  appoggiata  alia  curva  gobba  in  tre  punti  a,  b,  c  ?  Secondo  il  lemma 
premesso*  I  fee  prati  &,l,c  determinano  due  punti,  ciascuno  de'  quali  forma  con  a,  5,  c 


*)  0«a:  i  <mi  rap|>or^  aua3tm(mM  siaao  le  radiei  eubielie  immaginarie  de&unm  cara- 
segpo,    PJ  ; 
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un  sistema  avente  i  rapporti  anarrnonici  eguali.  Dunque,  la  richiesta  superficie  e  di 
seconda  classe,  eppero  anche  di  second' ordine.  E  siccome,  se  due  de'  quattro  punti 
(in  eui  la  curva  K  e  segata  da  uno  de'  piani  che  si  considerano)  coincidono  in  un  solo, 
ivi  cade  anche  uno  degli  altri  due,  cosi  i  piani  osculatori  della  curva  gobba  sodisfanno 
alia  condizione  richiesta  pei  piani,  di  cui  abbiamo  cercato  T inviluppo.  Cioe: 

L' inviluppo  di  un  piano  segante  la  curva  gobba  di  quart'ordine  e  seconda  specie,  in 
quattro  punti  aventi  i  tre  rapporti  anarmonid  eguali,  e  una  superficie  di  secondo  grado, 
inscritta  nella  sviluppnUle  osculatrice  della  curva  data. 

Quale  e  la  classe  della  superficie,  inviluppo  di  un  piano  che  seghi  la  curva  K  in 
quattro  punti  armonici?  Cerchiamo  quanti  di  tali  piani  passino  per  una  retta  qua- 
lunque,  per  es.  per  una  retta  A  appoggiata  in  tre  punti  a,  b,  c  alia  curva  gobba.  Sia  d 
il  punto  della  curva  K  coniugato  annonico  di  a,  rispetto  ai  due  6,  c;  similmente  sia  e 
il  coniugato  di  6,  rispetto  ai  due  c,  a,  e  sia  f  il  coniugato  di  c,  rispetto  ai  due  a,  I. 
Evidentemente  i  soli  piani  che  passino  per  la  retta  A  e  seghino  armonicamente  la 
curva  data  sono  A  (d,  e,  f).  Dunque,  F  inviluppo  ricbiesto  e  della  terza  classe. 

Quando  fra  quattro  punti  armoniei,  due  coniugati  coincidono,  ivi  coincide  anche 
uao  degli  altri  due;  dunque,  fra  i  piani  che  segano  armonicamente  la  curva  gobba, 
sono  da  contarsi  anche  i  suoi  piani  osculatori;  ossia: 

U inviluppo  di  un  piano,  che  seghi  la  curva  gobba  di  qmrt'ordine  e  seconda  specie 
in  quattro  punti  armoniti,  e  una  superficie  di  terza  classe,  inscritta  nella  sviluppdbile 
os&d&trice  della  curva  data. 

Per  tal  modo,  la  sviluppabile  osculatrice  della  curva  K  ci  si  presenta,  come  invi- 
luppo de'  piani  tangenti  comuni  alia  superficie  di  terza  classe  toccata  dai  piani  ehe 
segano  armonicamente  la  curva,  ed  alia  superficie  S  di  secondo  grado  inviluppata  dai 
piaiH,  eiasean  de"*  quali  saga  la  curva  in  quattro  punti  aventi  i  tre  rapporti  anarmo- 
nici  eguali. 

Per  ogni  generatrice  rettilinea  della  superficie  di  seeondo  grado  S,  passano  tre 
pkai  tangeati  alia  supericie  di  terza  classe ;  quest!  tre  piani,  essendc^  tangenti  ad 
eBfcrmmbe  le  ^operieie,  SOEO  osculatori  alia  curva  K.  Reciprocamente,  ogni  retta,  per 
la  <pate  passiiio  tre  piani  osculatori  (iella  curva  Kr  dee  giacere  per  intero  sulla  su- 
perfiei®  S;  donque: 

L&  mp®r$d®  di  smmd®  grado,  inviluppaia  dai  pi&ni  che  segano  in  qmbtro  punti  a 
mpp&rii  ^narmomci  eguaH  la  curm,  c$i$ba  di  quarfordine  e  seaonda  spede,  e  il  luogo 
per  dasema  deUe  gw&i  p®$$m0  Ir^  ymmi  @$c%d&tori  deUa  cwrva  data. 


i  pmm@  segamfe  la  mpm  ^^  M  @&&r£0r$me  e  $econda  specie,  in  qwtitro  ptmti 
mrm0m$i  $ffmM9  wMime  3m  r^fe,  p@ar  dasama  d&Ue  qmii  passatoa  tre 
piani  os&dat&ri  della 
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Od  anche: 

Se  per  una  retta,  che  sia  V  intersezione  di  ire  piani  oscidatori  della  curva  goVba  di 
guart'  ordine  e  seconda  specie,  si  conduce  un  piano  arbitrario,  quest  o  sega  la  curva  in 
quattro  punti,  i  tre  rapporti  anarmonici  dey  quali  sono  eguali  fra  loro, 

Siano  M,M'  le  due  generatrici  rettilinee  della  superficie  S,  poste  in  un  piano 
osculatore  qualunque  della  curva  K,  e  sia  G  la  generatrice  della  sviluppabile  V,  posta 
nel  piano  medesimo.  Siccome  questo  piano  dee  toccare  in  uno  stesso  punto  le  due 
superficie  S  e  V,  cosi  il  punto  comune  alle  M,M'  apparterra  a  G.  Questo  punto  ap- 
partiene  anche  alia  curva  di  contatto  fra  le  due  superficie;  e  la  tangente  a  questa 
curva  in  quel  punto  e,  secondo  il  teorema  di  DUPIN,  coniugata  a  G,  ossia  e  la  eoniu- 
gata  armonica  di  G  rispetto  alle  M,  M'. 

La  curva  di  contatto  e,  per  la  teorica  di  PONCELET,  polare  reciproca  della  svilup- 
pabile V,  rispetto  alia  superficie  di  secondo  grado  S.  Ne  segue  che  la  detta  curva 
e  del  sesto  ordine,  che  la  sviluppabile  fonnata  dalle  sue  tangenti  e  pure  del  sesto 
ordine,  ecc. 


Immaginiamo  segata  la  sviluppabile  V  osculatrice  della  curva  gobba  K  da  un  piano 
qualsivoglia  P.  Questo  sega  le  generatrici  ed  i  piani  tangenti  della  sviluppabile  in 
punti  e  rette,  che  sono  i  punti  e  le  tangenti  della  curva  <T  intersezione  della  svilup- 
pabile medesima  col  piano.  Quindi,  questa  curva  sara  del  sesto  ordine  e  della  sesta 
classe,  appunto  come  la  sviluppabile,  ed  avra  quattro  cuspidi  ne'  punti  in  cui  il  piano 
P  incontra  la  curva  cuspidale  K.  Se  adunque,  nella  prima  formola  di  FLICKER,  si 
pone  m=m=$  ed  5=4,  ne  ricaviamo  d=6.  Cio  significa  che: 

Un  piano  arUtrario  contiene  sei  punti,  ciascun  de'  quali  e  V  interse&ione  di  due  rekte 
tangenti  alia  curva  gobba  di  quart'  ordine  e  seconda  specie. 

Ossia: 

I  piinki?  in  cui  si  segano  a  due  a  due  le  tangenti  non  consecutive  della  curva  gobba 
di  quart'  or  dine  e  secmda  specie,  formano  stdla  svtiuppabik  osculatrice  una  curva  doppia 
o  nodale  D  dd  sesf  ordine* 

Per  m=d=6,  s  ==4,  la  terza  formola  di  PLOCEER  da  sl  =4,  cioe  la  curva  nel 
piamo  P  ha  quattro  tangenti  stazionarie.  Una  tangente  stazionaria  nella  curva  d'in- 
tersezi0ne  e  la  traecia,  sul  piano  P,  d'un  piano  tangente  stazionario  della  sviluppa- 
Mte,  doe  d*m  piaao  die  ha  colla  curva  K  UB  contatto  di  terz'ordme  ed  osetila  la 
svitappatele  V  lnm^>  fetta  Una  generatrice  (d'inflessione).  Dunque: 

mm?a  goKta  di  quart'  or  dine  e  seconda  specie  Jm  qmUro 
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Ossia: 

La  curva  gobba  di  qiiarf ordine  e  seconda  specie  ha  quattro  punti,  ne'  qtiali  i  piani 
oscidatori  rispettivi  hanno  colla  curva  un  contatto  di  ter^  ordine. 

Per  »i  =  OT'=6,  s' =  4,  la  seconda  formola  di  PLtiCKER  da  <?==6,  cioe  la  curva 
d' intersezione  nel  piano  P  ha  sei  tangenti  doppie.  Una  tangente  doppia  e:  o  la  traccia 
di  un  piano  cbe  tocchi  la  sviluppabile  lungo  due  generatrici  diverse;  ovvero  la  inter- 
sezione di  due  piani  tangenti  distinti.  Ora  la  nostra  sviluppabile  non  puo  ammettere 
un  piano  tangente  doppio:  un  tal  piano  osculerebbe  la  curva  cuspidale  K  in  due  punti, 
il  che  equivale  a  segarla  in  sei  punti:  cosa  impossibile  per  una  curva  del  quart'ordine. 
Dunque : 

Un  piano  arbitrario  contiene  sei  rette,  ciascuna  delle  quali  e  V  intersezione  di  due 
piani  oscwlatori  della  curva  gobba  di  quarf  ordine  e  seconda  specie. 

Supponiamo  ora  che  il  piano  segante  P  sia  condotto  ad  arbitrio  per  una  genera- 
trice  G  della  sviluppabile  osculatrice;  la  sezione  sara  composta  di  quella  generatrice  e 
di  una  curva  di  quint' ordine  e  sesta  classe.  Questa  curva  avra  due  cuspidi,  perche  il 
piano  P,  essendo  tangente  alia  curva  K,  la  sega  in  due  soli  punti  fuori  della  retta  G. 

Quindi,  facendo  m=5,  m'=6,  s  =  2,  nelle  formole  di  PI/OCKER,  avremo  <Z  =  4, 
s'  =  5,  rf=5.  Qui  abbiamo  un  flesso  di  piii  che  nel  caso  generate:  esso  e  il  punto 
in  cui  la  retta  G  tocca  la  curva  di  quint' ordine  (ed  anche  la  curva  gobba  K). 

I  sei  punti,  in  cui  la  curva  doppia  D  e  segata  dal  piano  P,  sono  i  quattro  punti 
doppi  della  curva  piana  di  quint' ordine,  ed  i  due  punti  in  cui  questa  e  intersecata 
dalla  sua  tangente  stazionaria  G.  Di  qui  deduciamo  che: 

Ogni  reUa  tangente  detta  curva  cuspidale  K  incontra  dm  wlie  la  curva  doppia  D. 

Ossia: 

Ogni  tanffente  deUa  eurva  gob&a  di  quart* ordine  e  seconda  specie  incontra  due  altre 
ianyenti  detta  sfessa  curva. 

tangenti  della  curva  E?  che  s'  incontrino,  determinano  un  piano  che  e  doppia- 
tangente  alia  curva  medesima.  La  sezione  fatta  da  un  tal  piano,  nella  sviluppa- 
Mle  Y,  coistera  delle  due  tangenti  suddette  e  di  una  curva  del  quart'  ordine  e  della 
sesta  elasse*  Qsesta  earva  non  pu6  avere  cuspidi,  perche  un  piano  tangente  alia  curva  K 
ii  due  punti  dlversi,  non  puo  incontrare  questa  eurva  in  alcan  altro  punto.  Dalle  formole 
di  P&ftaciR  dedieiamo  poi,  che  la  curva  dMntersazione  ha  sei  flessi,  tre  punti  doppi 
e  qostoo  tangetti  doppie. 

C0Bsifieriaffiio  ora  la  sazSoue  fatta  aella  sviluppabile  osealatrice  da  un  piano  P  che 
osetli  k  ait¥a  K  In  HE  punto  g  e  la  s^gM  IE  en  punto  ^  eppero  toeehi  la  svilnp- 
^«aa  taigo  naa  retta  0,  taBgente  a  K  in  g.  NeEa  E^IOBG,  la  generatrice  G 
due  tolte;  iaieffi,  il  pbao  P  seghem  la  syitappablle  seeondo  HM  eurva  di 
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quart'  ordine,  avente  un  cuspide  in  g.  Questa  curva  e  della  quinta  classe,  perche  per 
ogni  punto  d'  un  piano  osculatore  della  curva  K  passano  altri  cinque  piani  osculatori. 

Facendo  w»=4,  »&'=5,  s=l,  nelle  formole  di  PLCCKER,  ne  deduciamo  d=2, 
s'=4,  <Z'=2. 

Dunque,  il  piano  P  sega  la  curva  doppia  D  in  due  soli  punti  fuori  della  retta  G; 
e  siccome  la  curva  D  e  del  sest'  ordine,  cosi  ne  segue  che  quel  piano  tocca  questa 
curva  ne'  due  punti,  in  cui  e  incontrata  dalla  retta  G;  cioe: 

Ogni  piano  osculatore  alia  curva  K  tocca  in  due  punti  distinti  la  curva  doppia  D. 

Ossia: 

La  sviluppabile  osculatrice  della  curva  K  e  doppiamente  tangents  alia  curva  D. 

Dall'esser  poi  d'=2,  segue  che  in  ogni  piano  osculatore  della  curva  K  vi  sono  due 
rette,  ciascuna  delle  quali  e  Fintersezione  di  due  altri  piani  osculatori.  Queste  rette  sono 
generatrici  della  superficie  di  second'  ordine  S,  inscritta  nella  sviluppabile  V  (§  12). 


Finalmente,  suppongasi  che  il  piano  segante  P  sia  uno  de'  quattro  piani  stazionari. 
Siccome  lungo  la  relativa  generatrice  G,  il  piano  e  osculatore  alia  superficie  V,  cosi 
la  rimanente  sezione  e  una  curva  del  terz'  ordine;  e  questa  e  della  quarta  classe, 
perche  un  piano  stazionario  rappresenta  due  piani  osculatori  coincidenti.  La  curva 
medesima  non  puo  aver  regressi,  giacche  i  quattro  punti  d'incontro  della  curva  K 
col  piano  stazionario  sono  tutti  rmniti  in  un  solo.  Vi  saranno  dunque  tre  flessi  ed  un 
punto  doppio. 

fi  notissimo  che  i  tre  flessi  d'una  eurva  piana  di  terz'  ordine  e  quarta  classe  sono 
in  linea  retta.  Nel  nostro  caso,  i  tre  flessi  sono  i  punti  in  eui  il  piano  stazionario,  che 
si  considera,  sega  le  generatrici  d1  inflessione  poste  negli  altri  tre  piani  stazionari. 
Dunque,  le  generatrici  d'  inflessione  sono  incontrate  tutte  e  quattro  da  quattro  rette  , 
ri&pettivaiaeate  situate  nei  quattro  piani  stazionari.  Percio: 

Le  quctftro  timgmti  detta  curm  goVba  di  gmrt'ordine  e  seconds  specie?  situate  ne'  suoi 
piani  osculatori  stazionari,  giacdono  sopra  uno  s&sso  iperboMde. 

Nel  caso  che  consideriamo,  la  eurva  d'intersezione  del  piano  P  non  ha  tangenti 
doppie.  Tuttavia  questo  piano,  essendo  taagente  aEa  superficie  S  (§  12),  contiene  due 
g^iarEteici  della  medesima.  Ma,  siccome  de'  tre  piaai  oseulatori  passanti  per  cia&otna 
di  esse,  due  coiocidoiM)  nel  piano  stazionario,  cosi  esse  non  sono  tangenti  doppie,  ma 
tangesti  <mjinarie  ddk  cmrva  d'  interseziane. 

H  pnato  f>  OT6  U-enrm  K  ha  un  eontatto  del  terz"  ordine  col  piano  stazioaario 
P,  li  nn  p^tto  i^te  mfim  doppia  D.  Ed  invero:  nel  punto  g  tre  tangeati  sue- 
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cessive  della  curva  K  sono  sovrapposte;  quindi  il  punto  g,  come  intersezione  della 
prima  colla  terza  tangente,  appartiene  alia  curva  doppia. 

La  generatrice  d'inflessione  G-,  dopo  aver  toccata  la  curva  del  terz'ordine,  sezione 
fatta  dal  piano  P  nella  sviluppabile  V,  va  a  segarla  in  un  altro  punto  h ;  e  questo  il 
secondo  punto,  ove  la  curva  D  e  incontrata  dalla  generatrice  medesima;  (e  in  esso 
la  curva  D  sara  osculata  dal  piano  P;  perchfe,  siccome  &  conta  come  tre  rette  nella 
sezione  completa,  cosi  il  punto  li  contera  come  tre  punti  doppi  della  sezione  completa 
medesima ! . 

Nel  caso  generale  d'un  piano  osculatore  qualsivoglia  (§  13),  questo  sega  la  curva 
D  in  due  punti  situati  nella  generatrice  posta  in  quel  piano.  Ma  quando  il  piano  oscu- 
latore e  lo  stazionario  P,  uno  di  que'  due  punti  va  a  riunirsi  con  #;  cioe  il  piano 
stazionario  oscula  la  curva  doppia  in  h,  la  tocca  semplicemente  in  g,  e  la  sega  inoltre 
in  un  terzo  punto,  fuori  della  retta  G.  E  quest' ultimo  Funico  punto  doppio.  che  ab- 
biamo  superiormente  trovato  nella  curva  di  terz'  ordine,  sezione  della  sviluppabile  V. 

Dunque : 

I  punti  in  eui  la  curva  K  e  toccata  dai  suoi  guattro  piani  osculatori  stazionari  sono 
anche  pmti  della  curva  D.  In  essi,  i  piani  stazionari  della  curva  K  sono  tangenti  alia 
curva  D,  [39] 

E  poi  facilissimo  persuadersi  che  i  quattro  punti  anzidetti  sono  anche  quelli,  ove 
i  piani  stazionari  toccano  la  superficie  di  secondo  grado  S  e  quella  superficie  di  terza 
classe  che  &  inviluppata  dai  piani  seganti  armonicamente  la  curva  K. 


§  15. 


Oltre  i  panti  di  contatto  de'  quattro  piani  stazionari,  le  curve  K  e  D  hanno  in 
i  quattro  pnnti  f ,  ove  la  prima  corva  &  segata  dalle  quattro  tangenti  T  ge- 
i  dei'iperboloide  I  (§  11).  Anzi,  questi  ultimi  sono  punti  stazionari  della  curva 
D,  MattZ:  in  f  concorrono  tre  taageati  di  K,  cio&  la  tangente  in  *',  la  tangente  nel 
prato  su^essi?o  {infiaitemente  vicino)  a  f  e  la  taigente  (T)  in  t.  I  punti}  in  cui  le 
prime  ta®  tangenti  mcontraao  la  terza  appartengoao  ala  curva  D,  in  virtu  della  de- 
H€sia  eerva;  dunque,  tf  rappresenta  due  punti  snccessivi  ddla  curva  D, 
6  m  punto  sfezionario'  d^Ha  medesina. 

La  €HITO  D  ineoiitm  Fiperbololde  I  m"  quateo  pmti  di  eontatte  deEa  eurva  E 
p&ai  stazioiari  o  id  § natta)  poati  f.  Ciasomo  di  questi  Bltimi  conta  come  toe 
p»cfcl  ^  im  prate  Bteuloiiario  dela  mna  i(^ia;  dm^ue  qmegli  otto 
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punti  equivalgono  a  dodici  intersezioni.  Essendo  la  curva  D  del  sest'  ordine,  non  puo 
avere  altri  punti  comuni  colFiperboloide,  eppero  le  due  curve  K  e  D  haano  in  comune 
solameate  gli  otto  punti  accennati. 

Dunque  : 

Le  due  curve  K  e  D  si  segano  in  otto  punti;  doe  ne*  punti  di  contatto  della  curua 
K  GO'  suoi  piani  stazionari  e  ne'  punti  in  cui  questa  curva  e  segata  dalle  sue  quattro 
tangenti,  sitiiate  suW  iperboloide  I.  Gli  ultimi  quattro  punti  sono  stazionari  per  la 
curva  D  *). 

Un  piano  qualunque,  condotto  per  uno  de'  punti  stazionari  t',  sega  la  curva  D 
soltanto  in  altri  quattro  punti:  dunque  il  cono,  che  ha  il  vertice  in  quel  punto  e  passa 
per  la  curva  D,  e  del  quart'  ordine.  Per  esso,  le  rette  che  uniscono  quel  punto  sta- 
zionario  agli  altri  tre,  sono  generatrici  stazionarie.  Ora,  un  cono  di  quart'  ordine, 
dotato  di  tre  generatrici  stazionarie  (cuspidali),  non  puo  avere  alcun'altra  generatrice 
multipla;  dunque,  la  curva  D  non  pub  avere,  oltre  i  suoi  quattro  punti  sta^miari,  altri 
punti  multipli. 


Passiamo  ora  a  considerare  i  coni  prospettivi  alia  data  curva  gobba  K  di  quart1  ordine 
e  seconda  specie. 

Un  pnnto  0,  preso  ad  arbitrio  nello  spazio,  sia  il  vertice  di  un  cono  passante  per 
la  curva  K.  Questo  cono  e  del  quart'  ordine,  perche  ogni  piano  condotto  per  o,  in- 
contrando  la  curva  K  in  quattro  punti,  sega  il  cono  lungo  le  quattro  rette  che  con- 
giungono  o  a  que'  quattro  punti. 

II  cono  e  della  sesta  classe:  infatti,  ogni  retta  passante  per  o  giace  in  sei  piani 
tangenti  alia  curva  K,  eppero  tangenti  al  cono  medesimo  (§  11). 

H  cono  ha  sei  piani  stazionari,  tali  essendo  i  sei  piani  osculatori,  che  da  o  si 
possono  condurre  alia  curva  data  (§  11). 

Quindi,  facendo  nelle  formole  di  PLOCEER  (le  quali  sussistono  pei  coni  come  per 
le  Hnee  piaae)  w=4;  ^=6,  se  ne  rieava  ^=3,  ^=0,  (ir=4.  Che  dovesse  essere 
s=0,  s!  poteva  prevedere  dalla  maneanza  di  cuspidi  nella  curva  K. 

DalFe^ere  d=3  segue,  che  il  nostro  cono  ha  tre  generatrici  doppie;  e  siceome 
le  curva  K  non  ha  punti  doppi,  cosi: 

Per  wi  ftmto  jpmkmqne  detto  spa$io  passano  tre  re$e,  ciascuna  deUe  quali  incontra 
la  ewm  g@$b&  di  gmrf  ordine  e  sewmda  specie  in  due  punti. 


Ijei  i^aHro.  ppiM  f ;  le  ciKT0  K  e  I>  haaao  eornuni  i  piani 
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Essendo  $'=4,  il  cono  ha  quattro  piani  tangent!  doppi,  ossia: 

Per  un  punto  ([iialimqw  dello  spazio  passano  quattro  piani,  ciascimo  de'  quali  con- 
tlene  due  rette  tangenti  deUa  curva  gobba  di  quart"  or  dine  e  seconda  specie. 

Se  il  cono  prospettivo  vien  segato  da  un  piano  qualunque  non  passante  per  o,  si  ha : 

Posto  Tocchio  in  un  punto  gwlunque  dello  spazio,  la  prospettiva  detta  curva  K  e 
ana  linea  piana  del  quart'ordine  e  detta  sesta  classe  con  tre  pvnti  doppi,  quattro  tan- 
genti  doppie  e  sei  flessL 

Dalla  teoria  delle  curve  piane  di  quart' ordine  dotate  di  tre  punti  doppi*)  e  noto: 
che  le  sei  tangenti  ne1  tre  punti  doppi  toccano  una  stessa  conica;  che  le  sei  rette, 
passanti  pei  punti  doppi  e  toccanti  altrove  la  curva  sono  tangenti  di  una  seconda 
conica;  che  gli  otto  punti  di  contatto  delle  quattro  tangenti  doppie  sono  in  una  terza 
conica ;  e  che  i  tre  punti  doppi  sono  le  intersezioni  delle  coppie  di  lati  opposti  d5  un 
quadrangolo  complete,  circoscritto  al  quadrilatero  complete  formato  dalle  tangenti 
doppie.  Dunque: 

Per  un  punto  arbitrariamente  dato  nello  spazio,  passano  tre  rette,  ciascuna  ap- 
poggiata  in  due  punti  alia  curva  K.  I  piani  tangenti  alia  curva  ne3  sei  punti  d'appoggio, 
eondotti  dal  punto  dato,  toccano  uno  stesso  cono  di  secondo  grado.  Gli  altri  sei  piani 
tangenti  della  curva,  eke  passano  per  quelle  tre  rette  medesime,  dice  per  ciascuna,  toccano 
un  atiro  cono  di  secondo  grado. 

Per  un  punto  dato  ad  arbitrio  nello  spazio,  passano  quattro  piani,  ciascuno  de'  quali 
tocca  la  curva  K  in  due  punti  distinti.  Le  rette,  che  congiungono  il  punto  dato  agli  otto 
pmti  di  confatto,  gmedono  sopra  uno  stesso  cono  di  second' ordine. 

Le  tre  rette,  eke  dal  punto  dato  ponno  condursi  ad  incontrar  due  wUe  Id  curva  K, 
sono  le  in£erse&ioni  delle  coppie  di  facce  opposte  di  un  angolo  quadrispigolo  complete, 
cireosantto  alVangolo  tdraedro  completo  formato  dai  quaUro  piani  tangenti  doppi. 


17. 


Se  0  pmto  o  e  preso  soil'  iperboloide  I,  le  tre  rette  die  incontrano  due  volte  la 
curva  goblm  K  ridfimiisi  ad  una  sola,  eioe  alia  generatrice  delF  iperboloide  appog- 
giala  ^Ua  carva  ia  tro  punti.  Quiadi,  se  si  pone  Focehio  in  quel  punto,  la  prospettiva 
della  csr?a  K  fe  ana  linea  piana  del  quart*  ordine  dotata  di  HE  punto  triplo. 

1  ptmio  0  sia  pr^o  sopra  una  retta  Cr»  tangente  alia  curva  E  in  un  punto  g. 


*)  OAYi*syT  O$m&ri$@e  and  IM>.  Mo£k.  *^«mal,  vol.  V,  pag.  150-  —  Joumoi,  <fe  M.  Lwu- 
tiilfe,  t  X?,  |wi£.  SS0.  —  BAIMOU,  ^r^r  p$a®&  WTBSS,  DaMia  186^  pag,  201,  20^, 
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Questa  retta  tien  luogo  di  una  delle  tre,  incontranti  due  volte  la  curva  gobba ;  dunque, 
il  cono  prospettivo  avra  due  generatrici  doppie  ed  una  cuspidale.  II  cono  e  ancora 
del  quart'  ordine,  ma  della  quinta  classe,  perche  una  retta,  condotta  ad  arbitrio  per  0, 
incontra,  oltre  G,  soltanto  cinque  tangent!  della  curva  E. 

Le  formole  di  FLICKER  danno  poi  s' = 4  e  (f  =  2 ;  cioe,  per  o  passano  quattro  piani 
osculatori  e  due  piani  doppiamente  tangenti,  oltre  quelli  che  passano  per  la  retta  G. 

Se  il  punto  o  e  1'intersezione  di  due  tangenti  della  curva  E,  il  cono  prospettivo 
avra  due  generatrici  cuspidali  ed  una  doppia,  eppero  un  piano  tangente  doppio  e  due 
piani  stazionari.  E,  segandolo  con  un  piano  arbitrario,  la  prospettiva  della  curva  E 
sara  una  linea  di  quart'  ordine  e  quarta  classe,  avente  un  punto  doppio,  due  cuspidi, 
una  tangente  doppia  e  due  flessi.  Ora  e  noto  *)  che,  in  una  tal  curva,  la  retta  che 
unisce  i  due  flessi,  quella  che  passa  pei  due  cuspidi  e  la  tangente  doppia  concorrono 
in  uno  stesso  punto.  E,  pel  principio  di  dualita,  il  punto  d'incoatro  delle  tangenti 
ne'  cuspidi,  quello  comune  alle  due  tangenti  stazionarie  ed  il  punto  doppio  sono  in 
linea  retta.  Dunque: 

Per  un  punto,  che  sia  Vincontro  di  due-  tangenti  della  curva  E  passano:  una  retta 
appoggiata  alia  curva  in  due  punti,  due  piani  osculatori  (oltre  i  due  passanti  per  le 
tangenti  date)  ed  un  piano  contenente  due  altre  tangenti.  Quest*  tdtimo  piano,  quello 
ddle  due  tangenti  date  ed  U  piano  determinate  ddl  punto  dato  e  dai  punti  di  contatto 
de*  due  piani  osculatori,  passano  per  una  medesima  retta.  La  retta  appoggiata  alia  curva 
in  due  pimti,  la  retta  interse#ione  de*  due  piani  osculatori  che  passano  per  le  tangenti 
date  e  la  retta  commie  agli  altri  due  osculatori  giacciono  in  uno  stesso  piano. 

n  punto  o  sia  ora  nella  stessa  curva  E;  il  cono  prospettivo  sara  del  terz' ordine, 
perche  ogni  piano,  eondotto  pel  punto  o  della  curva,  la  sega  in  altri  tre  punti,  eppero 
sega  il  cono  Itmgo  tre  generatrici.  La  generatrice  dell'  iperboloide  I  passante  per  o 
ed  appoggiata  in  altri  due  punti  alia  curva  gobba,  e  una  generatrice  doppia  del  cono ; 
questo  e  dunque  della  quarta  classe.  Cioe: 

La  prospe&tiva  ddla  curw  E,  quando  Vocchio  sia  cdlocato  suRa  curm  stessa,  e,  in 
ffmerale,  una  linea  del  terror  dine  e  della  quarta  dasse. 

Una  linea  piana  del  terz^  ordine  dotata  di  punto  doppio  ha,  com'  e  notissimo,  tre 
flessi  in  linea  retta,  e  questa  retta  e  la  polare  armonica  del  punto  doppio,  rispetto 
a!  triangolo  fonnato  dalle  tangenti  stazionarie.  Dunque: 

%m  d@to  pwnto  qudlnnque  deHa  cwroa  gofiba  di  quarf  ordme  e  seconda  specie  si 
comdwrre  tre  piam  eke  la  osculiw  in  aUri  p>mti*  I  tre  punti  di  eontatito  ed  U 
m  imo  stesso  pirno^  &  qwde  e,  rispetto  al  triedro  fonnato  doA  picmi 


SAIMO®  ,  Ht§k&r  plc^e  cwmbes,  fag 
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osculatori,  il  pdare  armonico  della  retta  che  passa  pel  pimto  dato  e  sega  in  altri  due 
punti  la  curva  gdb'ba. 

Se  Focchio  si  pone  in  uno  de'  quattro  punti  f  (§  11),  il  cono  prospettivo  avra  una 
generatrice  cuspidale  T,  in  luogo  della  generatrice  doppia,  eppero  sara  della  terza 
classe.  Dunque: 

Per  la  curva  gobba  di  quarfordine  e  seconda  specie  passano  quattro  coni  di  ter^ordine 
e  terga  classe. 

§  18. 

Prima  d'abbandonare  Pargomento  de'  coni  prospettivi  alia  curva  K,  ricerchiamo  di 
quali  linee  si  componga  la  completa  intersezione  di  due  coni,  passanti  per  la  curva 
ed  aventi  i  vertici  in  due  punti  qualunque  o ,  o  della  medesima.  I  due  coni  sono  del 
terz'ordme,  eppero  la  loro  completa  intersezione  dev'essere  del  nono  ordine.  Essi 
hanno  in  comune  la  curva  gobba  K  e  la  retta  od ;  dunque  si  segheranno  lungo  un'  altra 
curva  del  quart' ordine.  E  pur  questa  una  curva  di  seconda  specie,  owero  e  dessa 
1*  intersezione  di  due  superficie  di  secondo  grado? 

Per  risolvere  il  quesito,  immagino  la  retta  A,  che  passa  per  o  e  s'appoggia  in 
altri  due  punti  alia  curva  data,  e  per  questa  retta  conduco  un  piano  qualunque  P, 
il  quale  incontrera  P  intersezione  completa  de1  due  coni  in  nove  punti.  La  sezione  fatta 
dal  piano  P,  nel  cono  di  vertice  o\  e  una  linea  del  terz'  ordine  passante  per  o;  mentre 
F  attro  coao  e  segato  lungo  la  sua  generatrice  doppia  A,  e  lungo  un' altra  retta  uscente 
da  o.  Dunque*  le  sezioni  de'  due  coni  hanno,  all'  infuori  della  retta  A,  due  soli  punti 
eomuai,  uuo  de'  quaii  sara  il  quarto  punto  di  segamento  della  curva  K  col  piano  P. 

Da  cio  segue  che  la  seconda  curva  di  quart'  ordine,  comune  ai  due  coni,  e  ineon- 
trata  da  qualunque  pianto,  passante  per  A,  in  un  solo  punto  esterno  a  questa  retta, 
eioe  $uesta  retta  ha  cola  curva  ire  punti  comuni.  Dunque: 

Due  <mn  di  tertfordme,  pas^mti  per  %ma  ewr&&  gotiba  di  quarf  ordine  e  seconda 
spme,  e$>  o^et^i  i  vertid  m  di  ess&t  kanwo  in  oomune  un*  (dira  curva  di  q^uarf  ordine 
e  se&mia  §pe&ie9  pasta  sopra  un  i^rft^OKfe,  che  jpassa  per  le  due  genercdriti  doppie 
dei  coni. 

l^itefia,  se  i  vertici  o*  tf  de*  due  eoni  fossero  situati  sopra  una  retta  A,  incon- 
teaate  la  «r?a  E  in  urn  terzo  punto  0*,  i  eoni  avrebbero  questa  retta  per  generatrice 
ctog p la  mmme,  I  che  aqHwate  ad  aveie  ia  comnBe  una  Inea  del  quart'ordine.  Inoltre, 
I  due  coal  soao  teecati  Iimgo  A  da  HHO  slesso  pi^to,  passaate  per  la  tangente  in  d* 
alk  oarra  E;  diimii^,  ia  questo  otse  i  fine  mm.  acm  po^oao  avere  alenn  punto  co- 
erarm  K  e  4^1k  t^to  A* 
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II  piano  osculatore  in  un  punto  qualunque  m  della  curva  K  sega  questa  curva  in 
un  altro  pnnto  m^  E  nel  punto  ml  concorrono,  oltre  il  piano  osculatore  in  *»,  i  piani 
osculatori  in  altri  due  punti  (§  17).  Dunque,  ad  ogni  punto  ml  corrispondono  tre  punti 
m.  Variando  simultaneamente  i  punti  m ,  mi  sulla  curva  gobba,  essi  genereranno  due 
serie  projettive:  Tuna  formata  di  terne  in  involuzione,  Faltra  semplice. 

Vi  saranno  dunque  quattro  punti  m,  ciascun  de1  quali  coincidera  col  corrispon- 
dente  mi.  Sono  essi  i  quattro  punti  di  contatto  de'  quattro  piani  stazionari  (§  13). 

Vi  saranno  inoltre  quattro  punti  mly  a  ciascun  de'  quali  corrispondera  un  gruppo 
contenente  due  punti  m  coincident}.  I  quattro  punti  doppi  m  delF  involuzione  cubica 
sono  i  contatti  t  delle  tangenti  T  generatrici  dell1  iperboloide  I.  I  corrispondenti  punti 
m1  sono  i  quattro  punti  t',  ove  le  dette  tangenti  segano  la  curva  K. 

Di  qual  grado  e  la  superficie,  luogo  della  retta  ™%?  Per  questa  superficie,  la 
curva  K  e  quadrupla,  perche  dal  punto  m  della  curva,  oltre  mmi,  partono  altre  tre 
generatrici  della  superficie;  esse  sono  mm' ,  mm",  mmnt ,  ove  mr,  m",  m'"  siano  i  punti 
di  contatto  de'  tre  piani  osculatori,  seganti  la  curva  in  m. 

Sia  A  una  retta  qualunque,  appoggiata  alia  curva  E  in  tre  punti;  ogni  piano, 
condotto  per  A,  sega  la  nostra  curva  in  un  solo  punto  esterno  a  questa  retta,  quindi 
non  puo  contenere  alcuna  generatrice  della  superficie,  di  cui  si  tratta,  che  non  in- 
contri  A  in  uno  de'  suoi  tre  punti  d'appoggio.  Cio&,  questi  sono  i  soli  punti  in  cui 
la  superfieie  possa  essere  incontrata  dalla  retta  A,  e,  siccome  ciascuno  d*  essi  e  qua- 
druplo,  cosi  la  superficie  richiesta  e  del  dodiceslmo  grado.  Essa  contiene  evidentemente 
le  quattro  tangenti  T  e  le  quattro  tangenti  situate  ne'  piani  stazionari. 

Analogamente  si  dimostra  clie  la  superficie,  luogo  delle  rette  mW,  mmm',  m'm", 
&  del  sesto  grado  e  che,  per  essa,  la  curva  E  e  doppia. 

Abbiamo  veduto  altrove  (§17)  che  i  quattro  punti  m,  mf,  w",  mm  sono  in  uno 
stesso  piano.  Quale  e  la  classe  della  superficie,  inviluppo  di  un  tal  piano? 

Questa  superfidie  non  passa  per  la  curva  E,  perche  i  piani  tangenti  di  quella  non 
sono  tangenti  alia  curva.  Laonde,  per  conoscere  la  ciasse  della  superficie,  bastera 
sapere  qnanti  piani  tangenti  le  si  possono  coadurre  da  un  punto  qualunque  m  della 
enrva  E*  Eiidenteniente  dm.  Infatti,  1.°  da  m  si  possono  condurre  ire  piani  ad  oscn- 
lare  la  cmrva  £  in  m\  m",  m"1",  e  questi  tre  ponti  determinano  un  piano,  passante  per 
im,  Ae  ^  taagemte  ail^inviliippo  riehiesto;  2.°  il  piano  oseulatore  in  m  sega  k  corva 
In  i%;  da  m^  rf  JK>MIO  oewtera  aftri  due  piaaai  osadatori,  i  pnnti  di  <^>ntatfco  de*  quali 

all"  intvilnppo  ii  cui*  si  tetta.  Da 
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m  non  si  possono  condurre  altri  piani  tangent!  ;  dunque  F  inviluppo  richiesto  e  della 
seconda  classe,  cioe: 

Da  un  punto  qualunque  delta  curva  K  si  possono  condurre  tre  piani  ad  oscularla 
in  altri  punti.  Ipunfi  di  contatto  determinano  un  piano,  V  inviluppo  del  quale  e  un  cono 
di  secondo  grado* 

§  20. 

Per  un  punto  qualunque  dello  spazio  passano  quattro  piani  doppiamente  tangenti 
alia  curva  K  (§  16);  dunque,  i  piani  doppiamente  tangenti  di  questa  curva  formano 
una  sviluppabile  W  di  quarta  classe. 

Siccome  la  curva  K  e  situata  nella  sviluppabile  W,  cosi  la  generatrice  di  questa 
sviluppabile,  posta  in  un  suo  piano  tangente,  dee  passare  pei  punti  in  cui  questo  piano 
tocca  la  curva.  Dunque,  se  m  e  un  punto  qualunque  di  K  e  se  la  tangente  in  m  in- 
contra  le  tangenti  ne'  punti  m',  m"  della  stessa  curva  (§  13),  le  rette  mm'  ,  mm"  sono 
generatrici  della  sviluppabile  W.  E  siccome,  di  tali  generatrici,  ne  passano  due  per 
ogni  punto  della  curva  K,  cosi  questa  e  doppia  per  la  sviluppabile  anzidetta.  Dunque. 

La  rdta  congiungente  due  punti  della  curva  K,  ove  questa  sia  toccata  da  due  tan- 
genii  situate  in  uno  stesso  piano,  ha  per  luogo  geometrico  una  sviluppabile  W  di  quarta 
dasse.  Questa  smlwppabtie  e  doppiamente  circoscritta  alia  curva  K;  e  viceversa  questa  e 
la  eurva  doppia  deUa  smluppobUe  W. 

Le  quattro  tangenti  T  della  curva  K  sono  evidentemente  generatrici  della  svilup- 
pabile W,  eppero  rette  comuni  a  questa  superficie  e  all'  iperboloide  L  Cosi  i  piani 
doppamente  toigenti  alia  curva  K  (in  t  e  *')  e  passanti  per  le  rette  medesime,  sono 
piaai  taEgenti  oomimi  alle  superficie  W  ed  I.  Queste  superficie,  essendo  T  una  della 
tparta  dasse  e  Faltra  della  seemda,  devono  avere  otto  piani  tangenti  comuni;  ed 
infatti?  ciasaino  dei  quattro  suindicati  conta  per  due,  percbe  in  esso  le  due  superficie 
uim  %  eneraWce  comuae, 

Siceome  le  generated  fefia  superficie  W  sono  rette  incontranti  due  volte  la  curva 
B@B  p(^wn0  iacontrare  FiperboMde  I,  faori  di  questa  curva.  Dunque,  la 
iiteB02a(»e  ddie  due  si^rficie  W  ad  I  eousta  delle  quattro  generatrici 
T  e  ctela  aon*  K,  la  qiale  6  da  matosi  dae  volte,  percM  ^  doppia  sulla  sviluppa- 
Mfe  W.  Ne  s^ne  dte  la  eompleta  imtersazioiie  dele  tue  miperficie  e  del  dodicesimo 


W,  ihj^rn^^  ^o^mto  olte  <mm  K,  e  del  sesto  ordine. 
to  :s€l^nmble  W  wm  TO  f  im®  arMtrm^,  la  sezioBe  sara  ujaa  lipea 
ielk  fuwte  da^%  $m  qm$m  p^tl  dpff  L  Dumqiie,  per  le 
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di  FLICKER,  avra  set  cuspidi,  nessun  flesso,  e  tre4  tangenti  doppie.  Ossia,  la  curva 
cuspidate  H  della  sviluppabik  W  e  del  sest'ordine;  questa  sviluppabile  non  ha  gene- 
ratrici  dMnflessione;  ed  un  piano  qualunque  contiene  tre  rette,  ciascana  delle  quali 
e  F  intersezione  di  due  piani  doppiamente  tangenti  alia  curva  E*). 

Se  la  superficie  W  vien  segata  da  un  suo  piano  tangente,  la  sezione  e  una  linea 
di  quart'  ordine  e  terza  classe,  dotata  di  una  tangente  doppia.  Questa  retta  e  dunque 
F  intersezione  di  tre  piani  tangenti.  Cioe,  vi  sono  infinite  rette,  per  eiascuna  delle 
quali  passano  tre  piani  tangenti  di  W,  cioe  tre  piani  doppiamente  tangenti  a  K.  Cio 
basta  per  concMudere  (§  3)  die  la  sviluppabile  di  quarta  classe  W  e  di  seconda  specie  , 
cioe  che  la  sviluppabile  W  e  circoscritta  ad  un  unico  iperboloide,  avente  per  generatrici 
di  un  medesimo  sistema  le  rette,  per  le  quali  passano  tre  piani  doppiamente  tangenti 
alia  curva  K. 

Da  cio  consegue  che  le  proprieta  della  sviluppabile  W  si  possono,  in  virtu  del 
principio  di  dualita,  concludere  immediatamente  da  quelle  della  curva  K. 

Per  eseinpio  :  come  la  sviluppabile  V,  osculatrice  della  curva  K,  e  circoscritta  ad 
una  superficie  di  secondo  grado,  per  ogni  generatrice  della  quale  passano  tre  piani 
tangenti  di  quella,  cosi  la  curva  H,  cuspidate  della  superfide  W,  sara  situata  sopra 
una  superfiae  di  second1  ordine,  ogni  generatrice  della  quale  (d'entrambi  i  sistemi)  in- 
contrera  la  curva  in  tre  punti. 

La  sviluppabile  V  ha  quattro  piani  tangenti  stazionari;  dunque  la  curva  H  ka 
quattro  punti  s£a#ionari. 

E  piano,  che  sega  la  curva  K  in  un  suo  punto  qualunque  m  ed  in  altri  tre  punti, 
i  cui  piani  osculatori  concorrano  in  m,  inviloppa  ua  eono  di  secondo  grado  (§  19); 
dunque  : 

Ogm  piano  doppiamente  tangente  atta  curw  K,  epperb  osculatore  (Ma  curva  H,  sega 
quest'  uktima  in  tre  punti.  1  piani  oscidatori  ad  H,  in  questi  punti,  concorrono  in  un  punto 
del  primo  piano*  II  luoffo  di  questf  ultimo  punto  e  una  cwva  di  seeondo  grado* 

Ecc.  ecc. 


In  ogni  punto  della  curva  D(§  13)  concorrono  due  rette  tangenti  della  curva  E, 
epperd  audio  due  piaai  che  ivi  toecano  la  svfluppabile  V.  La  tangente  in  quel  pumto, 
carva  Dy  devt  ferovairsi  ia  entjambi  i  piaii,  eppero  e  la  loro  intersezioEo;  dunqne: 


*)  La  svflitppaMIe  W  BOH  puo  amnaettere  un  piano  tangente  doppio,  cio^  ita  piano  ebe 
la  toocM  immgo  i«  ^eaerafeiei  distote?:  iBfatS>  "aa  tal  piano  toee&erebte  la  ettrva  E  in  tare 

,  9  Jbbte 
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Se  m,  m'  sono  due  punti  della  curva  K,  ove  questa  sia  toccata  da  due  rette  situate 
in  uno  stesso  piano,  la  retta  comime  intersezione  dei  piani  osculatori  alia  detta  curva 
in  m ,  m1  e  tangente  alia  curva  D,  nel  punto  ove  s'  incontrano  le  due  tangenti  di  K. 

Per  conoscere  F  ordine  e  la  classe  della  sviluppabile,  formata  dalle  tangenti  della 
curva  D,  ricordiamo  che  questa  e  del  sest'  ordine,  ha  quattro  punti  stazionari  e  nessun 
punto  doppio  (§  15)  ed  e  doppiamente  toccata  dai  piani  osculatori  deUa  curva  K.  Dunque, 
un  COEO  prospettivo  alia  curva  D,  preso  il  vertice  arbitrariamente  nello  spazio,  sara 
del  sest'  ordine  ed  avra  quattro  generatrici  cuspidali  e  sei  piani  tangenti  doppi.  Onde, 
fatto  nelle  formole  di  FLICKER  m=df=6,  $=4,  ricaviamo  m'=d=6,  s'=4.  Cioe: 

La  mluppabtte  osculafrice  della  curva  D  e  della  quarta  classe  e  del  sesf  ordine. 

Questa  sviluppabile  non  puo  avere  un  piano  doppiamente  tangente.  Se  ne  avesse 
uno,  esso  sarebbe  anche  un  piano  tangente  alia  sviluppabile  V,  cioe  osculerebbe  D 
in  due  punti  e  K  in  un  punto:  e  questi  tre  punti  sarebbero  situati  sopra  una  stessa 
retta,  tangente  a  K.  Quindi,  quei  piano  segherebbe  la  sviluppabile  V  lungo  una  linea 
del  quart' ordine,  che  avrebbe  due  punti  multipli  ed  un  punto  ordinario  sopra  una 
stessa  retta  tangente  nel  punto  ordinario;  il  che  e  manifestamente  assurdo. 

Cio  premesso,  se  noi  tagliamo  la  sviluppabile  osculatrice  della  curva  D  con  un  suo 
piano  tangente,  la  sezione  sara  una  eurva  di  quart1  ordine  e  terza  classe  con  tre  cu- 
spidi;  epperft  vi  sara  una  tangente  doppia.  Questa,  non  potendo  corrispondere  ad  un 
piano  doppiamente  tangente,  sara  F  intersezione  di  altri  due  piani  tangenti,  oltre  quello 
eke  si  considers  Vi  sono  pertanto  infinite  rette,  ciascuna  delle  quali  e  1'  intersezione 
di  tre  piani  osculatori  della  curva  D;  ossia,  la  sviluppaMk  osculatrice  di  questa  curva  e 
di  gmria  dasse  e  seeonda  spede,  eppero  circoscritta  ad  un  solo  iperboloide,  sul  quale  sono 
situate  le  rette  per  le  quali  passano  tre  piani  osculatori  di  D. 

Perdd,  ancto  la  o$rm  D  e  stiuata  sopra  una  superficie  di  second' ordine,  ciascuna 
geieratriee  deUa  qude  (in  eatrambi  i  sistemi)  incontra  la  curva  tre  volte. 

Appare  am  maiiifesto  ehe  la  carva  D  6  affatto  analoga  alia  eurva  H. 

lo  EOH  profaarF^  oltre  (peste  rieerche,  cui  sara  agevole  aJlo  studioso  lettore  conti- 
imare  quaito  gl  piama.  H  quale  avii  certamente  aotato  le  intime  e  scambievoli  rela- 
zaoni  cbe  esfefcrao  e  si  ripFodseono  fra  curve  di  quarto  e  sesto  ordine  e  sviluppabili 
ii  qiiarta  e  s^ta  dasse,  1  tipl  delle  quali  sono  Kr  D,  W,  V,  Ciascuna  di  queste  curve 
sopra  ma  sola  sipeocfide  di  seecHylo  grado ;  e  co^  pure  ciascuna  di  quelle  svi- 
i  fe  dtre^mtta  ad  oaa  sola  suj^rfble  4eBo  Btesse  grado.  Le  attre  curve  e  svi- 
cjS6  m  iiotTsn0  da  quelle  quattir®  rida^asi  agli  ste^a  tipi.  lafatti:  la  curra 
4i  W  ^  «alog^  a  D;  la  svflEppabife  <^^btriee  di  I>  e  analoga  a  W,  e  per 
hi  ima  curva  doppia  aaaloga  &  K;  ecc. 

Itei,  cjnei  qittta>  %i  0cmu  ridN«i3nii  $  db®  S01  K  e  P;     ae€h6  W  e 
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dono  a  quelli,  pel  principio  di  dualita  ossia  di  derivazione  polare.  Abbiamo  gia  veduto 
qua!  sia  la  definizione  della  eurva  K.  la  quanto  a  D,  siccome  questa  eurva  esiste  sopra 
una  superficie  di  second' ordine  ed  ha  quattro  punti  stazionari,  cosi  potra  definirsi: 
la  eurva  d'interserzione  di  una  superficie  di  second'ordine  e  di  una  stiperficie  del  terzo, 
aventi  fra  loro  un  contaUo  stazionario  in  quattro  punti  *). 


*)  Quando  due  superfieie  si  toccano  in  un  punto,  questo  ^  doppio  per  la  eurva  d'interse- 
zione  delle  due  superficie.  Se  le  due  tangent!  alia  eurva  nel  punto  doppio  coincidono,  eioe, 
se  questo  diviene  un  cuspide,  il  contatto  delle  due  superficie  dicesi  stazionario  (Camb.  and 
Dublin  Math,  Journal,  vol.  V,  pag.  30-31). 
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29. 

INTRODUZIONE 

AD  UNA  TEORIA  GEOMETRTCA  DELLE  CURVE  PIANE.    [40] 


Pent  done  qui  Youdra,  dans  l'£tat  actuel  de  la  science, 
g£n6raliser  et  cr£er  en  geom^trie:  le  g£nie  n'est  plus 
indispensable  pour  ajouter  une  pierre  &  1' Edifice  > 
(CHASLES,  Aper$u  historigue,  p.  269). 


II  desiderio  di  trovare,  coi  metodi  della  pura  geometria,  le  dimostrazioni  degli 
importantissimi  teoreini  enunciati  dall'illustre  STEINER  nella  sua  breve  Memoria  tf  Allge- 
mdne  Eigenschaften  der  algebraischen  Curven  „  (CRELLE,  t.  47),  mi  ha  eondotto  ad 
intraprendere  aJcune  ricerche  dalle  quali  offro  qui  un  saggio  benche  incompleto.  Da 
poche  proprieta  di  un  sistema  di  punti  in  linea  retta  ho  dedotto  la  teoria  delle  curve 
polari  relative  ad  una  data  curva  d'ordine  qualsivoglia,  la  qual  teoria  mi  si  6  affacciata 
cosi  spontanea  e  feconda  di  conseguenze,  che  ho  dovuto  persuadermi,  risiedere  vera- 
mente  in  essa  il  metodo  piu  naturale  per  lo  studio  delle  linee  plane,  II  lettore  intel- 
ligente  giudichera  se  io  mi  sia  apposto  al  vero. 

La  parte  che  ora  pubblieo  delle  mie  ricerche,  e  divisa  in  tre  Sezioni.  La  prima 
delle  guati  non  presenta  per  se  molta  novita,  ma  ho  cxeduto  che,  oltre  alle  dottrine 
fondamentali  costituenti  in  sostanza  il  metodo  di  cui  mi  servo  in  seguito,  fosse  oppor- 
tuno  raccogliervi  le  piu  essenziali  proprieta  relative  air  intersezione  ed  alia  descrizione 
delle  curve,  affinche  il  giovane  lettore  trovasse  qui  tutto  cio,che  fe  necessario  alia  intel- 
ligenza  del  mio  lavoro. 

La  teoria  delle  curve  polari  costituisce  la  seconda  Sezione,  nella  quale  svolgo  e 
dimostro  con  metodo  geometrico,  semplice  ed  uniforme,  non  solo  i  teoreini  di  STBJKEB, 
ch'^i  aveva  enunciati  senza  prove,  ma  moltissimi  altri  ancora,  in  parte  nuovi  ed  in 
prte  ^a  ofcteauti  dai  cdebri  g^>metri  PLtJCKBR,  CAYLEY,  HESSE,  CLEBSCH,  SALMOH,  .... 
erf  SCMWISO  daffaitafisi  algebriea. 
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Da  ultimo  applico  la  teoria  generate  alle  curve  del  terz'ordine. 

Oltre  alle  opere  de'  geornetri  ora  citati,  mi  hanno  assai  giovato  quelle  di  MACLAURIN, 
CARNOT,  PONCELET,  CHASLES,  BOBILLIER,  MOBIUS,  JONQUIJSRES,  BISCHOFF  ecc.,  allo  studio 
delle  quali  e  da  attribuirsi  quanto  v1  ha  di  buono  nel  mio  lavoro.  lo  sard  lietissimo 
se  questo  potra  contribuire  a  diffondere  in  Italia  Pamore  per  le  speculazioni  di  geo- 
metria  razionale. 


SEZIOSTE  I. 
PRINCIPE  FONDAMENTALI 


ART.  I. 
Del  rapporto  anarmonico. 

1.  In  una  retta  siano  dati  quattro  punti  a,  &,  a,  d;  i  punti  a,  6  determinano  col 
punto  c  due  segmenti,  il  cui  rapporto  e  -=• ,  e  col  punto  d  due  altri  segmenti,  il 

CO 

rapporto  de1  quali  e  -=r.  II  quoziente  ddi  due  rapporti, 

ac    ad 


dices!  rayporto  anarmonico*)  de'  quattro  punti  a,  6,  c,  d  e  si  indica  col  simbolo 
Mutando  P  ordine,  nel  quale  i  punti  dati  sono  presi  in  considerazione,  si  hanno  wnti- 
quattro  rapporti  anannoniei,  quante  sono  le  permutazioni  di  quattro  cose.  Ma  siecome: 

ac  ^  ad bd  m  be ca  m  cb db  m  da 

cb'  $b      da'  ca      ad'  bd       be  *  ac  * 


cosi  que'  yentiquattro  rapporti  anannoniei  sono  a  quattro  a  quattro  eguali  fra  loro. 


Apergu  Ms&mgue  sw*  I'origme  et  le  dMoppwimt  des  m&7wde$  en  g&tm&ne 

a  Janvier  183&).  Broxelles  1887,  pag.  M, 
Octfwd,  Leipzig  1837,  pag.  M4  e  seg. 
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Ossia,  fra  essi,  sei  soli  sono  essenzialmente  diversi :  tali  sono  i  seguenti : 

(alcd),  (acdl),  (adlc), 
'  (aide),  (add),  (add). 

Si  ha  poi: 

lac     ad\  fad  _  ac\ 

\d  *  dl)  \db     d) 

ossia: 

(alcd)  (aide)  =  1 , 

ed  analogamente : 

(acdb)  (add)  =  1 , 

(adbc)  (add)  =  1 , 

ossia  i  sei  rapporti  anarmonici  1)  sono  a  due  a  due  reciproci.  Chiainati  fondamentali 
i  tre  rapporti 

(alcd),  (acdl),  (adbc), 

gli  altri  tre  sono  i  valori  reciproci  de'  precedent!. 

Fra  quattro  punti  a,  I,  c,  d  in  linea  retta  ha  luogo,  com'e  noto,  la  relazione: 

be  .  ad  -f- ca  .  Id  -{-al .  cd  =  Q, 

dalla  quale  si  ricava: 

ca      Id  .    al      cd 

Ic  'ad       Ic      ad 

ossia : 

(alcd)  +  (add)  =  1 , 
e  cosi  pure: 

(acdl)  +  (add)  =  1 , 

(adlc)  +  (aide)  =  1 ; 

cioe  i  sei  rapporti  anarmonici  1),  presi  a  due  a  due,  danno  una  somma  eguale  aSTunita 
(rapporti  anarmonici  complementari). 

Dalle  precedenti  relazioni  segue  che,  dato  uno  de'  sei  rapporti  anarmonici  1), 
gli  altri  cinque  sono  determinate  Infatti,  posto  (alcd)  ==  X ,  il  rapporto  reciproco  e 

(abdc)  —  r-.  I  rapporti  complementari  di  questi  due  sono  (add)  =  1 —  X ,  (adlc)  =    ~   . 
Ed  i  rapporti  reciproci  degli  ultimi  due  sono  (acdl)  = ,  (add)  = . 

1        -  A.  A  — —  J. 
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2.  Congiungansi  i  dati  punti  a,  b,  c,  d  ad  un  arbitrario  punto  o  situate  fuori  della 
retta  ab  (fig.  l.a),  cioe  formisi  un  fascia  o(a,  6,  c,  d)  di  quattro  rette  clie  passino  rispet- 
tivamente  per  a,  b,c,de  tutte  concorrano  nel  centre  0.  I  triangoli  aoc,  cob  danno : 

ac      ao       sen  aoc 


cb  '  bo       sen  cob 


a.        &  b  c 

Similmente  dai  triangoli  aod,  dob  si  ricava: 

ad  ^  ao sen  aod 

db  '  bo       sen  dob  * 
eppero : 

ac  m  ad sen  aoc  f  sen  aod  f 

cb  '  db      sen  cob  '  sen  dob  ' 

ovvero,  indicando  con  A,  B,  C,  D  le  quattro  direzioni  o(a,  b,  c,  d)  e  con  AC,  CB, ... 
gli  angoli  da  esse  compresi: 

ac     ad sen  AC     sen  AD 

~cb  '  ~db  ~~  sen  CB  "  sen  DB ' 

eguaglianza  che  scriveremo  simbolicamente  cosi: 


All' espressione  del  secondo  membro  di  quest' equazione  si  da  il  nome  di  rapporta 
anarmonico  delle  quattro  rette  A,  B,  C,  D.  Dunque:  il  rapporto  anarmonico  di  quattro 
rette  A,  B,  C,  D  concorrenti  in  un  centra  o  e  eguale  al  rapporto  anarmonico  de?  quattro 
punti  a,  b,  c,  d  in  cui  esse  sono  incontrate  da  una  trasversale.  Per  conseguenza,  se  le 
quattro  rette  A,  B,  C,  D  sono  segate  da  un'altra  trasversale  in  a\  b\  cf,  d\  il  rapporto 
anarmonico  di  questi  nuovi  punti  sara  eguale  a  quello  de'  primi  a,  b,  c,  d.  E  cosi  pure  se 
i  punti  a,  b,  c9  d  vengono  uniti  ad  un  altro  centro  o'  mediante  quattro  rette  A/  B',  G;,  D\ 
il  rapporto  anarmonico  di  queste  sara  eguale  a  quello  delle  quattro  A,  B,  C,  D. 

3.  Dati  quattro  punti  a,  6,  c,  d  in  linea  retta  e  tre  altri  punti  a\  b\  c'  in  un'altra 

Cremona, f  tomo  I.  2* 
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retta,  esiste  in  questa  un  solo  e  determinate  punto  d',  tale  che  sia  : 


Cio  riesce  evidente,  osservando  che  il  segmento  a'V  dev'esser  diviso   dal  punto 
d!  in  inodo  clie  si  abbia: 

a'd*  _  fad     ac\     afd 
~$V  =  \db  '*  A  }  '  cV  ' 

Donde  segue  che,  se  i  punti  ad  coincidono  (fig.  2.a),  le  rette  IV,  cc\  dd'  concorre- 
ranno  in  uno  stesso  punto  o. 


Analogamente :  dati  due  fasci  di  quattro  rette  ABCD,  A'B'C'D',  i  centri  de'  quali 
siano  o,  o\  ed  i  rapporti  anarmonici 

sen  (ABCD),        sen  (A'B'C'D1) 

siano  eguali,  se  i  raggi  AA;  coincidono  in  una  retta  unica  (passante  per  o  e  per  d), 
i  tre  punti  BB1,  GO',  DD',  sono  in  linea  retta. 

Dati  quattro  punti  a,  6,  c,  d  in  una  retta  ed  altri  quattro  punti  a*,  V,  c\  d'  in  una 
seconda  retta  (fig.  3.a),  se  i  rapporti  anarmonici  (abed),  (a'Vc'd1)  sono  eguali,  anche  i 


due  fasci  di  quattro  rette  a(aW<l%  a' (abed)  avranno  eguali  rapporti  anarmonici  (2). 
Ma  in  quest!  due  fasci  I  raggi  corrispondeEti  aa\  af&  coincidono ;  dunque  i  tre  punti 
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(abf,  a'b),  (ac\  a'c),  (adr,  a'd)  sono  in  linea  retta.  Questa  proprieta  offre  una  semplice 
regola  per  costruire  il  punto  d\  quando  siano  dati  abed,  a'Vd. 

Ed  in  modo  somigliante  si  risolve  Tanalogo  problema  rispetto  a  due  fasci  di  quattro 
rette. 

4.  Quattro  punti  a,  b,  c,  d  in  linea  retta  diconsi  armonici  quando  sia: 

(dbcct)=—  1, 
eppero  anche: 

(bade)  =  (cdab)  =  (dcba)  =  (abdc)  =  (bacd)  =  (cdba)  =  (deal]  = —  1 . 
I  punti  a,  b  e  cosi  pure  c,  d  diconsi  coniugati  fra  loro  *). 

Se  il  punto  d  si  allontana  a  distanza  infinita,  il  rapporto  -=•  ha  per  limite  —  1 ; 

Ctu 

ac 
quindi  dall'equazione  (abcd)= — 1  si  ha  ~  =  l,  ossia  c  e  il  punto  di  mezzo  del 

segmento  db. 

La  relazione  armonica  (abed)  —  —  1 ,  ossia 

ac      ad 
~cb  +  ^  = 

mostra  che  uno  de'  punti  c,  c?,  per  esempio  c,  e  situato  fra  a  e  5,  mentre  V  altro  punto 
d  e  fuori  del  segmento  finito  ab.  Laonde,  se  a  coincide  con  6,  anche  c  coincide  con 
essi.  E  dalla  stessa  relazione  segue  che,  se  a  coincide  con  c,  anche  d  coincide  con  a. 

La  relazione  armonica  individua  uno  de'  quattro  punti,  quando  sian  dati  gli  altri 
tre.  Ma  se  questi  sono  coincidenti,  il  quarto  riesce  indeterminate. 

Analogamente :  quattro  rette  A,  BT  C,  D,  concorrenti  in  un  punto,  diconsi  armoniche 
quando  si  abbia: 

sen  (ABCD)=— 1. 
cioe  quando  esse  siano  incontrate  da  una  trasversale  qualunque  in  quattro  punti  armonici. 

5.  Sia  dato  (fig.  4.a)  un  quadrilatero  complete,  ossia  il  sistema  di  quattro  rette  segan- 


*)  H  putita  6  dleesi  coniugato  armonzeo  di  a  rispetto  ai  due  cf  d,  ecc. 
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tisi  a  due  a  due  in  sei  punti  a,  &,  o,  a!,  V,  d.  Le  tre  diagonali  aa',  bV,  cd  formano  un 
triangolo  C$Y.  Sia  x  il  punto  coniugato  armonico  di  (3  rispetto  a  c,  d  e  sia  «/  il  coniugato 
armonico  di  7  rispetto  a  6,  6'.  La  retta  coniugata  armonica  di  aa'  rispetto  alle  acb',  ac'b 
ed  anehe  la  retta  coniugata  armonica  di  a'  a  rispetto  alle  a'&c,  a'&V  dovranno  passare 
per  x  e  per  y.  Dunque  questi  punti  coincidorio  insieme  con  a,  punto  comune  alle  IV,  cc\ 
Donde  segue  die  ciascuna  diagonale  e  divisa  armonicamente  dalle  altre  due. 

Di  qui  una  semplice  regola  per  costruire  uno  de1  quattro  punti  armonici  a,  7,  &,  V, 
quando  siano  dati  gli  altri  tre. 

Una  somigliante  propriety  appartiene  al  quadrangolo  complete  (sistema  di  quattro 
punti  situati  a  due  a  due  in  sei  rette)  e  da  luogo  alia  costruzione  di  un  fascio  armo- 
nico di  quattro  rette. 

6.  Quattro  punti  m^  m.2,  »^,  m^  in  linea  retta,  riferiti  ad  un  punto  o  della  retta 
medesima,  siano  rappresentati  dalFequazione  di  quarto  grado  : 

2)  A.^4  +  4B.om3-f6C.om2  +  4D.om  +  E===0J 

cioe  siano  om^  om^,  onh,  am*  le  radici  deir  equazione  medesima. 
Se  il  rapporto  anarmonieo  (mim^n^m^  e  eguale  a  —  1,  si  avra: 

-j-  m^m3  .  m^  ==  0  , 


OTvero,  sostituendo  ai  segment!  ?%?%,.  ..  le  differenze  oms  —  oml?...  ed  avendo  riguardo 
alle  note  relazioni  fra  i  coefficient  e  le  radici  di  un'equazione: 


A  (ami  .  om%  -j-  om^  .  cww4)  —  20  =  0. 
Analogamente  :  le  equazioni  (mlm3m4nh)=  —  1,  (w1m4m2w3)==  —  1  danno: 

om3-^rom4.  om^  —  20  =  0, 
om4  - 


Moltiplicando  fra  loro  queste  tre  equazioni  si  otterra  la  condizione  necessaria  e 
sufficiente,  afimche  uno  de*  tre  sistemi  (mim^m^m^  (mim^m4m2),  (m^m^n^m^  sia  armo- 
nico. II  risultato  e  simmetrico  rispetto  ai  segment!  omls  om^,  om^,  om4,  eppero  si  potra 
esprimere  coi  soli  coefficient!  delF  equazione  2).  Si  ottiene  cosi: 

ACE  +  2  BCD  —  AD2  —  EB2  —  Ca  =  0 

come  eondizioae  perche  i  pnnti  rappresentati  dalla  data  equazione  2),  presi  in  alcuno 
degli  ordini  possibili,  fonnino  ua  sistema  armonico  *). 


*)  SALMOH,  Lessons  mtrodwdvry  to  the  modem  higher  algebra,  Dublin  1859,  p.  100. 
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ART.  II. 
Projettivitii  delle  punteggiate  e  delle  stelle. 

7.  Chiameremo  punteggiata  la  serie  de'  punti  situati  in  ttna  stessa  retta,  e  fascia 
di  rette  o  stella^1]  la  serie  delle  rette  (situate  in  un  piano)  passanti  per  uno  stesso 
punto  (centre  della  stella)*).  Le  punteggiate  e  le  stelle  si  designeranno  col  nome 
comune  di  forme  geometriche.  Per  elementi  di  una  forma  geometrica  intendansi  i  punti 
o  le  rette  costituenti  la  punteggiata  o  la  stella  die  si  considera. 

Due  forme  geometriche  si  diranno  proiettive  quando  fra  i  low  elementi  esista  tale 
relaziom,  che  a  ciascun  elemento  della  prima  corrisponda  un  solo  e  determinate  elemento 
della  seconda  ed  a  ciascun  elemento  di  guesta  corrisponda  un  solo  e  determinate  elemento 
della  prima  **\  [42] 

Per  esempio:  se  una  stella  vien  segata  da  una  trasversale  arbitraria,  i  punti  d'inter- 
sezione  formano  una  punteggiata  projettiva  alia  stella. 

Dalla  precedente  definizione  segue  evidentemente  che  due  forme  projettive  ad  una 
terza  sono  projettive  fra  loro. 

8.  Consideriamo  due  rette  punteggiate.  Se  i  e  un  punto  fisso  della  prima  retta,  un 
punto  qualunque  m  della  medesima  sara  individuato  dal  segmento  im;  ed  analogamente, 
un  punto  qualunque  mr  della  seconda  retta  sara  individuato  dal  segmento  /m9  ove 
/  sia  un  punto  fisso  della  stessa  retta.  Se  le  due  punteggiate  sono  projettive  e  se 
m,  m  sono  punti  corrispondenti,  fra  i  segment!  im,  j'm  avra  luogo  una  relazione,  la 
quale,  in  virtu  della  definizione  della  projettivita,  non  pud  essere  che  della  forma 
seguente  : 

1)  x  .  im  .  j'm  +  X  .  im  -f-  \L  .  /W  -f-  v  =  0  , 


ove  TC,  X,  {i,  y  sono  coefficient!  costanti.  Quest'  equazione  puo  essere  semplificata,  deter- 
minando  convenientemente  le  origini  i,  /.  Sia  i  quel  punto  della  prima  punteggiata, 
il  cui  corrispondente  e  airinfinito  nella  seconda  retta:  ad  im=0  dovra  corrispondere 
j'm'=<x>,  quindi  pL=^0.  Cosi  se  supponiamo  che  f  sia  quel  punto  della  seconda  pun- 
teggiata, a  cui  corrisponde  il  punto  airinfinito  della  prima,  sara  X  =  0.  Percio  1'equa- 


*}  BBLLAYITIS,  Geometria  descrittiva^  Padova  1851,  p.  75. 

**)  CHASLBS,  Principe  de  correspondence  entre  deux  objets  variables  etc.  (Comptes  rendus 
de  TAcad.  de  France,  24  decembre  1855).  —  BATTA&LINI,  Sulla  dipendenza  scambiewle  ddle 
figure  (Memorie  della  R.  Aecademia  delle  seienze,  vol.  2,  Napoli  1857,  p.  XXI  e  p.  188). 
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zione  1)  assume  la  forma: 

2)  im. 

ove  &  e  una  costante. 

Siano  a,  5,  c,  d  quattro  punti  della  prima  retta  ;  a',  &',  d,  d'  i  loro  corrispondenti 
nella  seconda.  Dalla  2)  abbiamo: 

•/  /       ™      •/  /       ™ 

'aaaBfe''Cs=fc' 

quindi  : 

,  ,  ft  .  ac 

ac  =  —  -  —  r-  * 
^a.  ec 

Analoghe  espressioni  si  ottengono  per  c'lf,  a'd',  d'V,  e  per  conseguenza: 

a'c'     adf  _  ac     ad 
JV  :  W^~cb  ''  ^  ' 

cioe: 

(a'VccT]  ==  (a&cd). 

Abbiansi  ora  una  stella  ed  una  punteggiata,  projettive.  Segando  la  Stella  con  una 
trasversale  arbitraria  si  ha  una  nuova  punteggiata,  che  e  projettiva  alia  stella,  e  quindi 
projettiva  anche  alia  punteggiata  data  (7).  Siano  a,  6,  c,  d  quattro  punti  della  punteg- 
giata data,  A  ,  B  ,  C  ,  D  i  corrispondenti  raggi  della  stella  ed  a,  tf,  <f,  d'  i  punti  in  cui 
questi  raggi  sono  incontrati  dalla  trasversale.  Avremo: 


Ma  si  ha  anche  (2): 
dunque  : 


Da  ultimo,  siano  date  due  stelle  proiettive  :  segandole  con  due  trasversali  (o  anche 
con  una  sola)  si  avranno  due  punteggiate,  rispettivamente  projettive  alle  stelle,  eppero 
projettive  fra  loro.  Siano  A,  B,  C,  D  qnattro  raggi  della  prima  stella;  A',B',  C^D'  i 
quattro  corrispondenti  raggi  della  secoada;  a,  b,  c,  d  ed  af,  V,  c,  dr  i  quattro  punti  in 
cui  questi  raggi  sono  incontrati  dalle  rispettive  trasversali.  A  cagione  delle  due  pun- 
teggiate abbiamo: 


Ma  si  ha  inoltre  (2): 

=F=  sea  {  A'B'CD'  )  ,    (abed)  =  sen  (ABCD)  , 
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clunque : 

sen  (A'B'C'D')  =  sen  (ABCD) . 

Concludiamo  che:  date  due  forme  projettive,  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  de- 
menti quali  si  vogliano  dell3  una  e  uguale  al  rapporto  anarmonico  de3  qiiatiro  corrispon- 
denti  elementi  deir  altra. 

Da  cio  consegue  che,  nello  stabilire  la  projettivita  fra  due  forme  geornetriche,  si 
ponno  assumere  ad  arbitrio  tre  coppie  d:  element!  corrispondenti,  per  es.  aa',  66',  cc. 
Allora,  per  ogni  altro  elemento  m  delFuna  forma,  il  corrispondente  elemento  w'  del- 
F  altra  sara  individuato  dalla  condizione  dell1  eguaglianza  de'  rapporti  anarmonici 
(a'6'0W),  (abcm}. 

9.  Supponiamo  che  due  rette  punteggiate  projettive  vengano  sovrapposte  Tuna 
all' altra;  ossia  imaginiamo  due  punteggiate  projettive  sopra  una  medesima  retta,  quali 
a  cagion  <T  esempio  si  ottengono  segando  con  una  sola  trasversale  due  steUe  projet- 
tive. La  projettivita  delle  due  punteggiate  e  rappresentata  dalF  equazione  2): 

im  ,  j'm'  =  k  . 

Per  mezzo  di  essa  cerchiamo  se  vi  sia  alcun  punto  m  che  coincida  col  suo  corrispon- 
dente w'. 

Se  le  due  punteggiate  s'imaginano  generate  dal  inovimento  simultaneo  de'  punti 
corrispondenti  m ,  mf ,  e  evidente  che  questi  due  punti  si  moveranno  nello  stesso  senso 
o  in  sensi  opposti,  secondo  che  la  costante  k  sia  negativa  o  positiva. 

Sia  &>0.  In  questo  caso  e  manifesto  che  si  puo  prendere  sul  prolungamento  del 
segmento  j'i . , .  un  punto  e  tale  che  si  abbia  ie./e  =  J&.  E  se  si  prendera  sul  pro- 
lungamento di  if.. .  un  punto  /*,  che  sia  distante  da  /  quanto  e  da  i,  sara  if.j'f=lk. 
Cioe  i  punti  e,  f,  considerati  come  appartenenti  ad  una  delle  due  punteggiate,  coin- 
cidono  coi  rispettivi  corrispondenti. 

Ora  sia  k  = — Kz.  1  punti  m,  m'  non  potranno,  in  questo  caso,  eoincidere  che  entro 
il  segmento  if .  Si  tratta  adunque  di  dividere  questo  segmento  in  due  parti  im ,  mf , 
il  rettangolo  delle  quali  sia  Jf.  Quindi,  se  2&<O/5  vi  saranno  due  punti  e,f  sodi- 
sfacenti  alia  questione :  essi  sono  i  piedi  delle  ordinate  perpendicolari  ad  if  ed  eguali 
ad  7i,  del  semicircolo  che  ha  per  diametro  ij\  Se  2A  =  i/,  non  vi  sara  che  il  punto 
medio  di  if  che  coincida  col  proprio  corrispondente.  Da  ultimo,  se  2A>i/,  la  qui- 
stione  non  ammette  soluzione  reale. 

Concludiamo  che  due  punteggiate  projettive  sovrapposte  hanno  due  punti  eomwni  *) 
(reali,  imaginari  o  coincidenti),  equidistanti  dal  punto  medio  del  segmento  ij' '. 


*)  1 0  punti  uniti,  \ 
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Che  i  punti  comuni  dovessero  essere  al  piu  due  si  poteva  prevedere  anche  da  cio 
che,  se  due  punteggiate  projettive  hanno  tre  punti  coincident!  coi  rispettivi  corrispon- 
denti,  esse  sono  identiche.  Infatti,  se  (abcm)  =  (cibcm'),  il  punto  ni  coincide  con  m  . 

Se  e,  f  sono  i  punti  comuni  di  due  punteggiate  projettiye  sovrapposte,  nelle  quali 
aaf,  IV  siano  due  coppie  di  punti  corrispondenti,  si  avra  Teguaglianza  de'  rapporti 
anarmonici  : 


che  si  puo  scrivere  cosi: 


donde  si  ricava  che  il  rapporto  anarmonico  (aa'ef)  e  costante,  qualunque  sia  la  coppia  aa'. 
10,  Siano  date  due  stelle  projettive,  aventi  lo  stesso  centro.  Segandole  con  una 
trasversale,  otterremo  in  questa  due  punteggiate  projettive:  due  punti  corrispondenti 
m  ,  m'  sono  le  intersezioni  della  trasversale  con  due  raggi  corrispondenti  M  ,  M'  delle 
due  stelle.  Siano  e,  f  i  punti  comuni  delle  due  punteggiate*  Siccome  i  punti  e,  f  della 
prima  punteggiata  coincidono  coi  loro  corrispondenti  e'  \  f  della  seconda,  cosi  anche 
i  raggi  E,  F  della  prima  stella  coincideranno  rispettivamente  coi  raggi  E',  F'  che  ad 
essi  corrispondono  aella  seconda  stella.  Dunque,  due  stelle  projettive  concentriche  hanno 
due  raggi  comuni  (reali,  imaginari  o  coincident!),  cioe  due  raggi,  ciascun  de'  quali  e 
il  corrispondente  di  se  stesso. 

ART.  IH. 
Teoria  de9  centri  armonici. 


11.  Sopra  una  retta  siano  dati  n  punti  aiOt...an  ed  un  polo  o.  Sia  poi  m  un 
punto  della  retta  medesima,  tale  che  la  somma  dei  prodotti  degli  n  rapporti  —  ,  presi 

(V  Od/ 

—  1  ,  il  punto  m  sara 
w); 

determinato  per  mezzo  della  equazione: 


11 

che  per  Fide&tita  ma=oa—am,  pud  anche  scriversi: 

2) 
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ossia  sviluppando: 

3)       MfJ-Y-p1-  l]l  -Ipsf-  )  +  [n~2l(-r*  I-  -  •  •  •  =0  ; 

'  [r  \\orn)       [r—l\\omj      ^\0a/i      [r  —  2J  \om)      ^\ 


ove  il  simbolo       esprime  il  numero  delle  combinazioni  di  n  cose  prese  ad  r  ad  r. 
L'  equazione  3),  del  grado  r  rispetto  ad  oni,  da  r  posizioni  pel  pimto  m:  tali  r 


punti  mtfni  .  .  .  mf  si  chiameranno  *)  centri  armonici,  del  grado  r,  del  dato  sisteina 
di  punti  o^...  an  rispetto  al  polo  o. 

Quando  r=l  ,  si  ha  un  solo  punto  w,  che  e  stato  considerate  da  PONCELET  sotto 
il  nome  di  centra  delle  medie  armoniche  **). 

Se  inoltre  e  »  =  2,  il  punto  m  diviene  il  coniugato  armonico  di  o  rispetto  ai  due 
0,0,  (4)  ***). 

12.  Se  T  equazione  1)  si  moltiplica  per  oc^  .  oa*  ...  oan  e  si  divide  per  mai  .  nia%  ...  man, 
essa  si  muta  evidentemente  in  quest'  altra: 


donde  si  raccoglie: 

Se  in  e  un  centra  armonico,  del  grado  r,  del  dato  sistema  di  punti  rispetto  al  polo  o,  vi- 
ceversa  o  e  un  centra  armonico,  del  grado  n  —  r,  del  medesimo  sistema  rispetto  al  polo  m. 

13.  Essendo  ^m2.  .  .  <mr  gli  r  punti  che  sodisfanno  alF  equazione  3),  sia  ^  il  loro 
centro  armonico  di  primo  grado  rispetto  al  polo  o;  avremo  r  equazione: 


analoga  alia  2),  ossia  sviluppando: 

-^y 

o\>.      ^  \om 
Ma,  in  virtu  della  3),  e: 

y/J-W- 

n 


*)  JONQTJI^KES,  Memoire  sur  la  theorie  des  pdles  et  polaires  etc.  (Journal  de  M.  LIOUVILLB, 
aout  1857,  p.  266). 

**)  Memoire  sur  Us  centres  des  moyennes  harmoniques  (Giornale  di  CRELLB,  t.  3,  Berlino 
1828,  p.  229). 

***)  jSe  n^=l,  ossia  se  il  dato  sistema  riducesi  ad  un  punto  Tinico,  eon  questo  coincide  il 
centro  armonico  di  1.°  grado  di  qualsivoglia  polo.  1 
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dunque : 


ossia: 


Gib  significa  che  (i  e  il  centre  annonico,  di  prime  grade,  del  dato  sistema  di  punti 
a,i<k  .  .  .  an  rispetto  al  polo  o  . 

Indieando  ora  con  51  uno  de:  due  centri  armonici,  di  secondo  grado,  del  sistema 
mlm»...?nr  rispetto  al  polo  o,  avremo  Tequazione  analoga  alia  2): 


om 
ossia,  sviluppando: 


Ma,  in  virtu  della  3),  si  ha: 


onde  sostituendo  ne  verra: 

2 
vale  a  dire: 


dunque  ;x  e  un  centro  armonico,  di  secondo  grado,  del  sistema  a^^.a^  rispetto  al 
polo  o. 

Lo  stesso  risultato  si  ottiene  continuando  a  rappresentare  eon  ^  un  centro  armo- 
nico, del  terzo>  quarto, . . .  (r — iysi'*<>  grado,  del  sistema  mlmz...'mr  rispetto  al  polo  o. 
Dunque : 

Se  m^.-.m,.  sono  i  centri  armonid,  di  grado  r,  del  dato  sistema  aia%...an  ri- 
spetto al  polo  o,  i  centri  armonici,  di  grado  $($O),  del  sistema  mim2...mr  rispetto 
al  polo  o  sono  ancke  i  centri  armonici^  del  grado  5,  del  sistema  dato  rispetto  olio  stesso 
polo  o. 
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14.  Se  m  e  un  centre  armonico,  del  grado  n  —  1  ,  del  dato  sistema  a^2  .  .  .  an  ri- 
spetto  al  polo  o,  si  avra  1'equazione  4)  nella  quale  sia  posto  r=n  —  1.  Vi  s'intro- 
duca  un  arbitrario  punto  i  (della  retta  data)  mediante  le  note  identita  oa  =  oi~\-ia, 
ma  =  ia  —  im,  onde  si  avra: 


Q 

' 


ossia,  sviluppando: 

5)  imn~l  j n  .  oi- 

-}-imn~ 


—  1)  oi  2  ^a)1  +  2  2 


=  0 


Siano  mim2.m.mn^i  i  centri  armonicij  di  grado  n  —  1,  del  dato  sistema  rispetto 
al  polo  o,  cioe  i  punti  che  sodisfanno  alia  5);  si  avra: 

__  (n—r)oi  2(^)r 


...•»&„_!  rispetto 


n 


-     i     V  /-    \ 

.  oi  -f-  2^  Wi 


Ora  sia  (i  imo  de'  centri  armonici,  del  grado  n  —  2,  del  sistema 
ad  un  punto  o'  (della  retta  data);  avremo  analogainente  alia  5): 


,  n— 2 


(n  —  l)</i+  2Wi 


—  2)oriMi  -H  2  2 


In  questa  equazione  posto  per 


^  valore  antecedentemente  scritto,  si  ottiene: 


oi .  o  ^ 


(n  —  l)^~22Hi  —  2(^-~2)^ 


il  qual  risultato,  essendo  simmetrico  rispetto  ad  o,  o',  significa  che: 

Se  mim2...mw_i  sono  i  centri  armonici,  di  grado  n  —  1,  del  sistema  Oi<h*  •*<**, 
rispetto  al  polo  o,  e  se  mWs  *  •  •  ^~i  sono  i  centri  armonici,  di  grado  n  —  1,  dello 
stesso  sistema  a^...^  rispetto  ad  un  altro  polo  o;;  i  centri  armonici,  del  grado 
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n  —  2,  del  sistema  mlm2...mn^i  rispetto  al  polo  o  coincidono  coi  centri  armonici, 
del  grado  n  —  2,  del  sistema  m\m  '2  .  .  .  w'«_i  rispetto  al  polo  o. 

Questo  teorema,  ripetuto  successivamente,  puo  essere  esteso  ai  centri  armonici  di 
grado  qualunque,  e  allora  s'enuncia  cosi: 

Se  mim*  ,  .  .  mf  sono  i  centri  armonici,  di  grado  r  ,  del  sistema  dato  a^  .  .  .  an  ri- 
spetto al  polo  o,  e  se  m\m'z.  •  .m'r<  sono  i  centri  armonici,  di  grado  rf  ,  dello  stesso 
sistema  dato  rispetto  ad  un  altro  polo  o  ,  i  centri  armonici,  di  grado  r-\~r'  —  n,  del 
sistema  mi?ng..*mr  rispetto  al  polo  o'  coincidono  coi  centri  armonici,  di  grado  r  +  r'-n, 
del  sistema  m\m'z,  .«m'r,  rispetto  al  polo  o. 

15.  Se  m  e  \L  sono  rispettivamente  i  centri  armonici,  di  primo  grado,  dei  sistemi 
ai«fi...an  ed  a<&z...an,  rispetto  al  polo  o,  si  avra: 

JL^l  +  -I...  _I_JL 

om      oal      oaz  oan  ' 

JLnl^JL+J.         J-.JL 
o^         oaz      oa$  oan  * 

Si  supponga  \L  coincidente  con  a^i  in  tal  caso  le  due  equazioni  precedent!,  parago- 
nate  fra  lore,  danno  oni—o\L.  Dunque: 

Se  «i  e  il  centro  armonico,  di  primo  grado,  del  sistema  di  punti  a2a3  .  ,  .  an  rispetto 
al  polo  o  ,  il  punto  ai  e  anche  il  centra  armonico,  di  primo  grado,  del  sistema  a^  .  .  an 
rispetto  allo  stesso  polo. 

16.  Fin  qui  abbiamo  tacitamente  supposto  che  i  dati  punti  ofa...^  fossero  di- 
stinti,  ciascuno  dai  restanti.  Suppongasi  ora  che  r  punti  a»a»-i  .  .  *  «»-r+i  coincidano 
in  un  solo,  che  denoteremo  eon  a0.  Allora,  se  nella  equazione  5)  si  assume  #0  ia  luogo 
delForigine  arbitraria  i,  risulta  evidentemente  : 


onde  F  equazione  5)  riesce  divisibile  per  %mr"~l  ,  cioe  r  —  I  centri  armonici  del  grado 
n  —  1  cadono  in  a0,  e  cio  qualunque  sia  il  polo  o.  Ne  segue  inoltre,  avuto  riguardo 
al  teorema  (13),  che  in  a0  cadono  r  —  2  centri  armonici  di  grado  n  —  2;  r  —  3  centri 
armonici  di  grado  n  —  3,...  ed  un  centro  armonico  di  grado  n  —  r+1* 

17.  L'equazioue  3)  moltiplicata  per  omr  e  per  (  —  l)r  oal.oaz.  .  .oa^,  diviene: 
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Suppongo  ora  che  il  polo  o  coincida,  insieme  con  anan-i  •  -  .  #n-s+i»  i&  un  unico 
punto.  Allora  si  ha: 

2HH=0  .  ^(<M)»-I=O,  •  •  •  2  M«-+i=°  ; 

quindi  1'  equazione  che  precede  riesce  divisibile  per  oms  ,  ossia  il  polo  o  tien  luogo  di  s 
centri  armonici  di  grado  qualunque.  Gli  altri  r  —  s  centri  armonici,  di  grado  r,  sono 
dati  dalF  equazione  : 


ove  le  somme  2(°a)  contengono  solamente  i  punti  a^a2  .  .  .  an_s  .  Dunque,  gli  altri  r-~s 

punti  m,  che  insieme  ad  o  preso  s  volte  costituiscono  i  centri  armonici,  di  grado  r, 
del  sistema  a^...^  rispetto  al  polo  o,  sono  i  centri  armonici,  di  grado  r  —  s,  del 
sistema  aLa2  .  .  .  an-&  rispetto  allo  stesso  polo  o  *). 

Si  noti  poi  che,  per  s  =r  +  1  ,  1*  ultima  equazione  e  sodisfatta  identicamente,  qua- 
lunque  sia  m.  Cioe,  se  r+1  punti  a  ed  il  polo  o  coincidono  insieme,  i  centri  armo- 
nici del  grado  r  riescono  indeterminati,  onde  potra  assumersi  come  tale  un  punto  qua- 
lunque  della  retta  a&%  .  .  .  **). 

18.  Abbiasi,  come  sopra  (11),  in  una  retta  R  (fig.  5.a)  un  sistema  di  n  punti  a^  ...  an 


ed  un  polo  o;  sia  inoltre  m  un  centro  armonico  di  grado  r,  onde  fra  i  segment!  ma, 


*)  jViceversa,  se  s  centri  armonici  (di  grado  qualunque)  coincidono  nel  polo  o,  in  questo 
eoincideranno  s  punti  del  sistema  fondamentale.  j 

**)  (Yiceversa,  se  i  centri  armonici  di  grado  r  rispetto  ad  un  polo  o  sono  indetermmati, 
i  centri  armonici  di  grado  r  +  1  sono  tutti  riuniti  in  o ,  e  questo  punto  in  tal  caso  assorbe 
anehe  r  +  1  punti  del  sistema  fondamentale. } 
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oa  sussistera  la  relazione  1).  Assunto  un  punto  arbitrario  c  fuori  di  R  e  da  esso  ti- 
rate  le  rette  ai  punti  0,  «,  w,  seghinsi  queste  con  una  trasversale  qualunque  R'  nei 
punti  o'ta',tn'.  Allora  si  avra: 


ma     m'a1      sen  cm V 


ca      ca         sen 
ed  analogamente: 

oa     o'a'      sen  co'a' 


ca      ca       sen  coa 
donde  si  ricava: 

ma  ^  m'a' sen  cm'a'  t  sen  etna 

oa  '  0V        sen  co'a*    '  sen  coa  ' 

II  secondo  membro  di  questa  equazione  non  varia,  mutando  i  punti  a,  a',  quindi 
avremo : 

ft       .  ,,/„/  '  ' 

man      ma  i      ma% 


Siccome  poi  la  relazione  1)  e  omogenea  rispetto  alle  quantita  —  ,  cosi  se   ne   de~ 
durra: 


doe: 

Se  m  e  un  centro  armonico,  di  grado  r,  di  un  dato  sistema  di  punti 
situati  in  linea  retta,  rispetto  al  polo  o  posto  nella  stessa  retta,  e  se  tutti  questi  punti 
si  projettano,  mediante  raggi  concorrenti  in  un*  punto  arbitrario,  sopra  una  trasver- 
sale qualunque,  il  punto  m'  (projezione  di  m)  sara  un  centro  armonico,  di  grado  r, 
del  sistema  di  punti  &\a'3  .  .  .  arn  (projezioni  di  a^2  .  ,  .  an)  rispetto  al  polo  of  (pro- 
jezione di  o). 

Questo  teorema  ci  abilita  a  trasportare  ad  un  sistema  di  rette  concorrenti  in  un 
punto  le  definizioni  ed  i  teoremi  superionnente  stabiliti  per  un  sistema  di  punti  alli- 
neati  sopra  una  retta. 

19.  Sia  dato  un  sistema  di  n  rette  AiA2  .  .  .  A*  ed  un'altra  retta  0,  tutte  situate 
in  uno  stesso  piano  e  passanti  per  un  punto  fisso  c.  Condotta  una  trasversale  arbi- 
tauia  B  che,  senza  passare  per  e,  seghi  le  rette  date  in  a^,  ,  *an  ed  o,  si  imagi- 
nino  gli  r  cestri  an&oaici  mim%  -  .  ,  mr,  di  grado  r  ,  del  sistema  di  punti  a^  .  .  ,  an 
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rispetto  al  polo  o.  Le  rette  M^Mg . . .  Mr  condotte  da  c  ai  punti  m^u . . .  vit,  si  chia- 
meranno  assi  armonici,  di  grado  r,  del  dato  sistema  di  rette  AiA2...A3i  rispetto 
alia  retta  0. 

Considerando  esclusivamente  rette  passanti  per  c,  avranno  luogo  i  seguenti  teoremi, 
analoghi  a  quelli  gia  dimostrati  per  un  sistema  di  punti  in  linea  retta.  [43] 

Se  M  e  un  asse  armonico,  di  grado  r ,  del  dato  sistema  di  rette  AiA^ . . .  A,;  rispetto 
alia  retta  0,  viceversa  0  e  un  asse  armonico  di  grado  n — r,  del  medesimo  sistema, 
rispetto  alia  retta  M. 

Se  MiMg.-.M,,  sono  gli  assi  armonici,  di  grado  r,  del  dato  sistema 
rispetto  alia  retta  0,  gli  assi  armonici,  di  grado  s($O),  del  sistema 
rispetto  ad  0,  sono  andie  gli  assi  armonici,  del  grado  s,  del  sistema  dato,  rispetto 
alia  stessa  retta  0* 

Se  MiMg . . .  Mr  sono  gli  assi  armonici,  di  grado  r ,  del  sistema  dato  AiA2 . . .  An 
rispetto  alia  retta  0  e  se  M^Mg . . .  M'r>  sono  gli  assi  armonici,  di  grado  r  ,  dello  stesso 
sistema  dato,  rispetto  ad  un'altra  retta  0';  gli  assi  armonici,  di  grado  r-{-r—  n,  del 
sistema  MiM2...Mr,  rispetto  alia  retta  0',  coincidono  cogli  assi  armonici,  di  grado 
r-^-r' — w,  del  sistema  M'iM'cj . . .  M'r' ,  rispetto  alia  retta  0. 

Qualunque  sia  la  retta  0 ,  se  r  fra  le  rette  date  AXA2 .  . .  An  coincidono  in  una 
sola,  questa  tien  luogo  di  r  —  1  assi  armonici  di  grado  n — 1,  di  r  — 2  assi  armonici 
di  grado  n—  2  , . . .  di  un  asse  armonico  di  grado  n — r-\- 1 . 

Se  s  rette  A»A»_i . . .  An_s+1  coincidono  fra  lore  e  colla  retta  0,  questa  tien  luogo 
di  s  assi  armonici  di  qualunque  grado,  e  gli  altri  r  —  s  assi  armonici,  di  grado  r,  souo 
gli  assi  armonici,  di  grado  r  —  s,  del  sistema  A^.-.A^s  rispetto  ad  0. 

20.  Se  al  n.°  18  la  trasversale  Rf  vien  condotta  pel  punto  o,  ossia  se  la  retta  R 
si  fa  girare  intorno  ad  o,  il  teorema  ivi  dimostrato  puo  essere  enunciate  cosi; 

Siano  date  n  rette  AiAo . . .  Aw  concorrenti  in  un  punto  c .  Se  per  un  polo  fisso  o 
si  conduce  una  trasversale  arbitraria  R  che  seghi  quelle  n  rette  ne'  punti  a^  - .  •  an  9 
i  centri  armonici  di  grado  r,  del  sistema  aiO*...an,  rispetto  al  polo  o,  generano, 
ruotando  R  intorno  ad  o,  r  rette  M^.-.M,,  concorrenti  in  c. 

E  dagli  ultimi  due  teoremi  (19)  segue: 

Se  s  rette  A^A^ . . .  An_s+1  fra  le  date  coincidono  in  una  sola  A0,  questa  tien 
luogo  di  s  —  (n — r)  delle  rette  MiM^ . . .  Mr .  Se  inoltre  A0  passa  pel  polo  o,  essa  tiea 
luogo  di  s  delle  rette  MiM* . . .  Mr.  Le  rimanenti  r— s,  fra  queste  rette,  sono  il  luogo 
de'  centri  armonici  di  grado  r — s  (rispetto  al  polo  0}  de'  punti,  in  cui  R  sega  le 
rette 
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ART.  IV. 
Teoria  dell' Involuzione.    [44] 

21.  Data  una  retta,  sia  o  un  punto  fisso  in  essa,  a  un  pnnto  variabile;  inoltre  siano 
&! ,  fca . . .  7ii ,  7t2  •  -  -  quantita  costanti  ed  co  una  quantita  variabile.  Ora  abbiasi  un1  equa- 
zione della  forma: 


to 


=  0. 


Ogni  valore  di  o>  da  »  valori  di  oa,  cioe  da  un  gruppo  di  n  punti  a.  Invece,  se 
e  dato  uno  di  quest!  punti,  sostituendo  nella  1)  il  dato  yalore  di  oa>  se  ne  dedurra 
il  corrispondente  valore  di  o>,  e  quindi,  per  mezzo  delF  equazione  medesima,  si  otter- 
ranno  gli  altri  n  —  1  valori  di  oa.  Dunque,  per  ogni  valore  di  co,  Tequazione  1)  rap- 
presenta  un  gruppo  di  n  punti  cosi  legati  fra  loro,  che  uno  qualunque  di  essi  determina 
tutti  gli  altri.  II  sistema  degli  infmiti  gruppi  di  n  punti,  corrispondenti  agli  infiniti 
valori  di  to,  dicesi  involimone  del  grado  n*). 

Una  semplice  punteggiata  puo  considerarsi  come  un'involuzione  di  primo  grado  (7). 

UnMnvoluzione  e  determinata  da  due  gruppi.  Infatti,  se  le  equazioni: 

1  »-  =0,      hAoa*  +  h^oa"-1  ...  =  0 


rappresentano  i  due  gruppi  dati,  ogni  altro  gruppo  delPinvoluzione  sara  rappresentato 
dalla  : 


ove  <a  sia  una  quantita  arbitraria. 

22.  Ogni  qualvolta  due  punti  a  d'  uno  stesso  gruppo  coincidano  in  un  solo,  diremo 
che  questo  6  un  punto  doppio  dell1  involuzione.  Quanti  punti  doppi  ha  Finvoluzione 
rappresentata  dair  equazione  1)?  La  condizione  che  quest'  equazione  abbia  due  radici 
eguali  si  esprime  eguagliando  a  zero  il  discriminanfe  della  medesima.  Questo  discrimi- 
nante  e  una  funzione,  del  grado  2(»  —  1),  de'  coefficient!  delFequazione;  dunque,  egua- 


*}  JONQUI^BE®,  Q6n&rdli$atwn  de  la  tfi&me  de  V  involution  (Artnali  di  Matematica,  tomo  2.°? 
Roma  1859,  pag,  86). 
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gliandolo  a  zero,  si  avra  un'equazione  del  grado  2(w — 1)  in  o>.  Cio  significa  esservi 
2(w  —  1)  gruppi,  ciascuno  de'  quali  contiene  due  punti  coincident},  ossia: 

Un3 involuzione  del  grado  n  ha  2(w  —  l)  punti  doppi*}. 

23.  Siano  a^g ...  aw  gli  w  punti  costituenti  un  dato  gruppo.  II  centre  armonico  m, 
di  primo  grado,  di  quest!  punti,  rispetto  ad  un  polo  o  preso  ad  arbitrio  sulla  retta 
data,  e  determinato  dalT  equazione : 


om 
donde,  avuto  riguardo  alia  1),  si  trae: 


KI  -j- 


Quindi,  il  segmento  compreso  fra  due  punti  m9w!,  centri  annonici  di  due  gruppi 
diversi,  si  potra  esprimere  cosi: 


n 

=om  —  om  =  -7 


Siano  ora  m:  ,  mz  ,  m3  ,  m4  i  centri  armonici  (di  primo  grado  e  relativi  al  polo  o)  di 
quattro  gruppi,  correspondent!  a  quattro  valori  o>i,o>2,  o>3,  co4  di  03;  avremo: 


—  (04 


questo  risultato  non  si  altera,  se  invece  di  o  si  assuma  un  altro  punto ;  cioe  il  rap- 
porto  anarmonico  dei  quattro  centri  e  indipendente  dal  polo  o.  Ne  segue  che  la  serie 
de'  centri  armonici  (di  primo  grado)  di  tutt'  i  gruppi,  rispetto  ad  un  polo  o,  e  la  serie 
de'  centri  armonici  (dello  stesso  grado)  de'  gruppi  medesimi,  rispetto  ad  un  altro  polo  o', 
sono  due  punteggiate  projettive. 

Per  rapporto  anarmonico  di  quattro  gruppi  di  un'  involutions,  intenderemo  il  rap- 
porto  anarmonico  de'  loro  centri  armonici  di  primo  grado,  relativi  ad  un  polo  arbi- 
trario. 


*)  [Altra  dimostrazione,  ricorrendo  ai  n.1  23,  24]  j  I  centri  armonici  di  grado  n  —  1  dei  gruppi 
dell7  involuzione,  rispetto  a  due  poll  0,0',  formano  due  nuove  involuziom  di  grado  n— 1, 
projettire  alia  data,  epper6  projettive  fra  loro.  Queste  due  nuove  iuvoluzioni  hanno  2{w  — 1) 
punti  comuni,  che  sono  i  punti  doppi  della  data  | . 

Cremona ,  tomo  I.  22 
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Sia  m  uno  de1  centri  armonici,  di  grado  r  (rlspetto  ad  un  polo  <?),  di  un  dato  gruppo 
delF  involuzione  1).  Kequazione  6)  del  n.  17,  avuto  riguardo  alia  1)  del  n.  21,  ci  dara: 


2)  omr  (kr  +  uhr]  +  (n—  r 

,   w(w  —  !)...(% 
----  u_A  -  2_^ 


dunque:  i  centri  armonici,  di  grado  r,  de'  gruppi  dell'  involuzione  1)  formano  una  nuova 
involuzione  del  grado  r,  Ogni  valore  di  w  da  un  gruppo  delF  involuzione  1)  ed  un 
gruppo  deir  involuzione  2),  cioe  i  gruppi  delle  due  involuzioni  si  corrispondono  tra  loro 
ad  uno  ad  uno.  E  siccome  il  rapporto  anannonico  di  quattro  gruppi  dipende  esclu- 
sivamente  dai  quattro  corrispondenti  valori  di  to,  cosi  il  rapporto  anarmonico  di  quattro 
gruppi  dell1  involuzione  2)  e  eguale  al  rapporto  anarmonico  de'  quattro  corrispondenti 
gruppi  delV  inyoluzione  1).  La  qual  cosa  risulta  anche  da  cio,  che  due  gruppi  corri- 
spondenti delle  due  involuzioni  hanno,  rispetto  al  polo  o,  lo  stesso  centro  armonico 
di  primo  grado  (13)*). 

24.  Due  involuzioni  date  sopra  una  stessa  retta  o  sopra  due  rette  diverse  si  di- 
ranno  projeftive,  quando  i  centri  annonici,  di  primo  grado,  de'  gruppi  dell'una,  rispetto 
ad  un  polo  qualunque,  ed  i  centri  armonici,  di  primo  grado,  de'  gruppi  delF  altra, 
rispetto  ad  un  altro  polo  qualunque,  formino  due  punteggiate  projettive.  Da  questa 
definizione  e  da  quella  del  rapporto  anarmonico  di  quattro  gruppi  di  un'  involuzione 
si  raccoglie  che: 

Date  due  involuzioni  projettive^  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  gruppi  delVuna  e 
eguale  al  rapporto  anarmonico  de*  quattro  corrispondenti  gruppi  delV  altra* 

Cioe  il  teorema  emmciato  alia  fine  del  n.  8  comprende  anche  le  involuzioni,  purche 
queste  si  risguardino  quali  forme  geometriche,  i  cui  elementi  sono  gruppi  di  puntL 

(a)  CercMamo  come  si  esprima  la  projettivita  di  due  involuzioni. 

La  prima  di  esse  si  rappresenti  colFequazione  1)  e  la  seconda  con  quest1  altra: 

3}  Km.  Q£-  +  ... 


*)  1 1  eentri  armoniei  di  grado  n  —  1  di  un  dato  gmppo  di  n  punti  in  linea  retta,  rispetto 
ai  vari  punti  di  qttesta  retta  presi  successivaiaeiite  come  poll,  eostitniseono  gmppi  in  involu- 
zione.  (Per  esempio,  se  i  punM  dati  sono  a&c,  i  eentri  annonici  di  2°  grado,  rispetto  ai  poli 
a,  5,  c,  sono  aa,  b$f  cy,  ore  a,  p,  ^  siano  i  coniugati  armonici  di  «,  &,  c  rispetto  alle  coppie  &c; 
octj  od.  Dnnqtie  le  eoppie  oa,  6p,  c^  BOQO  in  involutions), 

In  generate  i  punti  doppi  di  quella  involtizione  costituiseono  YHessiano  del  sistema  dato.j 
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ove  A  e  un  punto  qualunque  della  retta,  nella  quale  e  data  la  seconda  involuzione  ; 
0  e  Forigine  de'  segment!  in  questa  retta;  Hr/l,K,;z,  ...  sono  coefficient!  costanti. 

Supponiamo,  com'e  evidentemente  lecito,  che  ai  gruppi  u>  =  0,  w  =  cc,  o>=l 
della  prima  involuzione  corrispondano  nella  seconda  i  gruppi  6=0,  6=00  ,  6=1. 
Allora,  affinche  le  equazioni  1)  e  3)  rappresentino  due  gruppi  corrispondenti,  e  neces- 
sario  e  sufficiente  che  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  gruppi  o>  =  (0  ,00  ,  1  ,  w)  della 
prima  involuzione  sia  eguale  a  quello  de'  gruppi  6=(o,  00,1,6)  della  seconda,  cioe 
dev'essere  co=8,  Dunque  la  seconda  involuzione,  a  cagione  della  sua  projettivita  colla 
prima,  si  potra  rappresentare  cosi: 

4)  K».Oi-  +  ...  +  Ko  +  «|Hm.OA*  +  ...  +  Ho|  =  0. 

Le  equazioni  1)  e  4),  per  uno  stesso  valore  di  o>,  danno  due  gruppi  corrispondenti 
delle  due  involuzioni  projettive.  Ed  eliminando  co  fra  le  equazioni  medesime  si  avra 
la  relazione  che  esprime  il  legame  o  la  corrispondenza  dei  punti  a  ,  A. 

(b)  Se  le  due  involuzioni  sono  in  una  stessa  retta,  i  punti  a  ,  A  si  possono  riferire 
ad  una  sola  e  medesima  origine:  cioe  al  punto  0  puo  sostituirsi  o.  In  questo  caso, 
si  puo  anche  domandare  quante  volte  il  punto  a  coincida  con  uno  de'  corrispondenti 
punti  A.  Eliminate  co  dalle  1),  4)  e  posto  oa  in  luogo  di  OA,  si  ha  la: 

5)  (fc«.  ™n  H  -----  h  *o)  (EL.  ™m  H  -----  h  Ho) 


equazione  del  grado  n~{-m  rispetto  ad  oa.  Dunque: 

In  una  retta,  nella  quale  sian  date  due  involuzioni  projettive,  Vuna  di  grado  n, 
Valtra  di  grado  m,  esistow  generalmente  n+-ni  punti,  ciaseun  de'  qitali  considerato 
come  appartenente  alia  prima  involu#ione,  coincide  con  uno  de^  punti  corrispondenti  nella 
seconda. 

Questi  si  chiameranno  i  punti  comuni  alle  due  involuzioni. 

(c)  Se  Tequazione  1)  contenesse  nel  suo  primo  membro  il  fattore  oar>  essa  rap- 
presenterebbe  un'  involuzione  del  grado  n,  i  cui  gruppi  avrebbero  r  punti  comuni, 
tutti  riuniti  in  o;  ossia  rappresenterebbe  sostanzialinente  unMnvoluzione  del  grado 
n  —  r,  a  ciaseun  gruppo  della  quale  e  aggiunto  r  volte  il  punto  o.  In  tal  caso  e  ma- 
nifesto che  anche  il  primo  membro  dell'  equazione  5)  sara  divisible  per  ~oar  ;  cioe 
gli  w-j-w  punti  oomuni  alle  due  involuzioni  proposte  saranno  costituiti  dal  punto  o 
preso  r  volte  e  dagli  m-^-n  —  r  punti  comuni  alia  seconda  involuzione  (di  grado  m) 
ed  a  quella  di  grado  n  —  r,  alia  quale  si  riduce  la  prima,  spogliandone  i  gruppi  del 
punto  o. 
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Se  inoltre  i  gruppi  della  seconda  inyoluzione  contenessero  s  volte  il  pimto  o,  questo 
figurerebbe  r+s  volte  fra  i  punti  comuni  alle  due  involuzioni. 

(d)  Se  im  grnppo  della  prima  involuzione  (per  es.  quello  clie  si  ha  ponendo  co=0) 
contiene  r  volte  uno  stesso  punto  o,  e  se  il  eorrispondente  gruppo  della  seconda  invo- 
luzione contiene  5  volte  lo  stesso  punto  o,  ove  sia  s>r ,  e  evidente  che  Fequazione  5) 
conterra  ael  priino  membro  il  fattore  oar ,  cioe  il  punto  o  terra  il  posto  di  r  punti 
comuni  alle  due  involuzioni. 

(e)  E  superfluo  accennare  che,  per  le  rette  concorrenti  in  uno  stesso  punto,  si  puo 
stabilire  una  teoria  delF  involuzione  affatto  analoga  a  quella  suesposta  pei  punti  di 
una  retta, 

25.  Merita  specials  studio  F  involuzione  di  secondo  grado  o  quadratica,  per  la  quale, 
fatto  w— 2  nella  1),  si  ha  un'equazione  della  forma: 

6)  £2 .  ocf  -\~  &! .  oa  +  &o  +  «>  Qh  •  oa~  +  Jh  •  oa  +  ^o)  =  0 . 

Qui  ciascun  gruppo  e  coinposto  di  due  soli  punti,  i  quali  diconsi  coniugati;  e  chia- 
masi  punto  centrals  quello,  il  cui  coniugato  e  a  distanza  infinita  *).  Posta  Torigine  o 
de'  segmenti  nel  punto  eentrale  ed  inoltre  assunto  il  gruppo,  al  quale  esso  appartiene, 
come  eorrispondente  ad  00==  o>,  dovra  essere  A2=7»0=0.  Pertanto,  se  a,  a!  sono  due 
punti  coniugati  qualunque,  1'equazione  6)  da: 

oa .  oa1  =  ~-  ==  cost. 

K2 

Confrontando  questa  equazione  con  quella  che  esprime  la  projettivita  di  due  punteg- 
giate  (9): 

ia .  fa'  =  cost. 

si  vede  die  r  involuzione  quadratica  nasce  da  due  punteggiate  projettive,  le  quali  ven- 
gano  sovrapposte  in  modo  da  far  coincidere  i  punti  «,/  corrispondenti  ai  punti  al- 
Finfinito,  AJtrimenti  possiam  dire  che  due  punteggiate  projettive  sovrapposte  formano 
un'  involuzione  (quadratica),  quando  un  punto  a,  considerate  come  appartenente  all'una 
o  all'altra  punteggiata,  ha  per  eorrispondente  un  solo  e  medesirno  punto  ar. 

Da  tale  proprieta  si  conclude  che  ne$  inwluzione  quadratica,  il  rapporto  anarmo- 
nim  di  quaMro  punti  e  eguale  a  quello  de'  lore  coniugati. 

(a)  Siaao  e,f  i  due  punti  doppi  (22)  delF  involuzione,  determinati  dalFeguaglianza 


*)  |  L* involuzione  {oa'jW)  ha  i  punt!  doppi  reali  o  no,  secondo  che  il  rapporto  anarmo- 
nico  (ad&tf)  6  positivo  o  negativo.  { 
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oe2  =  of  =  cost.  ;  avremo: 

(efaa')  =  (efaa)  , 

cioe  il  rapporto  anarmouico  (efaa}  e  eguale  al  suo  reeiproco,  eppero  e  =  —  1,  non 
potendo  mai  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  punti  cUstinti  essere  eguale  alTunita 
positiva.  Dunque:  mil'  involimone  qwctratica,  i  due  punti  doppi  e  due  punti  coniuga.fi 
qiialunque  formano  un  sistema  armonico. 

Ne  segue  die  un'  involuzione  di  secondo  grado  si  puo  considerate  come  la  serie 
delle  infinite  coppie  di  punti  aa  che  dividono  armonicamente  un  dato  segmento  ef. 

(b)  Due  involuzioni  quadratiche  situate  in  una  stessa  retta  hanno  un  gruppo  comune, 
cioe  vi  sono  due  punti  a,  a'  tali,  che  il  segmento  aa  e  diviso  armonieamente  si  dai 
punti  doppi  e,f  della  prima,  che  dai  punti  doppi  g,  li  della  seconda  involuzione.  Infatti: 
sia  preso  un  punto  qualunque  m  nella  retta  data;  siano  mf  ed  ml9  i  coniugati  di  m 
nelle  due  involuzioni.  Variando  m,  i  punti  m  ,  nil  ,  generano  due  punteggiate  projet- 
tive,  i  punti  comuni  delle  quali  costituiscono  evidentemente  il  gruppo  comune  alle  due 
involuzioni  proposte. 

E  pure  evidente  che  due  involuzioni  di  grado  eguale,  ina  superiore  al  secondo, 
situate  in  una  stessa  retta,  non  avranno  in  generale  alcun  gruppo  comune. 

26.  La  teoria  dell'  involuzione  quadratica  ci  servira  nel  risolvere  il  problema  che 
segue. 

Se  alcd  sono  quattro  punti  in  linea  retta,  abbiatno  denominati  fondamentali  (1) 
i  tre  rapporti  anaraionici  : 


,  , 

1  -  A 

Se  i  priini  due  rapporti  sono  eguali  fra  loro,  vale  a  dire,  se: 

7)  X  =  -—  —  T    ossia    X2  —  X  +  1  =  0  , 

si  ha  anche: 


cioe  tutti  e  tre  i  rapporti  anarmonici  fondamentali  sono  eguali  fra  loro. 

Dati  i  punti  abc  in  una  retta,  cerchiamo  di  determinare  in  questa  un  punto  d, 
tale  che  sodisfaccia  all'eguaglianza: 

(abed)  =  (aodb) , 
ossia : 

(abed)  =  (cabd) . 


34*2 
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Assunto  ad  arbitrio  nella  retta  data  un  punto  m,  si  determini  un  punto  m  per 
modo  che  sia 

(ahem)  =  (calm'}. 

Variando  simultaneamente  m  ,  m  generano  due  punteggiate  proiettive,  nelle  quali 
ai  punti  a,l,c,m  corrispondoiio  ordinatamente  e,  a,&,w'.  Se  chiamansi  d,e  i  punti 
comuni  di  queste  punteggiate,  si  avra: 

(abed)  =  (cabd)  ,  (abce)  =  (cabe)  , 

cioe  il  proposto  problema  e  risoluto  da  ciascuno  de1  punti  d  ,  e. 

Ora  siano  ott3,y  i  tre  punti  della  retta  data,  che  rendono  arinonici  i  tre  sistemi 
(5?c,a,a),  (0,a,8,{i),  (a,6ac,  7);  i  due  sistemi  (a,6,(?,7),  (ajC,^,^)  saranno  projet- 
tivi,  e  siccome  ai  punto  &3  considerate  come  appartenente  alFuno  o  alFaltro  sistema, 
corrisponde  sempre  c,  cosi  le  tre  coppie  aa,&c,g7  sono  in  involuzione,  cioe  a  e  un 
punto  doppio  delF  involuzione  quadratica  determinata  dalle  coppie  lc,$r[.  L'altro  punto 
doppio  della  stessa  inyoluzione  e  a,  poiche  il  seginento  lc  e  diviso  armonicamente  dai 
punti  a,  a.  Dunque  a,x  dividono  armonicamente  non  solo  le,  ma  anche  J3y.  Si  ha 
percio  : 


ossia  i  sistemi  (&,  c,&,a),  (g}7,a,^)  sono  projettivi:  la  qual  cosa  torna  a  dire  che 
le  coppie  aa,6^,c"f  sono  In  involuzione*).    [45] 

Da  un  punto  o  preso  ad  arbitrio  fuori  della  retta  data  imagininsi  condotti  i  raggi 
o  (a,  a,  6,^,0,  7)  e  o(dte),  i  quali  tutti  si  seghino  con  una  trasversale  parallela  ad  oc 
nei  punti  a',  a',  V,  £',  oo  ,  /,  <?,  <5'.  Avremo  : 


onde  la  7)  diverra: 

8)  ofd's  —  a' 

Essendo  (0507)==—  1,  si  ha  (a'b*  ^^ 
m'V.  Quindi,  per  le  identita:  &'£  =  •{ 

9) 


=  —  i,  cioe  /  e  il  punto  medio  del  seginento 
—  ^a  ,  aW  —  —  %*fa'  ,  la  8)  diviene: 


*)  STAUBT,  Greometrie  der  La^e^  Kliniberg  1847,  p.  121. 
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donde  si  ricava  che  7'  e  il  punto  medio  del  segmento  dre,  cioe  si  ha  (^Voo  /)  =  —  !, 
eppero  (decr(}  =  —  1.  Similmente  si  dimostra  essere  (deb$)  =  —  1,  (deaa)  =  —  1; 
vale  a  dire  d,e  sono  i  punti  doppi  dell1  involuzione  (aa  ,  6£i  ,  c?)  *). 

II  rapporto  anarinonico  >.  e  dato  dalF  equazione  7),  ossia  e  una  radice  cubica  ima- 
ginaria  di  —  1.  Per  conseguenza,  i  quattro  punti  abed  od  abce  non  possono  essere 
tutti  reali.  L'equazione  9)  ha  il  secondo  membro  negative  o  positive,  secondo  che  a'V 
siano  punti  reali  o  imaginari  coniugati.  Dunque,  se  i  tre  punti  dati  0,6,0  sono  tutti 
reali,  i  punti  $,e  sono  imaginari  coniugati;  ma  se  due  de'  tre  punti  dati  sono  imaginari 
coniugati,  i  punti  d,e  sono  reali. 

I/  equazione  8)  poi  mostra  che,  se  a'&'=0,  anche  a'cf=de'=Q]  cioe,  se  due 
de'  punti  dati  coincidono  in  un  solo,  in  questo  cadono  riuniti  anche  i  punti  d  ,  e. 

27.  Chiameremo  equianarmonico  un  sistema  di  quattro  punti,  i  cui  rapporti  anar- 
monici  fondamentali  siano  eguali,  ossia  un  sistema  di  quattro  punti  aventi  per  rapporti 
anarmonici  le  radici  cubiche  imaginarie  di  —  1. 

Quattro  punti  •mLm2m3m4  in  linea  retta  siano  rappresentati  (6)  dalF  equazione: 

10)  A  .  om*  +  4B  .  om3  +  6  C  .  omz  +  4D  .  om  +  E  =  0. 

Se  il  sistema  di  questi  quattro  punti  e  equianarmonico,  si  avra: 


ovvero,  sostituendo  ai  segment!  mim^,...  le  differenze  am*  — 
(oml  —  om%}  (oml  —  0m3)  (om4  —  om2)  (om4  —  0m3)  +  (ow* 
Sviluppando  le  operazioni  indicate,  quest'  equazione  si  manifesta  simmetrica  ri- 
spetto  ai  quattro  segmenti  om,  onde  si  potra  esprimerla  per  mezzo  del  soli  coefficient! 
della  10).  Ed  invero,  coU'aiuto  delle  note  relazioni  fra  i  coefficient!  e  le  radici  di 
un*  equazione,  si  trova  senza  difficolta: 

AE  —  4BD  +  3C2  =  0, 

come  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinche  i  quattro  punti  rappresentati  dalla  10) 
formino  un  sistema  equianarmonico**). 


*)  STAUDT,  Beitrage  zur  G-eometrie  der  Lage,  Nlirnberg  1856-57-60,  p.  178. 
**)  PAINVIN,  Equation  des  rapports  anharmomques  etc.  (Nouvelles  Annales  de  Math6ma- 
tiques,  t.  19.  Paris  1860,  p.  412). 
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ART.  V. 
Deflaizloni  relative  alle  linee  plane. 

28.  Una  linea  piana  puo  considerarsi  generata  dal  inovimento  |  continue  j  di  un 
panto  o  dal  movimento  di  una  retta:  nel  priino  caso,  essa  e  il  luogo  di  tutte  le  posizioni 
del  punto  mobile;  nel  secondo,  essa  e  F  inviluppo  delle  posizioni  della  retta  mobile  *). 

Una  retta,  considerata  come  luogo  de1  punti  situati  in  essa,  e  il  piu  semplice 
esempio  della  linea-luogo. 

Un  puato,  risguardato  come  inviluppo  di  tutte  le  rette  incrociantisi  in  esso,  e  il 
caso  piu  sempliee  della  linea-invihtppo. 

Un  luogo  dicesi  del?  ordine  n,  se  una  retta  qualunque  lo  incontra  in  n  punti  (reali, 
imaginari,  distinti  o  coincident!).  II  luogo  di  primo  ordine  e  la  retta.  Un  sistema  di  n 
rette  e  un  luogo  delFordine  n.  Due  luoglii,  i  cui  ordini  siano  rispettivamente  n,n* 
formano  insieme  un  luogo  dell' ordine  n-\~n  . 

Un  luogo  delF  ordine  n  non  puo,  in  virtu  della  sua  definizione,  essere  incontrato 
da  una  retta  in  piu  di  n  punti.  Dunque,  se  un  tal  luogo  avesse  con  una  retta  piu  di  n 
punti  comuni,  questa  sarebbe  parte  di  quello,  cioe  tutt'  i  punti  della  retta  apparter- 
rebbero  al  luogo. 

Una  linea  curva  di  dato  ordine  si  dira  semplice,  quando  non  sia  composta  di  linee 
d*  ordine  inferiore. 

Un  inviluppo  dicesi  della  classe  n,  se  per  un  punto  qualunque  passano  n  posizioni 
della  retta  inYiluppante,  ossia  n  rette  tangenti  (reali,  imaginarie,  distinte  o  coincident!). 
LMnYiluppo  di  prima  classe  e  il  punto.  Un  sistema  di  n  punti  e  un  inviluppo  della 
classe  n.  Due  nmluppi,  le  cui  classi  siano  n,  ri,  costituiscono,  presi  insieme,  un  invi- 
luppo  della  classe  n-^-n. 

Se  ad  ua  inyiluppo  della  classe  n  arriYano  piu  di  n  tangenti  da  uno  stesso  punto, 
questo  appartiene  necessariamente  a  quell1  inviiuppo,  cioe  tutte  le  rette  condotte  pel 
puato  sono  tangenti  dell' inviluppo  medesimo. 

Una  curva-inviluppo  di  data  classe  si  dira  semplicei  quando  non  sia  composta  di 
inviluppi  di  elasse  minore. 

29.  Consideriamo  una  curva-luogo  delFordine  n.  Se  a  e  una  posizione  del  punto 
generators,  ossia  ua  punto  della  curva,  la  retta  A  che  passa  per  a  e  per  la  successiva 
posizione  del  puHto  mobile  e  la  tangente  alia  curva  in  quel  punto*  Cioe,  la  curva  luogo 


*)  PLflCKm,  Tk&me  der  aJgdm^sch&fi  Curven,  Bonn  18S9,  p.  200. 
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delle  posizioni  di  un  punto  mobile  e  anche  Pinviluppo  delle  rette  congiungenti  fra  loro 
le  successive  posizioni  del  punto  inedesimo. 

Nel  punto  di  contatto  a  la  curva  ha  colla  tangente  A  due  punti  conrani  (contatto 
bipunto)]  quindi  le  due  linee  avranno,  in  generale,  altri  n  —  2  punti  d'intersecazione. 
Se  due  di  quest!  n  —  2  punti  coineidono  in  un  solo  5,  la  retta  A  sara  tangente  alia 
curva  anche  in  5.  In  tal  caso,  la  retta  A  dicesi  tangente  doppia;  a  e  6  sono  i  due  punti 
di  contatto  *). 

Invece,  se  una  delle  n  —  2  intersezioni  s'avvicina  infinitamente  ad  a,  la  retta  A 
avra  ivi  un  contatto  tripimto  colla  curva.  In  tal  caso,  la  retta  A  dicesi  tangente  sta- 
sionaria,  perche,  se  indichiamo  con  a,  a',  a"  i  tre  punti  infinitamente  vicini  che  costi- 
tuiscono  il  contatto,  essa  rappresenta  due  tangenti  successive  aa',afa",  e  puo  anche 
dirsi  ch'  essa  sia  una  tangente  doppia,  i  cui  punti  di  contatto  a ,  d  sono  infinitamente 
vicini.  Ovvero:  se  la  curva  si  suppone  generata  dal  movimento  di  una  retta,  quando 
questa  arriva  nella  posizione  A  cessa  di  ruotare  in  tin  senso,  si  arresta  e  poi  comincia 
a  ruotare  nel  senso  opposto.  II  punto  di  contatto  a  della  curva  colla  tangente  sta- 
zionaria  chiamasi  flesso,  perche  ivi  la  retta  A  tocca  e  sega  la  curva,  onde  questa  passa 
dall'una  aU'altra  banda  della  retta  medesima. 

30.  Consideriamo  ora  una  curva-inviluppo  della  classe  m.  Se  A  e  una  posizione 
della  retta  generatrice,  cioe  una  tangente  della  curva,  il  punto  a  ove  A  e  incontrata 
dalla  tangente  successiva,  e  il  punto  in  cui  la  retta  A  tocca  la  curva.  Quindi  la  curva 
inviluppo  di  una  retta  mobile  e  anche  il  luogo  del  punto  comune  a  due  successive 
posizioni  della  retta  stessa. 

Per  un  punto  qualunque  si  possono  condurre,  in  generale,  m  tangenti  alia  curva. 
Ma  se  si  considera  un  punto  a  della  curva,  due  di  quelle  m  tangenti  sono  successive, 
cioe  coineidono  nella  tangente  A.  Quindi  per  a  passeranno,  inoltre,  m  —  2  rette  tan- 
genti alia  curva  in  altri  punti. 

Se  due  di  queste  m  —  2  tangenti  coineidono  in  una  sola  retta  B,  la  curva  ha  in  a 
due  tangenti  A,B,  cioe  passa  due  volte  per  a,  formando  ivi  un  nodo;  le  rette  A  e  B 
toccano  in  a  i  due  rami  di  curva  che  ivi  s'incrociano.  In  questo  caso,  il  punto  a  dicesi 
punto  doppio**). 

Invece,  se  una  delle  m  —  2  tangenti  coincide  con  A,  questa  retta  rappresenta  tre 


*)  I  due  pnnti  di  contatto  possono  essere  imaginari  senza  che  la  retta  A  cessi  d'  essere 
reale  e  di  possedere  tutte  le  proprieta  di  una  tangenie  doppia. 

**)  Le  due  tangenti  A ,  B  ponno  essere  imaginarie,  eppero  imaginari  anche  i  due  rami 
della  curva,  rimanendo  reale  il  punto  d'incroeiamento  a.  Questo  &,  in  tal  caso,  un  punto  iso- 
lato,  e  pu6  considerarsi  come  un'ovale  infinitesima  o  evanescente. 
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tangenti  successive  A,  A',  A",  ed  il  punto  a  puo  considerarsi  come  un  punto  doppio, 
le  cui  tangenti  A,  Af  coincidano  (doe,  il  cui  nodo  sia  ridotto  ad  un  punto).  Nel  caso 
che  si  considera,  il  punto  a  dicesi  cuspide  o  regresso  o  punto  stazionario,  perche  esso 
rappresenta  1'intersezione  della  tangente  A  con  A!  e  di  A'  con  A";  ossia  perche,  se 
s'  imagina  la  curva  generata  da  un  punto  mobile,  quando  questo  arriva  in  a  si  arresta, 
rovescia  la  direzione  del  suo  moto  e  quindi  passa  dalla  parte  opposta  della  tangente  A 
{tangente  cuspidale). 

Dalle  formole  di  PLI)CKER,  che  saranno  dimostrate  in  seguito  (XVI),  si  raccoglie 
che  una  curva-luogo  di  dato  ordine  non  ha  in  generale  punti  doppi  ne  cuspidi,  bensi 
tangenti  doppie  e  flessi;  e  che  una  curva-inviluppo  di  data  classe  e  in  generale  priva 
di  tangenti  singolari,  ma  possiede  invece  punti  doppi  e  punti  stazionari. 

Pero,  se  la  curva  e  di  natura  speciale,  vi  potranno  anche  essere  punti  o  tangenti 
singolari  di  pin  elevata  moltiplicita.  Una  tangente  si  dira  multipla  secondo  il  numero  r, 
ossia  (r)*la ,  quando  tocchi  la  curva  in  r  punti,  i  quali  possono  essere  tutti  distinti,  o 
in  parte  o  tutti  coincident!.  Un  punto  si  dira  (r)*10,  quando  per  esso  la  curva  passi  r 
volte,  eppero  ammetta  ivi  r  tangenti  tutte  distinte,  ovvero  in  parte  o  tutte  sovrap- 
poste. 

31.  Se  una  curva  ha  un  punto  (r}$l°  a,  ogni  retta  condotta  per  a  sega  ivi  r  volte 
la  curva,  onde  il  punto  a  equivale  ad  r  intersezioni  della  retta  colla  curva.  Ma  se  la  retta 
tocca  uno  de'  rami  della  curva,  passanti  per  a,  essa  avra  in  comune  con  questa  anche 
quel  punto  di  esso  ramo  che  e  successive  ad  a;  cioe  questo  punto  conta  come  |  almeno  | 
r  +  1  intersezioni  della  curva  colla  tangente.  Dunque,  fra  tutte  le  rette  condotte  per  a 
ye  ne  sono  al  pm  r  (le  tangenti  agli  r  rami)  che  segano  ivi  la  curva  in  r  + 1  punti 
coincident!;  eppero,  se  vi  fossero  r  +  1  rette  dotate  di  tale  proprieta,  questa  com- 
peterebbe  ad  ogni  altra  retta  condotta  per  a,  cioe  a  sarebbe  un  punto  multiple  secondo 
il  numero  r  +  1. 

Analogamente:  se  una  curva  ha  una  tangente  A  multipla  secondo  r,  questa  conta 
per  r  tangenti  condotte  da  un  punto  preso  ad  arbitrio  in  essa,  ma  conta  per  j  almeno  j 
r+1  tangenti  rispetto  a  ciascuno  de'  punti  di  contatto  della  curva  con  A.  Cioe  da 
ogni  punto  di  A  partono  r  tangenti  coincident!  con  A;  e  vi  sono  al  pm  r  punti  in 
questa  retta,  da  ciascun  de1  quali  partono  r+1  tangenti  coincident!  colla  retta  stessa. 
Qade,  se  vi  fosse  un  punto  di  piu,  dotato  di  tale  proprieta,  questa  spetterebbe  a  tutt'  i 
punti  di  A,  e  per  eonseguenza  questa  retta  sarebbe  una  tangente  multipla  secondo  r+1. 

Da  queste  poche  premesse  segue  che: 

Se  una  linea  dell1  ordine  n  ha  un  punto  (?$)^  a,  essa  non  e  altro  che  il  sistema 
di  n  rette  concorrenti  in  a,  Infatti,  la  retta  che  unisce  a  ad  un  altro  punto  qualunque 
del  luogo  ha,  con  questo,  n  + 1  punti  comuni,  eppero  fa  parte  del  luogo  medesimo. 
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Cosi,  se  un  inviluppo  della  classe  m  ha  una  tangente  (m}Pla ,  esso  e  il  sistema  di  m 
punti  situati  sopra  questa  retta. 

Una  curva  seinplice  dell'ordine  n  non  puo  avere,  oltre  ad  un  punto  (n —  l)^z°,  anche 
un  punto  doppio,  perche  la  retta  che  unisce  questi  due  punti  ayrebbe  n-{-l  inter- 
sezioni  comuni  colla  curva.  Analogamente,  una  curva  seinplice  della  classe  m  non  puo 
avere  una  tangente  (m — i)*la  ed  inoltre  un'altra  tangente  doppia,  perche  esse  rap- 
presenterebbero  w+1  tangent!  concorrenti  nel  punto  comune  alle  medesime. 

AET.  VI. 
Punti  e  tangent!  comuni  a  due  curve. 

32.  In  quanti  punti  si  segano  due  curve,  gli  ordini  delle  quali  siano  n,ril>  [46] 
Ammetto,  come  principio  evidente,  che  il  numero  delle  intersezioni  dipenda  unicamente 
dai  numeri  n,n,  talche  rimanga  invariato,  sostituendo  alle  curve  date  altri  luoghi  dello 
stesso  ordine.  Se  alia  curva  d'  ordine  n'  si  sostituiscono  n  rette,  queste  incontrano  la 
curva  d1  ordine  n  in  nn'  punti;  dunque:  due  curve,  i  cm  ordini  siano  n,  n',  si  segano  in 
nri  punti  (reali,  imaginari,  distinti  o  coincidenti). 

Si  dira  che  due  curve  hanno  un  contatto  Upunto,  tripunto,  quadvipunto,  cinqidpunto, 
sipunto,...  quando  esse  abbiano  due,  tre,  quattro,  cinque,  sei, ...  punti  consecutivi 
comuni,  e  per  conseguenza  anche  due,  tre,  quattro,  cinque,  sei, ...  tangenti  consecu- 
tive comuni. 

Se  per  un  punto  a  passano  r  rami  di  una  curva  ed  /  di  un'  altra,  quel  punto  dee 
considerarsi  come  intersezione  di  ciascun  ramo  della  prima  curva  con  ciascun  ramo 
della  seconda,  eppero  equivale  ad  rr  intersezioni  sovrapposte,  Se,  inoltre,  un  ramo 
della  prima  curva  ed  un  ramo  della  seconda  hanno  in  a  la  tangente  comune,  essi 
avranno  ivi  due  punti  comuni,  onde  a  equivarra  ad  rr'  -\- 1  intersezioni.  In  generale, 
se  in  a  le  due  curve  hanno  s  tangenti  comuni,  a  equivale  ad  rr'  -\-s  punti  comuni 
alle  due  curve. 

Come  caso  speciale,  quando  le  r  tangenti  della  prima  curva  e  le  r'  delFaltra,  nel 
punto  comune  a,  coincidono  tutte  insieme  in  una  sola  retta  T,  questa,  supposto  r'<>, 
rappresenta  r'  tangenti  comuni,  onde  il  numero  delle  intersezioni  riunite  in  a  sara 
r  (r+ 1).  Ma  questo  numero  puo  divenir  piu  grande  [47J,  ogniqualvolta  la  retta  T  abbia 
un  contatto  piu  intimo  con  alcuna  delle  linee  proposte,  cioe  la  incontri  in  piu  di  r  + 1 
od  r'+l  punti  riuniti  in  a.  Per  esempio,  se  in  a  la  retta  T  avesse  2r  punti  comuni 
colla  prima  curva  ed  r'+l  colla  seconda,  il  punto  a  equivarrebbe  ad  r(r-\-l)  inter- 
sezioni delle  due  curve.  Del  ehe  e  facile  persuadersi,  assumendo  un  sistema  di  r  curve  K 
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di  second"  ordine  aventi  un  punto  comune  a  ed  ivi  toccate  da  tma  stessa  retta  T ;  ed 
inoltre  un'  altra  curya  qualunque  C  dotata  di  r  rami  passanti  per  a  ed  ivi  aventi  la 
comune  tangente  T.  In  tal  cast)  il  punto  a  rappresenta  r'+l  intersezioni  di  C  con 
ciascuna  delle  curve  K;  eppero  equivale  ad  r(r'+l)  punti  comuni  a  C  ed  al  sistema 
complete  delle  curve  K. 

Anaiogamente  si  dimostra  che  due  curve,  le  cui  dassi  siano  m ,  tri,  Jianno  mm'  tan- 
genii  comuni.  Ecc.  *). 

ART.  VIL 

Ntmiero  delle  condizioni  che  determinano  una  curva 
di  dato  ordine  o  di  data  classe. 

33.  Se  una  curva  dee  passare  per  un  dato  punto  a,  cio  equivale  manifestamente 
ad  una  condisione. 

Per  a  conducasi  una  retta  A:  se  la  curva  deve  contenere  anche  il  punto  di  A  die 
e  successive  ad  a,  cioe  se  la  curva  deve  non  solo  passare  per  a,  ma  anche  toccare  ivi 
la  retta  A,  cio  equivale  a  due  condizioni. 

Per  a  conducasi  una  seconda  retta  Aj ;  se  oltre  ai  due  punti  consecutivi  di  A,  la 
curva  dovesse  contenere  anche  quel  punto  di  AI  che  e  successive  ad  a,  cio  equivar- 
rebbe  a  tre  condizioni.  Ma  in  tal  caso,  due  rette  condotte  per  a  segherebbero  ivi  due 
volte  la  curva,  cioe  a  sarebbe  un  punto  doppio  per  questa.  Dunque,  se  la  curva  dee 
avere  un  punto  doppio  in  a,  cio  equivale  a  tre  condizionL 

Se  la  curva  deve  avere  in  a  un  punto  doppio  (tre  condizioni),  una  retta  qualunque  A 
condotta  per  a  conterra  due  punti  di  quella,  coincident!  in  a.  Se  la  curva  deve  passare 
per  ua  terzo  punto  successive  di  A,  doe  se  questa  retta  dovra  avere  in  a  tre  punti 
comuai  colla  curva,  cio  equivarra  ad  una  nuova  condizione.  Se  lo  stesso  si  esige  per 
una  seconda  retta  AT  e  per  una  terza  A2  (passanti  per  a),  si  avranno  in  tutto  sei 
condizioni.  Ma  quando  per  a  passino  tre  rette,  ciascuna  delle  quali  seghi  ivi  tre  volte 
la  curva,  quello  e  un  punto  triple  (31);  dunque,  se  la  curva  dee  avere  in  a  un  punto 
triplo,  cio  equivale  a  sei  condmonL 

In  -generate;  sia  xr^  il  numero  delle  condizioni,  perche  la  curva  abbia  in  a  un 
punto  (r— !)**>,  Ogni  retta  A  condotta  per  a,  avra  ivi  r—l  punti  comuni  colla  curva. 


*}  Le  propriety  delle  curve  di  data  classe  si  deducono  dalle  propriety  delle  curve  di  dato 
online,  e  reeiprocamente,  mediante  il  prindpio  di  dualtta,  che  noi  consideriamo  come  primi- 
Uw  ©d  OSSQM&,  eM  indipOTdenfee  da  qualsivoglia  teoria  speciale  di  trasformazione  di  figure. 
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Se  questa  dee  contenere  un  altro  punto  successive  di  A,  cioe  se  la  retta  A  deve  in  a 
avere  r  punti  comuni  colla  curva,  eio  equivale  ad  una  nuova  condizione.  Se  la  stessa 
cosa  si  esige  per  altre  r  —  1  rette  passanti  per  a,  si  avranno  in  tutto  a?P_i  +  r  con- 
dizioni.  Ora,  quando  per  a  passano  r  rette,  ciascuna  avente  ivi  r  punti  comuni  colla 
curva,  a  e  un  punto  multiplo  secondo  r  (31);  dunque,  se  la  curva  deve  avere  in 
a  un  punto  (rYl°  ,  cio  equivale  ad  un  mimero  xr  =  xr-.i-{-r  di  condizioni;  ossia 


P  —  . 

34.  Da  quante  condizioni  e  determinata  una  curva  d'ordine  nl  Se  la  curva  debba 
avere  un  dato  punto  a  multiplo  secondo  n,  cio  equivale  (33)  ad     ^  7^  '  condizioni. 

2t 

Ma  una  linea  d'ordine  n,  dotata  di  un  punto  (ri)?l°  a,  e  il  sistema  di  n  rette  concor- 
renti  in  a  (31);  e,  affinche  queste  siano  pienamente  individuate,  basta  che  sia  dato 
un  altro  punto  per  ciascuna  di  esse.  Dunque: 

H  nmnero  delle  condizioni  die  determinano  una  curva  dj  or  dine  n  e 

„_*(*  +  3)  „* 
~ 


2  ~       2  • 

Se  sono  date  solamente     ^  J"   '  —  1  condizioni,  vi  saranno  infinite   curve  d'or- 

2 

dine  n  che  le  potranno  sodisfare,  e  fra  esse  ve  ne  saranno  alcune  (siane  N  il  nuinero) 
che  passeranno  per  un  punto  qualunque  dato.  L'  intero  sistema  di  quelle  curve,  in  nu- 
mero  infinito,  chiamasi  serie  $  or  dine  n  e  d'indice  N**)*  [4S] 

Per  esempio,  le  tangenti  di  una  curva  della  classe  m  formano  una  serie  d'ordine  1 
e  d'indice  m. 

In  generale  esiste  sempre  una  linea  che  inviluppa  una  serie  data  )  d1  indice  N  j  , 
cioe  che  in  ciascun  de1  suoi  punti  tocca  una  curva  della  serie.  Essa  e  il  luogo  dei 


punti,  pei  quali  due  delle  N  curve  della  serie  coincidono  j  .  Tutta  la  serie  si  puo  con- 
cepire  generata  dal  rnovimento  continuo  di  una  curva,  che  vada  cambiando  di  forma  e 
di  posizione,  in  modo  pero  da  sodisfare  alle  condizioni  proposte.  I  punti,  in  cui  una 
curva  della  serie  sega  quella  che  le  succede  immediatamente,  sono  anche  i  punti  di 
contatto  fra  la  prima  di  queste  curve  e  la  linea  inviluppo  della  serie.  [49] 

35.  II  teorema  or  ora  dimostrato  (34)  ci  mette  in  grado  di  stabilire  quest'  altro  : 


*)  Cosi,  una  curva  della  classe  m  e  determinata  da  — ^ condizioni. 

**)  JONQUI&RES,  TMor&mes  g&n&raux  concernant  les  courbes  g6om6triques  planes  d'un  ordre 
qudconque,  (Journal  de  M.  LIOUVILLB,  [26  s6rie,  t.  6]  avril  1861,  p.  113). 
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die  una  curva  semplice  dell'ordine  n  non  pub  avere  piu  di 


;  (»-!)(*  — 2) 


punti  doppi 


(comprese  le  cuspidi).  Infatti:  se  ne  avesse  imo  di  piu,  per  questi 


.  (n-l)(n  — 2) 


(a  — 2)  (n  — 2  +  3) 
2 


e  per  altri  n  —  3  punti  della  stessa  curva,  in  tutto  — — ^-^ —    *  v;  punti,  si  po- 
trebbe  far  passare  una  curva  deH'ordine  n  —  2,  la  quale  avrebbe  in  comune  colla  linea 

data  2  | — — +1 1  +  »  —  3=w(n  —  2)  +  l  intersezioni:  il  che  e  impossi- 

bile,  se  la  curva  data  non  e  composta  di  linee  d'ordine  minore*). 


ART. 


Porisml  di  Chasles  e  teorema  di  Caraot. 


36.  Sia  dato  (fig.  6,a)  un  triangolo  ABC.  Un  punto  qualunque  a  di  BC  e  individuate 

dal  rapporto  — ;  e  parimenti,  un  punto  qualunque  I  di  CA  e  individuate  dal  rap- 

JC 
porto  gj.  Tirate  le  rette  A«,  B&,  queste  s'incontrino  in  un  punto  w,  che  e,  per  con- 


seguenza,  determinate  dai  due  rapporti  ~  ,  ^ ,  i  quali  chiameremo  coordinate  del 

ax>      oA. 

punto  m.  La  retta  Cm  seghi  AB  in  c:  cosi  si  ottiene  un  terzo  rapporto  — .  Fra  i 

cA 
ixe  rapporti  ha  luogo  una  semplice  relazione,  poiche,  in  virtu  del  noto  teorema  di 


loco  cUate,  p. 
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CEVA,*)  si  ha: 

bC  m  aC  =  _cB 
5A  '  aB~      cA.* 

Quando  il  punto  m  e  sopra  una  delle  due  rette  CA  ,  CB  ,  una  delle  due  coordinate 
e  nulla.  Se  m  e  sopra  AB,  le  due  coordinate  sono  entrambe  infinite,  ma  e  finito  il 

loro  rapporto,  che  e  espresso  da  --  T-  . 

CA. 

Supponiamo  che  m  si  muova  sopra  una  retta  data:  i  punti  a  e  b  genereranno  sopra 
CB  e  CA  due  punteggiate  projettive,  cioe  ad  ogni  posizione  del  punto  a  corrispondera 

una  sola  posizione  di  6  e  reciprocamente.  Dunque,  fra  i  rapporti  —  ,  j-j  che  de- 

ai5       oA. 

terminano  i  due  punti  a,  6,  avra  luogo  una  equazione  di  priino  grado  rispetto  a  ciascun 
d'essi.  Siccome  poi,  nel  punto  in  cui  la  retta  data  incontra  AB5  entrambi  i  rapporti 

—  ,  =-r  diventano  infiniti,  cosi  quell'  equazione  non  puo  essere  che  della  forma: 

a±J         uA. 

aC        5C 


Questa  relazione  fra  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  m  di  una  retta  data  e  cio 
che  si  chiama  equazione  della  retta. 

Di  quale  forma  sara  la  relazione  fra  le  cordinate  di  m,  se  questo  punto  si  imioye 
percorrendo  una  curva  d'ordine  w?  Una  retta  qualunque,  la  cui  equazione  sia  la  1), 
incontra  la  curva  in  n  punti;  quindi  la  relazione  richiesta  e  F  equazione  1)  dovranno 

essere  simultaneamente  sodisfatte  da  n  coppie  di  valori  delle  coordinate  -^  ,  j-r  ;  la 

qual  cosa  esige  necessariamente  che  la  richiesta  relazione  sia  del  grado  n  rispetto  alle 
coordinate  del  punto  variabile,  considerate  insieme. 

Dunque,  se  il  punto  m  percorre  una  curva  d'ordine  n,  fra  le  coordinate  variabili  di 
m  avra  luogo  una  relazione  costante  della  forma: 


la  quale  pub  dirsi  I'equaaione  della  curva  luogo  del  punto  mobile. 

Reciprocamente:  se  il  punto  m  varia  per  modo  che  fra  le  sue  coordinate  abbia  luogo 
una  relazione  costante  della  forma  2),  il  luogo  del  punto  m  e  una  curva  d'ordine  n. 


*)  Dato  da  CBVA  nel  1678. '      [Einlettung] 
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37.  Consideriaino  cli  nuovo  (fig.  7a)  un  triangolo  ABC;  un  punto  a  in  BC,  deter- 
minate dal  rapporto  ~  ed  un  punto  &  in  CA,  determinate  clal  rapporto  ^ ,  indiyi- 

-     x    i  -  i  ,.  aB     6A 

duano  una  retta  ab  la  quale  e,  per  conseguenza,  deternimata  dai  due  rapporti  ^  ,  ^  . 


~JS  C 

Questi  due  rapporti  si  chiameranno  coordinate  della  retta.  La  quale  poi  incontra  AB  in 

un  terzo  punto  c,  e  cosi  da  luogo  ad  un  terzo  rapporto  ^-p.  In  virtu  del  noto  teo- 

cA 

rema  di  MENELAO*),  i  tre  rapporti  sono  connessi  fra  loro  dalla  relazione  semplicissima: 

aB  m  bA_cB 

&C     &C      cA  * 

Quando  la  retta  al  passa  per  Funo  o  per  Taltro  de'  punti  A,  B,  una  delle  due  coor- 
dinate fe  zero.  Se  poi  la  retta  passa  per  0,  entrambe  le  coordinate  sono  infinite,  ma 

cB 

e  finito  il  loro  rapporto  -r- . 

cA 

Supponiamo  che  la  retta  ab  varii  girando  intorno  ad  un  punto  dato.  Allora  i  punti 
a, 6  genereranno  due  punteggiate  projettiye,  eppero  fra  le  due  coordinate  di  ab  avra 
Inogo  nna  equazione  di  primo  grado  rispetto  a  ciascuna  coordinate  E  siccome,  quando 
la  retta  mobile  passa  per  C,  entrambe  le  coordinate  divengono  infinite,  cosi  la  forma 
dell7 equazione  sari: 

TV  a^  j_     ^^> 

aC  ~*~  ^5c  +  V:=0- 

Questa  relazione  fra  le  coordinate  di  una  retta  mobile  intorno  ad  un  punto  dato  puo 
chiamarsi  Yequaswie  del  punto  (considerato  come  inviluppo  della  retta  mobile). 


*)  MHSBLAUS,  Sphaerica,  HI,  1. 
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Suppongasi  ora  che  la  retta  ab  varii  inviluppando  una  curva  della  classe  m  ;  qua] 
relazione  avra  luogo  fra  le  coordinate  della  retta  variabile?  Da  un  punto  qualunque, 
T  equazione  del  quale  sia  la  1)',  partono  m  tangenti  della  curva;  cioe  m  posizioni  della 
retta  mobile.  Dunque  la  relazione  richiesta  e  Fequazione  1)'  dovranno  essere  sodi- 
sfatte  simultaneamente  da  m  sistemi  di  valori  delle  coordinate.  Onde  sMnferisee  che 
la  relazione  richiesta  sara  del  grado  m  rispetto  alle  coordinate  considerate  insieme. 

Dunque:  se  una  retta  si  muove  inviluppando  una  curva  della  classe  m,  fra  le  coordi- 
nate variabili  della  retta  avra  luogo  una  relazione  costante  della  forma: 


la  quale  pub  risguardarsi  come  I'  equazione   della  curva  inviluppata  dalla  retta  motile. 

Viceversa:  se  una  retta  varia  per  modo  che  le  sue  coordinate  sodisfacdano  costante- 
mente  ad  una  relazione  della  forma  2)',  I'inviluppo  della  retta  sara  una  curva  della 
classe  m. 

I  due  important!  porismi  dimostrati  in  questo  numero  e  nel  precedente  sono  dovuti 
al  sig.  CHASLES  *). 

38.  Kiprendiamo  P  equazione  2).  Pei  punti  a,  a'  ,...  in  cui  la  curva  da  essa  rap- 

presentata  sega  la  retta  CB,  la  coordinata  j-r  e  nulla  e  Faltra  coordinata  si   desa- 

mera  dall'  equazione  medesima,  ove  si  faccia  =-?-  ==0.  Si  avra  cosi: 

oA. 


__. 
aB  '  aTB  "'  a" 

Analogamente,  pei  punti  b,V  ,...  in  cui  la  curva  sega  CA  si  ottiene: 

™     VC       _,_^P 
bA.  '  6'A  '  "       l       j  w  ' 

faC\n 

Divisa  V  equazione  2)  per   -=^1    e  avuto  riguardo  al  teorema  di  CEVA,  si  ha: 

\atij 


*)  Apergu  historiqi&e,  p.  280.  j  CHASL.ES,  Lettre  a  M.  QTJETBLBT.  Correspondanee  math^ma- 
tique  et  physique,  t  VI,  pag-.  81,  BroxeUes  1830. } 

Cremona,  tomo  I.  2S 
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dove  facendo  —^  =  0  si  avranno  i  punti  c,  c' ,...  comuni  alia  curva  ed  alia  retta  AB; 
&\j 

dunque : 

cB      cTB        _« 

cA     c'A.  ~ ' 

Dai  tre  risultati  cosi  ottenuti  si  ricava: 

oB      oB  60     VG  cA.     cj± 

}  aC   '  o'C  "  '  X  6A  *  J'A  '  "  X  dB  '  cTB  ' ' ' 

e  si  ha  cosi  il  celebre  teorema  di  CARNOT*): 

Se  una  curva  delVordinen  incontra  i  lati  di  un  triangolo  ABC  ne' punti  aa' ...  in 
BC,56'...  in  CA,ccr...  in  AB,  si  ha  la  relazione  3)* 

Questo  teorema  si  applica  anche  ad  un  poligono  qualsivoglia. 

39,  Per  w=l  il  teorema  di  CAENOT  rientra  in  quello  di  MENELAO.  Per  w  =  2,  si 
ha  una  proprieta  di  sei  punti  d'una  curva  di  second' ordine.  E  siccome  una  curva 
siffatta  e  determinata  da  cinque  punti  (34),  cosi  avra  luogo  il  teorema  in  verso: 

Se  nei  lati  BC ,  CA ,  AB  di  un  triangolo  esistono  sei  punti  aa',  W,  cd  tali  che  si 
abbia  la  relazione: 

aB  .  aft  .  IG  .  VG  .  cA .  c'A.  _ 
*  aC  .  a'C ,  &A  .  VA  .  cB  .  c'E  ~    ' 

i  sei  punti  aa'bb'ce'  sono  in  una  curva  di  second' ordine. 

Se  i  punti  aVc1  coincidono  rispettivamente  con  abc,  cioe  se  la  curva  tocca  i  lati 
del  triangolo  in  a,8,<?,  la  precedente  relazione  diviene: 

aB.  1C.  ^?A_ 
«0.  6A.  eB— ~ 

De1  due  segni:  nati  dalP  estrazione  della  radice  quadrata,  non  puo  prendersi  il  po- 
sitivo,  poiche  in  tal  caso,  pel  teorema  di  MENELAO,  i  tre  punti  ale  sarebbero  in  una 
retta;  il  che  e  impossible,  non  potendo  una  curva  di  second'ordine  essere  incontrata 
da  uaa  retta  in  piu  che  due  punti.  Preso  adunque  il  segno  negativo,  si  conclude,  in 
virtu  del  teorema  di  CEYA,  che  le  rette  Aa ,  B& ,  Cc  concorrono  in  uno  stesso  punto. 
Cioe:  se  una  curva  di  second' ordine  e  inscritta  in  un  triangolo,  le  rette  che  ne  uni- 
scono  i  vertici  ai  punti  di  contatto  de'  lati  opposti  passano  per  uno  stesso  punto. 


*}  G^omarie  de  position,  Paris  1803,  p.  291  |n.  235;  e  p.  436,  n.  3T8.J    [50] 
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(a)  Per  n=3,  dal  teorema  di  CARNOT  si  ricava  che,  se  i  lati  d'un  triangolo  ABC 
segano  una  curva  del  terz'ordine  (o  piu  brevemente  cuUca]  in  nove  punti  aa'a",  WV,  cc'c" 
ha  luogo  la  relazione  segmentaria  : 

aB-  a'B.  a"B.  50.  VG  .  V'G  .  cA.  c'A  .  c"A 
°^  aO.  a'G.  a"C.  6A.  6'A  .  Z>"A  .  e?B  .  c'B  .  c"-B         ' 

Se  i  sei  puuti  aa'  66'  cd  sono  in  una  curva  di  second'  ordine,  si  avra  anche  la  rela- 
zione 4),  per  la  quale  dividendo  la  5)  si  ottiene: 

.  V'C  .  cf/A 

"" 


a"C  .  6"A  .  c" 

cioe  i  punti  a"6"c"  saranno  in  linea  retta.  E  viceversa,  se  al'V'c"  sono  in  linea  retta, 
gli  altri  sei  punti  sono  in  una  curva  di  second1  ordine. 

(b)  Quando  il  luogo  di  second1  ordine  aa'bVcc'  ridueasi  al  sistema  di  due  rette  coin- 
cidenti,  si  ha: 

Se  ne'  punti  in  cui  una  cubica  e  segata  da  una  retta  data  si  conducono  le  tangenti, 
queste  vanno  ad  incontrare  la  curva  in  tre  altri  punti  che  giacdona  in  una  seconda  retta  *). 

Se  una  retta  tocca  una  cubica  in  un  punto  a  e  la  sega  semplicemente  in  a"  ,  questo 
secondo  punto  dicesi  tangemiale  del  primo.  Onde  possiamo  dire  che}  se  tre  punti  di 
una  cubica  sono  in  una  retta  R  ,  i  loro  tangenziali  giacciono  in  una  seconda  retta  S  . 

La  retta  S  dicesi  retta  satellite  di  E  (retta  primaria)  ,  ed  il  punto  comune  alle  E  , 
S  si  chiama  punto  satellite  di  E, 

Se  E  e  tangente  alia  cubica,  il  punto  satellite  coincide  col  tangenziale  del  punto 
di  contatto,  e  la  retta  satellite  e  la  tangente  alia  cubica  nel  punto  satellite. 

(c)  Supponendo  che  la  retta  a'W  divenga  una  tangente  stazionaria  della  cubica, 
si  ha: 

Se  da  un  flesso  di  una  cubica  si  conducono  tre  trasversali  arbitrarie^  queste  la  segano 
di  nuovo  in  sei  punti  situati  in  una  curva  di  second'  ordine. 

Dnnque,  se  di  questi  sei  punti,  tre  sono  in  linea  retta,  gli  altri  tre  saranno  in  una 
seconda  retta,  eppero: 

Se  da  un  flesso  si  conducono  tre  tangenti  ad  una  cubica,  i  tre  punti  di  contatto  sono 
in  linea  retta**}. 


*)  Yedi  il  trattato  di  MAGLAURIN  sulle  curve  del  3.°  ordine,  tradotto  da  JONQUI^EBS:  M6- 
langes  de  g£om£trie  pure,  Paris  1856,  p.  223. 

**)  MACLAUTtIN,  L  C.  p.  226. 
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(di  Supposti  i  punti  a'W  in  linea  retta,  gli  altri  sei  aa'bVcc'  sono  in  una  curva 
di  second"  ordine  ;  onde,  se  tre  di  questi,  a'b'c',  coincidono,  si  avra: 

Se  tre  trasversali  condotte  da  un  punto  a  di  una  cubica  tagliano  questa  in  tre  punti 
a"b"c"  siftiati  in  linea  retia  ed  in  altri  tre  punti  abc,  la  ciibica  avra  in  a!  im  contatto 
tripiinto  con  una  curva  di  second3  ordine  passante  per  abc. 

Se  a"Vcn  coincidono  in  un  flesso,  dal  teorema  precedente  si  ricava: 

Ogni  trasversale  condotta  per  un  flesso  di  una  cubica  sega  questa  in  due  punti,  ne' 
qmdi  la  curva  data  Jia  due  contatti  tripunti  con  una  stessa  curva  di  second'  or  dine*). 

E  per  conseguenza: 

Se  da  un  flesso  di  una  cubica  si  conduce  una  retta  a  toccarla  in  un  altro  punto, 
in  questo  la  cubica  ha  un  cmtatto  sipunto  con  una  curva  di  second'  ordine**). 

40.  Consideriaino  una  curva-inviluppo  della  classe  m,  rappresentata  dalPequazione  2)'. 

6A 
Per  ottenere  le  tangenti  di  questa  curva,  passanti  per  A,  dobbiamo  fare  ivi  —  =  Q; 

F  equazione  risultante  dara  i  valori  dell1  altra  coordinata  relativi  ai  punti  a  ,  a'  .  ..  in 
cui  il  lato  EC  e  incontrato  dalle  tangenti  passanti  per  A.  Avremo  cosi: 

??    ?1     =r_n«e. 

aC  *  a'C"*       {        }    a* 

Analogamente,  pei  punti  ft,  I1  ...  in  cui  il  lato  CA  e  incontrato  dalle  tangenti 
santi  per  B,  avremo: 

JA     6'A       _,       y,p 

_  .  yc  (—L)   ^  . 

/5A\m 
Dividasi  ora  1'  equazione  2)'  per  1^    ;  avuto  riguardo  alia  relazione: 


aC 

si  otterra: 


Se  in  questa  equazione  si  fa  —  ==Q5  si  avranno  i  punti  c,  c'  .  .  .  in  cui  AB  e 


*)  PoNGauarr,  Anc&yn  des  tmnsversaUs  (Giornale  di  CREOLE,  t.  8,  Berlino  1832,  p,  129-185). 
*)  PLt€K®R7  Uober  Curvm  dritter  Ordnung  und  anatyUscke  Beweisftlhrung  (G-iornale  di 
,  t.  34,  Eerliiao  1847,  p.  330). 
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incontrata  dalle  tangent!  che  passano  per  C.  Quindi. 

cB     ^B       =r_lV^ 
cA  '  c'A  "  '       l        '    a  ' 

I  tre  risultati  cosi  ottenuti  danno: 

oy  ??^Y^^Y^^      _r_iv  - 

j  aC  "  a'C  '  *  '  A  &A  '  6' A  ' ' '  A  cB  '  c'B  l        j    " 

Si  ha  dunque  il  teorema*): 

Se  dai  vertici  di  un  triangolo  ABO  si  conducono  le  tangenti  ad  una  curva  della  classe  mt 
le  quali  incontrino  i  lati  opposti  ne'  punti  ad  . .  .  ,  W  . . .  yco'  . . .  ,  fra  i  segmenti  de- 
terminati  da  questi  punti  sui  lati  si  ha  la  relazione  3)'. 

Per  m=l  si  ricade  nel  teorema  di  CEVA.  Per  m  =  2  si  ha  una  proprieta  relativa 
a  sei  tangenti  di  una  curva  di  seconda  classe;  e  se  ne  deduce  il  teorema  che,  se  una 
tal  curva  e  circoscritta  ad  un  triangolo,  le  tangenti  nei  vertici  incontrano  i  lati  opposti 
in  tre  punti  situati  sopra  una  stessa  retta.  Ecc.  ecc. 

41.  Si  rappresentino  con  U  =  0  ,  U'=0  due  equazioni  analoghe  alia  2),  relative 
a  due  curve  d'ordine  n.  Indicando  con  X  una  quantita  arbitraria,  Tequazione  U  -f-XU'=0 
rappresentera  evidentemente  un'altra  curva  d'ordine  w.  I  valori  delle  coordinate 

-=  ,  rr  ,  che  annullano  U  ed  U',  annullano  anche  TJ  +  ^U';  dunque  le  n*  intersezioni 
an  oA 

delle  due  curve  rappresentate  da  U  =  0  ,  U;=0  appartengono  tutte  alia  curva  rap- 
presentata  da  U-|-XU'=0**).  Siccome  poi  quest' ultima  equazione  rappresenta  una 
curva  delFordine  n  per  tiascmo  degli  infiniti  valori  che  si  possono  attribuire  a  X, 
cosi  abbiamo  il  teorema: 

Per  le  nz  interse&ioni  di  due  curve  delFordine  n  passano  infinite  attre  curve  dello 
stesso  ordine. 

Altrove  (34)  si  e  dimostrato  che  una  curva  d'  ordine  »  e  determinata  da    ^   J~  ^ 

M 

condizioni.  Dal  teorema  precedente  segue  che  per    ^   ?~  '  punti  passa,  in  generale, 

2i 

una  sola  curva  d' ordine  n:  poiche,  se  per  quei  punti  passassero  due  curve  di  que- 
st'ordine,  in  virtu  di  quel  teorema,  se  ne  potrebbero  tracciare  infinite  altre. 


*)  CHASLBS,  Gdom&rie  supfrieure,  Paris  1852,  p.  361. 

**)  LAM^,  Examen  des  difffrenfes  m£t7wdes  employees  pour  r&oudre  les  problemes  de  geo- 
metrte,  Paris  1818,  p.  28, 


358  INTBODrZIONE  AD   UNA   TEORIA   GEO&ETRICA  DELLE   CURVE   PIANE. 


per  !iMt  '     J  _  i  punti  dati  (34)  passano  infinite  curve  d'  ordine  n ,  due  delle  quali 
A 

si  segheranno  in  altri  if—  r^9~  -— lj  =  ^~  '^~      punti;  quest!  apparter- 
ranno  dunque  anche  a  tutte  le  altre  curve  descritte  pei  punti  dati.  Ossia: 

per  Ml>?T    ;  __  i  piuiti  dati  ad  arbitrio  passano  infinite  curve  d' ordine  n,  le  quali,  [61] 

oltre  i  dati,  Jianno  in  comime  altri  ^        0'^     —  piwti  determinati  *). 

2 

Una  qualunque  di  tali  curve  e  individuata  da  un  punto  arbitrario,  aggiunto  ai  dati 

!Li^_j — i  — i;  cioe  fra  le  infinite  curve  passanti  pern     3'  °^  —  1  punti  dati,  ve  n'ha 
2  « 


una  sola  che  passi  per  un  altro  punto  preso  ad  arbitrio.  Ne  segue  che  F  indice  della 
serie  foraata  da  quelle  infinite  curve  (34)  e  L  Ad  una  serie  siffatta  si  da  il  nome 
di  fascio;  ossia  per  fascia  <T  ordine  n  s'intende  il  sistema  delle  infinite  curve  di  que- 
st'ordine,  che  passano  per  ^  ' — - — 1  punti  dati  ad  arbitrio  e,  per  conseguenza, 

per  altri ~ punti  individual,  II  complesso  delle  n2  intersezioni  comuni 

alle  curve  d'un  fascio  dicesi  base  del  fascio. 

Analoghe  proprieta  hanno  luogo  per  le  curve  di  data  classe.  Le  m2  tangenti  co- 
muni a  due  curve  di  classe  m  toccano  infinite  altre  curve  della  stessa  classe.  Vi  ha 

una  sola  curva  di  classe  m  che  tocchi  — — -1 — -  rette  date  ad  arbitrio.  Tutte  le  curve 

,.  T  ,  ,.  ,  w(w  +  3)  -  ,,  ,.,  .  ,  ,,  (m  —  l)  (m  —  2) 
di  classe  m  tangeati  ad  v  — '  —  1  rette  arbitrane  hanno  altre  - J~ ' 

tangenti  comuni  individuate. 

AST.  IX. 
Altri  teoremi  fondamentali  sulle  curve  piane. 

.  n(njr^\ 
42.  Fra  gli  -i-^ — '-  punti,  che  determinano  una  curva  semplice  d1  ordine  n ,  ve 

u  n 
-2) 


ne  possono  essere  tutt'al  pift  np  —  ^H-I^ ~  "'  situati  in  una  curva  d'ordine  p<_n . 


Infatti,  se  np — «- ^- — ^  4- 1  punti  giacessero  in  una  curva  <T  ordine  pt  i  rima- 

Amlyti$ch^®m#trische  Entwicklungen,  1.  Bd,  Essen  1828,  p.  229. 
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..   ._      .                ,                            ,   (p  —  l)(p  —  2)             (n— p)(n— 
nenti  punti,  il  cuinuniero  e  —^ — •- — np  +  - J-~- — 1  =  - —: — , 

22  £ 

determinerebbero  (34)  una  curva  d'ordine  n — p,  la  quale  insieme  colla  data  curva 
d'ordine  p  costituirebbe  un  luogo  d'ordine  n  passante  per  tutt'i  punti  dati.  Dunque 
il  massimo  numero  di  punti  eke  si  possono  prendere  ad  arbitrio  sopra  ima,  curva 
Sordine  p,  alV intento  di  descrivere  per  essi  una  curva  semplice  d'ordine  n^>p,  e 


43.  Siano  date  due  curve,  Tuna  d'ordine  p,  Faltra  d'ordine  j,  e  sia  p-r^  =  n. 
Se  nel  luogo   d'ordine  »,  formato   da  queste  due  curve,  si  prendono   ad  arbitrio 

n  (n  I  3) 
v    ~^  }  —  1  punti,  per  essi  passeranno  infinite  curve  d'ordine  n,  le  quali  avranno 

2 

in  comune  altre  -  -  ~  -  -  intersezioni  (41)  [52j,  distribuite  sulle  due  curve  date, 

2 

rft  (%  _...!  -  ^\ 

Nell'  assumere  ad  arbitrio  quegli     v  ^       —  1  punti,  se   ne  prendano  np  —  g  sulla 

£ 

curva  d'ordine  p  ed  nq  —  h  sulla  curva  d'ordine  g,  ove  g,  li  sono  due  numeri  (interi 
e  positivi)  soggetti  alia  condizione: 


. 

Inoltre,  affinche  le  due  curve  siano  determinate  dai  punti  presi  in  esse,  dovra  essere: 


da  cui: 


2         i  x-*     i     •-—        2 
Se  in  queste  due  relazioni  poniamo  per  g  e  per  h  i  valori  dati  dalla  1),  abbiamo: 


Cosl   sono  fissati   i  limiti  entro  i  quali   devono  essere  compresi  g,  h.  Possiamo 
dire  che  g  e   compreso  fra  il  limite  minimo  — -—- ed  il  limite  massimo 

2 


*)  JACOBI,  De  relationibus,  qiuz  locum  habere  debent  inter  puncta  intersections  duarum 
curvarum  etc.  (Giornale  di  CRBLLB,  1. 15,  Berlino  1836,  p.  292). 
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v£  —  lUE  —  ?l.|.p(w_p)_i  ;  e  die  &  e  dato,  inediante  gr,  dalla  1).  Abbiamo  cosi  il 

teorema  *)  : 

Tutte  le  curve  $  or  dine  w=.p  +  g  [53J,  descritte  per  np  —  g  punti  dati  di  una  curva 
d'ordine  p  e  per  nq  —  h  punti  dati  di  una  curva  d'ordine  q,  segano  la  prima  curva 
in  altri  g  punti  fissi  e  la  seconda  curva  in  altri  h  punti  fissi. 

(a)  Da  questo  teorema  segue  iminediatamente  : 

Affinche  per  le  n2  intersezioni  di  due  curve  d'ordine  n  passi  il  sistema  di  due  curve 
Sordini  ptn  —  p,e  necessario  e  sufficiente  die  di  queste  intersezioni  np  —  g  apparten- 
gano  alia  curva  d'ordine  p,  ed  n(n  —  p)  —  h  appartengano  alia  curva  d'ordine  n  —  p. 

(b)  Quando  il  numero  g  ha  il  suo  minimo  valore,  il  teorema  suenunciato  puo  espri- 
mersi  cosi: 

Ogni  curva  d'ordine  n  ,  descritta  per  np  —  ^  -  ~  -  -  punti  dati  di  una  curva 

2t 

Sordine  p<^n,  incontra  qiiesta  in  altri  —  -  ~  -   punti  fissi. 
Qv?ero: 

Se  delle  nz  interse#ioni  di  due  curve  d'ordine  n,  np  —  -  -  ^  -  -  giacciono  in 

2 

una  curva  d'ordine  p<n>  guesta  ne  conterra  altre  —  -  ~~-  -  -  ,  e  le  rimanenti 

£1 

n(n  —  p)  saranno  in  una  curva  d'ordine  n  —  p. 

Del  resto,  quest!  teoremi  sono  compresi  nel  seguente  piu  generate. 

44.  Date  due  curve,  I'una  Gn  d'ordine  n,  I'altraC^  d'ordine  m<^n,  se  delle  loro 


—  n  —  l}(m^-p  —  n  —  2)    ,,     , 
ve  ne  sono  mp  •  —  -  —  •  -  ~  —  —  -  -  situate  sopra  una  curva 


C,  d'ordine  p<n,  questa  curva  ne  conterra  altre  -n~  1)  (ffl+y-n—  2)  . 

2 

e  le  rimanenti  m(n  —  p)  saranno  sopra  una  curva  d*  or  dine  n  —  p.     [54] 

Infatti:  fra  le  (n  —  m)p  intersezioni  delle  curve  Cp,  Cn  non  comuni  a  Cw,  se  ne 

,       {»  —  m)(n  —  m  +  3) 
prendaao  v  -  ^^r  -  •  —  '-  e  per  esse  si  descnva  una  curva  Cn_w  d'ordine  n  —  m. 


Avremo  cosi  due  luoghi  d'ordine  n:  Funo  e  Cn,  Taltro  e  COT  +  Cn_m.  La  eurva  G 


p 


contiene  mp-  -  -~ 

r  ~ 


2  2 

intersezioni  de'  due  luogM,  dunque  (48,  b)  ne  conterra  altre 


p.  11. 
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(p  — l)(p  — 2)      .  ,  (m-\~p  —  n  —  l)(m-\-p — n  —  2)  . 

^ J- ^^ — — — — J    comuni 


(n  —  m)p — ^- ! — -  comuni  a  C,l}  Gn^nl ;  e  tutte  le  rimanenti  saranno  in 

una  curva  d1  ordine  n  —  p. 

r\  *     j.  i,       T  (m-L-p  —  n  —  l)(m-\-p  —  n  —  2) 

Da  questo  teorema  segue   che  gli  mp —  - — — ~ — '  punti 

,    ,.  .      „  rt        n        n       •     v    -i  u.    •   (™ +Jp ^  —  l)(w  +  P M- 2) 

dati  comuni  alle  curve  Cn,  Cm,  Cp  mdividuano  altri  - — — ~ — — 

A 

punti  comuni  alle  curve  medesime.  Tutti  questi  punti  sono  pienamente  determinati 

dalle  curve  Cw,  Cp,  indipendentemente  da  Cn;  dunque: 

(      i                 i  \  /      i                o"\ 
Qualunque  curva   d9  ordine  n  descntta  per  mp — - — '  ~ — — 

mterse#ioni  di  due  curve  d'ordini  m,  p  (ni,  p  non  maggiori  di  n)  passa  anche  per  tutti 
gli  altri  punti  comuni  a  quest  e  curve*).      [56] 

45.  I  teoremi  or  ora  dimostrati  sono  della  piu  alta  importanza,  a  cagione  del  loro 
frequente  uso  nella  teoria  delle  curve.  Qui  mi  limitero  ad  accennare  qualche  esempio 
interessante. 

(a)  Una  curva  d' ordine  n  sia  segata  da  una  trasversale  ne'  punti  a,  6, . . .  e  da 
una  seconda  trasversale  ne'  punti  a',  V, . . .  Considerando  il  sistema  delle  n  rette  ad , 
W , .. .  come  un  luogo  d' ordine  w,  le  rimanenti  intersezioni  di  esse  colla  curva  data 
saranno  (43,  b)  in  una  curva  d' ordine  n  —  2.  Supponiamo  ora  che  a',  V, . . .  coincidano 
rispettivamente  con  a,  &,...;  avremo  il  teorema: 

Se  ne'  punti,  in  cui  una  curva  d'ordine  n  e  segata  da  una  retta,  si  conducono  le 
tangenti  alia  curva ,  esse  incontrano  la  curva  medesima  in  altri  n(n  —  2)  punti ,  situati 
sopra  una  curva  d' ordine  n  —  2**). 

(b)  Analogamente  si  dimostra  il  teorema  generale: 

Se  ne'  punti,  in  cui  una  curva  d' or  dine  n  e  segata  da  un'altra  curva  dy  or  dine  ri ', 
si  conducono  le  tangenti  alia  prima  curva,  esse  la  segheranno  in  altri  nri  (n  —  2)  punti, 
tutti  situati  in  una  curva  dell9 ordine  ri(n  —  2), 

Questo  teorema  e  unMmmediata  conseguenza  della  proprieta  dimostrata  al  prin- 
cipio  del  n.  44,  purche  si  consider!  il  complesso  delle  nri  tangenti  come  un  luogo  del- 
I'ordine  nri,  e  la  curva  d'ordine  #',  ripetuta  due  volte,  come  un  luogo  dell'ordine  %ri, 

(c)  Una  curva  del  terz' ordine  passi  pei  vertici  di  un  esagono  e  per  due  de1  tre 


*)  CAYLEY  {On  the  Intersection  of  Curves  \  (Cambridge  Mathematical  Journal,  vol.  111,184:3, 
p.  211). 

**)  MACLADEIN,  I.  c.  p.  237. 
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punti  d'incontro  delle  tre  coppie  di  lati  opposti:  dice  che  anche  il  punto  comune  alia 
terza  coppia  giace  nella  curva.  Infatti:  il  primo,  il  terzo  ed  il  quinto  lato  dell' esa- 
gono costituiscono  un  luogo  di  terz'  ordine ;  inentre  un  altro  luogo  del  medesimo  ordine 
e  formato  dai  tre  lati  di  rango  pari.  Le  nove  intersezioni  di  questi  due  luoghi  sono 
i  sei  vertici  delF  esagono  e  i  tre  punti  di  concorso  de'  lati  opposti.  Ma  otto  di  questi 
punti  giacciono  per  ipotesi  nella  curva  data;  dunque  (41)  questa  conterra  anche  il 
nono  *} ;  c.  d*  d. 

Se  i  sei  vertici  sono  in  ima  curva  di  second' ordine,  le  altre  tre  intersezioni  sa- 
ranno  in  una  retta  (43, b);  si  ha  cosi  il  celebre  teorema  di  PASCAL: 

I  lati  opposti  cli  un  esagono  inscritto  in  una  curva  di  second' ordine  si  tagliano  in 
tre  punti  situati  in  linea  retta**). 

Dal  quale.  pel  principio  cli  dualita,  si  conclude  il  teorema  di  BRIANCHON  ***) : 

Le  rette  congiungenti  i  vertici  opposti  di  un  esagono  circoscritto  ad  una  curva  di 
seconda  classe  concorrono  in  uno  stesso  punto. 

(d)  Tornando  all'  esagono  inscritto  in  una  curva  del  terz'  ordine,  siano  123456  i 
vertici  ed  a^c  i  punti  ove  s'incontrano  le  coppie  di  lati  opposti  [12,  45],  [23,56], 
[34,  61].  Se  i  punti  12  sono  infinitamente  vicini  nella  curva  e  cosi  pure  45,  i  punti 
1,  3,  4,  6,  &,  c  saranno  i  vertici  di  un  quadrilatero  complete  ed  a  sara  Fincontro  delle 
tangenti  alia  curva  ne'  punti  1  e  4;  dunque: 

Se  un  quadrilatero  complete  e  inscritto  in  una  curva  del  terz1  ordine,  le  tangenti 
in  due  vertici  opposti  s'incontrano  stilla  curva  f). 

Siano  adunque,  abcdVc  i  vertici  di  un  quadrilatero  complete  inscritto  in  una  curva 
del  terz* ordine:  abc  siano  in  linea  retta  ed  a'Vc'  i  vertici  rispettivamente  opposti. 
Le  tangenti  in  aa\  &&',  cc'  incontreranno  la  curva  in  tre  punti  a,  p,  7.  Siccome  pero, 
se  tre  punti  abc  di  una  curva  del  terz1  ordine  sono  in  una  retta,  anche  i  loro  tangen- 
ziali  apf  sono  in  un'altra  retta  (39, b),  cosi  abbiamo  il  teorema: 

Se  un  quadrilatero  complete  e  inscritto  in  una  curva  del  terz' 'ordine,  le  coppie  di 
tangenti  ne*  vertici  opposti  concorrono  in  tre  punti  della  curva,  situati  in  linea  retta. 


*}  PONCBLET,  Analyse  des  transversales,  p.  132, 

**)  PASCAL,  Essai  pour  les  coniqiies  in  Oeuvres  de  BLAJSE  PASCAL,  A  La  Haye.  Chez 
Detune  1779,  t.  4,  p.  1-7,  —  Cfr.  anefre:  WEISSBNBORN,  Die  Projection  in  der  Ebene,  Berlin, 
Weidmannsche  Buchbandlang  1882.  Vorrede  p.  YIII-XVIL  [Einleitung] 

***)  BRIAKCHON,  Journal  de  TEcole  Polyfeechnique,  eah.  13,  pag.  301,  Paris  1806.     [Einleitung} 
f)  MACLAITKIH,  I  c,  p.  237. 
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ART.  X. 
Generazione  delle  Imee  plane. 

46.  Abbiamo  gia  detto  altrove  (41)  chiaraarsi  fascio   d'ordine  n  il  sisterna  delle 
curve  d'ordine  n,  in  numero  infinite,  che  passano  per  gli  stessi  «*  punti:  cioe  un  fascio 
e  una  forma  geometrica,  ogni  elemento  della  quale  e  una  curva  d'ordine  n  passante 

*(*  +  3)      n          ,.    ,   ..             ,         ,                u  .(»—!)(»  — 2)       Y   ,    . 
per     ^     — L — 1  punti  dati,  eppero  anche  per  altri ~ punti  fissi. 

2t  2 

Ogni  curva  del  fascio  e  completamente  individuata  da  un  punto  preso  ad  arbitrio, 
pel  quale  essa  debba  passare.  Se  questo  punto  si  prende  in  una  retta  passante  per 
un  punto  della  lase  ed  infinitamente  vicino  a  questo  punto  la  curva  sara  individuata 
dalla  sua  tangente  nel  punto  della  base.  Cioe,  se  per  un  punto  della  lase  del  fascio 
si  conduce  una  retta  ad  arbitrio,  vi  e  una  curva  del  fascio  (ed  una  sola)  che  tocca 
quella  retta  in  quel  punto.  Od  anche:  se  consideriamo  la  stella  formata  da  tutte  le 
rette  passanti  pel  pimto-lase,  e  assumiamo  come  corrispondenti  una  curva  qualunque 
del  fascio  ed  il  raggio  della  stella  che  tocca  la  curva  nel  punto-base,  potremo  dire 
che  ad  ogni  curva  del  fascio  corrisponde  un  raggio  della  stella,  e  reciprocamente  ad 
ogni  raggio  della  stella  corrisponde  una  curva  del  fascio:  cioe  la  stella  ed  il  fascio 
di  curve  sono  due  forme  geometriche  projettive. 

Considerando  due  punti-base  e  le  stelle  di  cui  essi  sono  i  centri,  e  riguardando 
come  corrispondenti  il  raggio  dell' una  ed  il  raggio  delPaltra  stella,  che  toccano  una 
stessa  curva  del  fascio  ne'  punti-base,  e  manifesto  che  le  due  stelle  sono  projettive. 
Dunque  le  stelle,  i  cui  centri  sono  gli  n*  punti-base,  sono  tutte  projettive  fra  loro  ed 
al  fascio  di  curve. 

Cio  premesso,  per  rapporto  anarmonico  di  quattro  curve  d'un  fascio  intenderemo 
il  rapporto  anarmonico  de'  quattro  corrispondenti  raggi  di  una  stella  projettiva  al  fascio. 

47.  Se  due  punti-base  sono  infinitamente  vicini,  cioe  se  le  curve  del  fascio  si  toc- 
cano fra  loro  in  un  punto  a  e  sia  A  la  tangente  comune,  tutte  quelle  curve  avranno 
in  a  due  punti  consecutivi  comuni  colla  retta  A.  Quindi,  fra  le  curve  medesime,  se 
ne  potra  determinare  una  che  passi  per  un  terzo  punto  successivo  di  A,  cioe  che 
abbia  in  a  un  contatto  tripunto  con  A.  E  condotta  per  a  una  retta  B  ad  arbitrio, 
si  potra  anehe  determinare  una  curva  del  fascio  che  passi  pel  punto  di  B  successivo 
ad  a;  la  qual  curva  avra  per  conseguenza  due  punti  coincidenti  in  a ,  in  comune  con 
qualunque  altra  retta  passante  per  a  (31).  Dunque:  fra  tutte  le  curve  di  un  fascio, 
che  si  toechino  in  un  punto  a,  ve  n'ha  una  per  la  quale  a  e  un  flesso  e  ve  n'ha 
im'  altra  per  la  quale  a  e  un  punto  doppio. 
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48.  Puo  accadere  che  un  pimto-base  a  sia  un  punto  doppio  per  tutte  le  curve  del 
fascio :  nel  qual  caso,  quel  punto  equivale  a  quattro  intersezioni  di  due  qualunque  delle 
curve  del  fascio  (32),  eppero  i  rhnanenti  punti-base  saranno  n*  —  4.  Allora  e  mani- 
festo che  le  coppie  di  tangenti  alle  singole  curve  nel  loro  punto  doppio  comune  for- 
mano  un'  inroluzione  quadratica :  questa  ha  due  raggi  doppi,  eppero  vi  sono  due  curve 
nel  fascio,  per  le  quali  a  e  una  cuspide. 

Se  tutte  le  curve  del  fascio  hanuo,  nel  punto  doppio  a,  una  tangente  comune,  qua- 
hmque  retta  condotta  per  a  e  considerata  come  seconda  tangente  determina  una  curva 
del  fascio.  Dimque,  in  questo  caso,  vi  sara  una  sola  curva  per  la  quale  a  sia  una  cuspide. 

Se  tutte  le  curve  del  fascio  hanno,  nel  punto  doppio  a,  entrambe  le  tangenti  A,  Af 
comuni,  potremo  determinare  una  di  quelle  curve  per  modo  che  una  retta  passante 
per  a  e  di  versa  da  A,  A',  abbia  ivi  colla  curva  tre  punti  comuni.  Dunque  (31),  nel 
easo  che  si  considera,  vi  e  una  curva  nel  fascio,  per  la  quale  a  e  un  punto  triplo. 
Cio  vale  anche  quando  le  rette  A,  A'  coincidano,  cioe  tutte  le  curve  del  fascio  abbiano 
in  a  una  cuspide,  colla  tangente  eomune. 

Analogainente :  se  a  e  un  punto  (r}Pl0  per  tutte  le  curve  del  fascio,  e  se  queste 
hanno  ivi  le  r  tangenti  comuni,  v1  ha  una  curva  del  fascio,  per  la  quale  a  e  un  punto 
multlplo  secondo  r  -j- 1 . 

49.  Se  le  curve  d'ordine  »,  di  un  dato  fascio,  sono  segate  da  una  trasversale  arbi- 
traria,  le  intersezioni  di  questa  con  ciascuna  curva  formano  un  gruppo  di  n  punti ;  e 
gli  infiniti  gruppi  analoghi,  determinati  dalle  infinite  curve  del  fascio,  costituiscono 
un1  involuzione  di  grado  n.  *)  lafatti,  per  un  punto  qualunque  i  della  trasversale  passa 
una  sola  curva  del  fascio,  la  quale  incontra  la  trasversale  medesima  negli  altri  n — 1 
punti  del  gruppo  a  cui  appartiene  i.  Ciascun  gruppo  e  dunque  determinato  da  uno 
qualunque  de'  suoi  punti:  cio  che  costituisce  preeisamente  il  carattere  delFinvolu- 
zione  (21).    [56] 

l/involuzione  di  cui  si  tratta  ha  2(# — 1)  punti  doppi  (22);  dunque: 
Fra  le  c&rm  d'ordine  n,  d'wn  fascio,  ve  ne  sono  2(n  —  1)  che  toccano  una  retta  data. 
E  evidente  che  un  fascio  d'ordine  n  e"  T involuzione  di  grado  nt  ch'esso  determina 
sopra  uua  data  retta,  sono  due  forme  geometriche  projettive :  cioe  il  rapporto  anar- 
monico  di  (juattro  curve  del  fascio  ed  il  rapporto  anarmonieo  de'  quattro  gruppi  di 
punti,  in  cui  esse  se^ano  la  retta  data,  sono  eguali. 


*)  L1  importante  taorecoa  suir  involnzione  del  gruppi  di  punti  in  cui  una  trasversale  in- 
eonfcra  piii  curve  cTun  fascio  ^  stato  enuriciato  in  tutfca  la  sua  generality  da  PONCELKT  (Gomptes 
rendns,  8  mai  1843,^  p.  05B).  STUKH  aveva  dimoslrato  qttel  teorema  per  le  coniche:  Mdmoire 
sur  te  liffrm  du  second  ordre  (Annales  de  GBEOom^u,  1 17,  Nismes  1826-27,  p.  180). 
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Due  fasci  di  curve  si  diranno  projettivi  quando  siano  rispettivamente  projettivi  a 
due  stelle  projettive  fra  loro;  ossia  quando  le  curve  de'  due  fasci  si  corrispondano 
fra  loro  ad  una  ad  una.  Evidentemente  i  rapporti  anarinonici  di  quattro  curve  delF  un 
fascio  e  delle  quattro  corrispondenti  curve  dell'  altro  sono  eguali.  E  le  involuzioni,  che 
due  fasci  projettivi  determinano  su  di  una  stessa  trasversale  o  su  di  due  trasversali 
distinte,  sono  projettive. 

50.  Siano  dati  due  fasci  projettivi,  1'uno  d'ordine  n,  F altro  d'ordine  n\  di  qual 
ordine  e  il  luogo  delle  intersezioni  di  due  curve  corrispondenti  ?  Con  una  trasversale 
arbitraria  sego  entrambi  i  fasci:  ottengo  cosi  due  involuzioni  projettive,  Tuna  di  grado  w, 
1'altra  di  grado  ri .  Queste  involuzioni  hanno  n  +  ri  punti  comuni  (24,  b) ;  cioe,  nella 
trasversale  vi  sono  n-{-ri  punti,  per  ciascuno  de1  quali  passano  due  curve  corrispon- 
denti de'  due  fasci,  eppero  n-\-ri  punti  del  luogo  richiesto.  Questo  luogo  e  dunque 
una  curva  Cn+n<  d'  ordine  n-\-ri*).  Essa  passa  per  tutt'i  punti-base  de1  due  fasci, 
poiche  uno  qualunque  di  questi  punti  giace  su  tutte  le  curve  di  un  fascio  e  sopra  una 
curva  delF  altro  **). 

(a)  La  curva  risultante  dell'  ordine  n  +  ri  puo  talvolta  decomporsi  in  linee  d'  ordine 
inferiore.  Cio  avviene,  per  esempio,  quando  le  curve  corrispondenti  de1  due  fasci  dati 
si  incontrano  costantemente  sopra  una  curva  d'ordine  rO-j-w' .  Allora  gli  altri  punti 
<T  intersezione  sono  situati  in  una  seconda  curva  dell'  ordine  n  +  nr  —  r ,  che  insieme 
colla  precedence  costituisce  il  luogo  complete  d'  ordine  n  +  ri,  generato  dai  due  fasci. 

(b)  Questa  decomposizione  awiene  anche  quando  i  due  fasci  projettivi,  supposti 
dello  stesso  ordine  w,  abbiano  una  curva  comune  e  questa  corrisponda  a  se  mede- 
sima.  Allora  ogni  punto  di  questa  curva  puo  risguardarsi  come  comune  a  due  curve 
corrispondenti;  quindi  il  luogo   delle  intersezioni  delle  curve  corrispondenti  ne'  due 
fasci  sara,  in  questo  caso,  una  curva  dell'  ordine  n. 

A  questa  proprieta  si  puo  dare  anche  il  seguente  enunciato,  nel  quale  tutte  le  curve 
nominate  s'intendano  dell1  ordine  n: 

Se  una  curva  H  passa  pei  punti  comuni  a  due  curve  U ,  V  e  pei  punti  comuni  a 
due  altre  curve  U',  V,  anche  i  punti  comuni  alle  curve  TJ,  U',  insieme  coi  punti  co- 
muni alle  V,  V,  giaceranno  tutti  in  una  stessa  curva  K. 


*)  Per  questo  metodo  di  determinare  1' ordine  di  ua  luogo  geometrico  veggasi:  PONCBLET, 

Analyse  de$  transver sales,  p.  29. 

**)  (GRASSMANH,  Die  TioTtere  Projectiviffit  in  der  Ebene  (CRBLLB  t.  42,  1851,  p.  202).  j 
CHASLES,  Construction  de  la  courbe  du  8.  ordre  etc.  Comptes  rendus,  30  mai  1853). —  Sur 

les  courbes  du  4.  et  du  3.  ordre  etc.  (Comptes  rendus,  16  aoftt  1853). 

Sr  Utesai  sur  la  generation  des  courbes  etc.  Paris  1858,  p.  6. 
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51.  Segando,  come  dianzi,  i  due  fasci  dati  con  una  trasversale  R,  si  ottengono  due 
involuzioni  projettive,  e  gli  n  -f  «'  punti  comuni  ad  esse  sono  le  intersezioui  di  R  colla 
curva  CH+n-  geaerata  dalle  intersezioni  delle  curve  corrispondenti  ne'  due  fasci.  Sup- 
poniamo  ora  clie  nella  retta  R  vi  sia  un  tal  punto  o,  nel  quale  coincidano  r  interse- 
zioni di  tutte  le  curve  del  primo  fascio  ed  >*'  intersezioni  di  tutte  quelle  del  secondo 
con  R:  ma  una  certa  curva  C;1  del  primo  fascio  abbia  r  +  s  punti  coniuni  con  R  riu- 
niti  in  o ,  e  questo  punto  rappresenti  anche  r  +  $'  intersezioni  di  R  colla  curva  CM> 
del  secondo  fascio,  corrispondente  a  C^ .  In  virtu  di  proposizioni  gia  esposte  (24,  c,  d), 
in  o  coincideranno  r  +  r'-f-s  od  r-j-r'-f-s'  (secondo  che  $<$'  od  s>$'[57])  punti 
comuni  alia  retta  R  ed  alia  curva  Cn+H.. 

Questo  teorema  generale  da  luogo  a  numerosi  corollari;  qui  ci  limitiamo  ad  esporre 
quelli,  di  cui  avremo  bisogno  in  seguito. 

(a)  Sia  o  un  punto-base  del  primo  fascio;  C«.  la  curva  del  secondo,  che  passa  per  o; 
Cn  la  corrispondente  curva  del  primo  fascio,  ed  R  la  tangente  a  Gn  in  o.  Applicando 
a  questa  retta  il  teorema  generale,  col  porre  r=l,  r'=0,  5=1,  5'==!,  troviamo 
che  essa  e  anche  la  tangente  a  Gn+n«  in  o. 

(b)  Le  curve  del  prirno  fascio  passino  per  o  ed  ivi  abbiano  una  tangente  comune ; 
allora  fra  esse  ve  n:  ha  una  Cn ,  che  ha  un  punto  doppio  in  o  (47).  Se  la  corrispon- 
dente curva  C«'  del  secondo  fascio  passa  per  o,  il  teorema  generale  applicato  ad  una 
retta  qualungiie  condotta  per  o(r=l,  r'=0,  s==l,  s'=l)  mostra  ch'essa  incontra 
G^n>  in  due  punti  riuniti  in  0;  cioe  questo  punto  e  doppio  per  Gn+n. .  [6S] 

(c)  Nella  ipotesi  (b),  se  C,^  ha  in  o  un  punto  multiplo  e  si  applica  il  teorema  ge- 
nerale ad  una  delle  due  tangenti  in  o  a  Gn(r=l,  r=Q,  $=2,  $'>!),  troviamo  che 
questa  retta  ha  tre  punti  comuni  con  G^^,  riuniti  in  o;  dunque  questa  curva  ha  in 
comune  con  Gft  non  solo  il  punto  doppio  o,  ma  anche  le  relative  tangenti. 

(d)  Fatta  aneora  F  ipotesi  (b) ,  se  R ,  tangente  comune  alle  curve  del  primo  fascio 
in  o»  e  anche  una  delle  tangenti  ai  due  rami  di  C^(r==2 ,  r'=0,  s=l ,  sf=l),  essa 
sara  tangente  ad  uno  de'  due  rami  di  Gn+n>. 

(e)  E  se,  oltre  a  cio,  la  seconda  tangente  di  Gn  in  o  toeca  ivi  anche  Cn, ,  applicando 
a  questa  retta  il  teorema  generale  (r=l,  rf==0,  s=2,  s'  =  2),  troviamo  ch'essa  e 
la  tangente  del  secondo  ramo  di  Cn4_w>.  Donde  segue  che,  se  Cn  ha  in  o  le  due  tan- 
genti coincident!  colla  retta  R,  tangente  comune  alle  curve  del  primo  faseio,  e  se 
questa  retta  tocca  nel  medesimo  punto  anche  C»»,  la  curva  C^.  avra  in  o  una  cuspide 
colla  tangente  R, 

(t)  Due  curve  corrispondenti  C* ,  C»»  passino  uno  stesso  numero  i  di  volte  per  un 
punto  o.  Se  R  e  una  retta  condotta  ad  arbitrio  per  o ,  si  ricava  dal  teorema  generale 
(r=/:=0,  $==$'=£)  che  in  o  coincidono  i  intersezioni  di  Gn+K>  con  R,  cioe  o  e  un 
punto  multiplo  secondo  i  per  la  curva  C*^. . 
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(g)  Se  Gn  passa  i  volte  e  Qn,  un  maggior  numero  i'  di  volte  per  o,  questo  punto 
e  ancora  multiplo  secondo  i  per  Cn+H'.  Inoltre,  se  si  considera  una  delle  tangent!  di  Cn 
in  o,  il  teorema  generale  (r=r'  =  0,  s  =  i-{- 1 ,  $'>i)  da  i-j- 1  intersezioni  di  questa 
retta  con  Cw+n/  riunite  in  o .  Dunque  le  tangenti  agli  i  raini  di  C»  toccano  anche  gli 
i  rami  di  Cn+n/. 

Nello  stesso  modo  si  potrebbe  dimostrare  anche  quanto  e  esposto  nel  n.°  seguente. 

52.  Supponiamo  ora  che  le  basi  de'  due  fasci  abbiano  un  punto  comune  a ,  il  quale 
sia  multiple  secondo  r  per  le  curve  del  primo  fascio  e  multiplo  secondo  r  per  le  curve 
del  secondo.  Ogni  curva  del  primo  fascio  ha  in  a  un  gruppo  di  r  tangenti :  gli  ana- 
loghi  gruppi  corrispondenti  alle  varie  curve  del  fascio  medesimo  formano  un'involu- 
zione  di  grado  r .  Similmente  avremo  un'  involuzione  di  grado  r'  formata  dalle  tangenti 
in  a  alle  curve  del  secondo  fascio.  Le  due  involuzioni  hanno  r  -j-  r  raggi  comuni  (24,  b), 
ciascuno  de'  quali  toccando  in  a  due  curve  corrispondenti  de'  due  fasci,  tocca  ivi  anche 
la  curva  Cn+n>.  Laonde  questa  curva  ha  r-f-r'  rami  passanti  per  a,  e  le  tangenti  a 
questi  rami  sono  i  raggi  comuni  alle  due  involuzioni. 

(a)  Da  cio  segue  che,  se  tutte  le  curve  d'uno  stesso  fascio  hanno  alcuna  tangente 
comune  in  a ,  questa  e  anche  una  tangente  di  Cn+n- .  Supposto  che  tutte  le  r  tangenti 
in  a  siano  comuni  alle  curve  del  primo  fascio,  eppero  siano  tangenti  anche  alia  curva 
d'  ordine  n  +  n1 ,  le  rimanenti  r'  tangenti  di  questa  sono  evidentemente  le  r'  tangenti 
di  quella  curva  G&  del  secondo  fascio,  che  corrisponde  alia  curva  Crt  del  primo  fascio, 
dotata  di  un  punto  multiplo  secondo  r  -j- 1  in  a  (48)  *). 

53.  L'importante  teorema  (50)  conduce  naturalmente  a  porre  questa  quistione: 
Dati  quanti  punti  sono  necessari  per  determinare  una  curva  dell' ordine  n-\-n, 

formare  due  fasci  projettivi,  1'uno  dell' ordine  n,  1'altro  dell* ordine  »',  i  quali,  colle 
mutue  intersezioni  delle  curve  corrispondenti,  generino  la  curva  richiesta. 

Ove  questo  problema  sia  risoluto,  ne  conseguira  immediatamente  che  ogni  curva 
data  dy  ordine  n-\-n  pub  essere  generata  dalle  mutue  intersezioni  delle  curve  corrispon- 
denti di  due  fasci  projettivi  degli  ordini  n  ed  n'.  [59] 

La  soluzione  di  quel  problema  fondamentale  dipende  da  alcuni  teoremi  dovuti  ai 
signori  CHASLES  e  JONQUIERES,  che  ora  ci  proponiamo  di  esporre.  I  quali  teoremi  pero 


*)  1  Se  in  entrambi  i  fasci  le  curve  (d1  uno  stesso  faseio)  hanno  le  stesse  tangenti  in  a ,  e 
se  inoltre  si  corrispondono  fra  loro  le  due  curve  per  le  quali  a  e  risp.  (r-f  I)*1'0,  (r -\- l)Ph ,  in 
tal  caso  a  fe  multiplo  secondo  r+r'  +  l  per  la  curva  GW+*'.  Le  tangenti  di  questa  in  a  sono 
allora  i  raggi  uniti  di  due  involuzioni  projettive,  di  gradi  r  +  1 ,  r'  +  l,  nelle  quali  si  corri- 
spondono le  tangenti  aUe  due  curve  per  le  quali  a  6  (r+  1)^°,  (r'-f  1)^%  e  si  corrispondono 
pure  i  due  gruppi  di  tangenti  comuni  ai  quali  sia  aggiunta  una  retta  arbitraria,  e  questa  poi 
venga  tolta  dai  raggi  uniti. } 
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risguardano  soltanto  le  curve  Sordine  «-{-w'>2,  poiche,  per  quelle  del  second'  ordine, 
basta  la  proposizione  dimostrata  al  n.  50,  coine  si  vedra  fra  poco  (59).  Ci  sia  dunque 
lecito  supporre  n~\-n'  non  minore  di  3. 

54.  Sopra  una  curva  C«+H»  d1  ordine  n-\-ri  si  suppongano  presi  n2  punti  formanti 
la  base  d'unfascio  d'  ordine  >z,  e  ritengasi  in  primo  luogo  n>ri.  Siano  Cn,  C*  due 
curve  di  questo  fascio.  Siccome  delle  n(n~-n]  intersezioni  delle  curve  Cn+n',  Gn  ve 
ne  sono  n2  situate  in  C'w,  cosi  (44)  le  altre  nri  saranno  sopra  una  curva  C^  d'  ordine  ri, 

la  quale  e  determinata  [*°],  perche,  essendo  n>ri,  si  ha  n^  —  -  —  , 


n  (n-r  )  ^  ^nalogamente:  siccome  delle  n(n-\-ri)  intersezioni  di   Cw+n',C^ve  ne 
2 

sono  «2  sopra  Cn,  cosi  le  altre  nri  saranno  in  una  curva  C'n>  d'ordine  n. 

I  due  luoghi  d'ordine  n-±-ri  9  CH-rC'«.  e  C'n  +  Cn>  si  segano  in  (n  +  ri}2  punti, 
de'  quali  n*-}-  2nn'==n(n~  2ri)  sono  situati  in  €!«+«'•  Quindi,  siccome  n(n  +  2n")^ 
(n  -j-  n  )  (n  —  n  --  )  —  ^  ^^  ^^  (41).anche  le  altre  n*  intersezioni  di  que'  due 


2 


luogM,  ossia  gli  ri'2  punti  comuni  a  0,^,0'^,  giacciono  in  Gn^'  e  formano  la  base 
d'un  fascio  d'ordine  ri*  Cosi  abbiamo  sopra  CK+H.  due  sistemi  di  punti:  Funo  di  n 
punti,  base  d'un  fascio  d'ordine  n]  Faltro  di  n'2  punti,  base  d'un  secondo  fascio 
d'ordine  n'.  Ogni  curva  Gn  del  primo  fascio  sega  Gn+n>  in  altri  nri  punti,  che  determi- 
nano  una  curva  Cn>  del  secondo  fascio  ;  e  vice  versa,  questa  curva  determina  la  prima. 
Dunque  i  due  fasci  sono  projettivi  e  le  intersezioni  delle  curve  correspondent!  Cw,  G»» 
sono  tutte  situate  sopra  Gn+n>. 

(a)  In  secondo  luogo,  si  supponga  n<^ri.  Ogni  eurva  CM,  condotta  per  gli  r?  punti 
di  Cw+w-,  sega  questa  curva  in  altri  nri  punti,  i  quali,  in  questo  caso,  non  sono  in- 

dipendenti  fra  loro,  perche  ogni  curva  d'ordine  ri  condotta  per  nri  —  —  -  —^  -  ^ 

2 

di  questi  punti  passa  anche  per  tutti  gii  altri  (41,  42).  Dunque,  assumendo  ad  arbi- 


.  .      u  .  ,  —         —  —  —  ^      2          ..    A   _ 

tno  altn      x      '  —  -  —  (nn  —  *  -  ^  -  L}  =  -  -        ^  -  -1—  L  punti,  tutti 
*  \  &  I  2 

questi  -^  -  ^  —  ^  --  ^  -  i  punti  giaceranno  in  una  curva  Cn»  d'ordine  ri.  Quei 
punti  addizionali  siano  presi  sulla  curva  data  CM+n-. 


*)  Per  n==2f  »'«!,  si  ha  W=:;  in  ogai  altro 

~>  Se  »-2f   nf«l,   si  ha  n(n  +  2n')=  (n  +  n*)      +  n' +  ®  -i.  Per  »^3  si  ha 

)  +  ^ (»  —  n')       (n+n 
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Analogamente:  un'altra  curva  C'n,  del  fascio  d'ordine  n,  sega  Gn+n>  in  nri  punti 
(oltre   gli   n2  punti-base)  e  questi   insieme  agli  -^ ^"r   ^ n        *   punti   ad- 

dizionali  suddetti  determineranno  una  curva  G'n<  d'ordine  ri. 

I  due  luoghi  d'ordine  n+n' ,  Cn+C'n'  e  C'^+C^  hanno  in  comune  (n-}-n')2  punti, 

de'  quali  n*-^-2nri-}-- ^ i_J  sono  jn    Cn+n>.   Ma  questo   numero    e 

2i 

*>— — ^? — -  —  l+(n—  !)(»— 2)   eppero  ^\n+n)(n  + 


dunque  (41)  le  rimanenti  n'2  —  -^ 'jn ^'     ^  intersezioni  di  Qn> ,  C'«.  sono 

2i 

anch'esse  in  Gn+n<,  ed  insieme  ai  punti  addizionali  costituiscono  la  base  d'un  fascio 
d'ordine  n'.  Cosi,  anche  in  questo  caso,  abbiamo  in  On+M'  due  sistemi  di  punti,  costi- 
tuenti  le  basi  di  due  fasci,  degli  ordini  n,n.  I  due  fasci  sono  projettivi,  perche  ogni 
curva  dell'  uno  determina  una  curva  dell'  altro  e  reciprocamente.  Inoltre  le  curve  cor- 
rispondenti  si  segano  costantemente  in  punti  appartenenti  alia  data  CH+^*). 

(b)  Questo  teorema  mostra  in  qual  modo,  data  una  curva  d'ordine  n-\-ri  ed  in  essa 
i  punti-base  d'un  fascio  d'ordine  n,  si  possano  determinare  i  punti-base  d'un  secondo 
fascio  d'ordine  ri ,  projettivo  al  primo,  talmente  che  i  due  fasci,  colle  intersezioni  delle 
curve  corrispondenti,  generino  la  curva  data.  Eimane  a  scoprire  come  si  determinino, 
sopra  una  curva  data  d'ordine  n+n',  gli  nz  punti-base  d'un  fascio  di  curve  d'ordine  n. 

55.  In  primo  luogo  osserviamo  che  dal  teorema  di  CATLET  (44)  si  ricava: 

«                         11      T           .     /        j.-           2       (n — n'  —  1)  (n  —  d — 2)  .  A          .     . 
Se  una  curva  d  ordme  n-\-n   contiene  n2 — -^ ^ '-  intersezioni 

2i 

di  due  curve  d'ordine  n,  essa  contiene  anche  tutte  le  altre.  Ossia: 

~        T       2       (n — ri  —  l)(n — ~nr  —  2)          .  .          _,       .      .      „      ,.  . 

Quando  n* — ^ ^ ^punti-base  dun  fascio  d  ordme  n  giacciono 

2i 

in  una  curva  d'ordine  n-}-ri,  questa  contiene  anche  tutti  gli  altri. 

II  qual  teorema  suppone  manifestamente  n — n — 2>0  ossia  n^>n'-\-2.  Sia 
dunque  n>^'+2  e  supponiamo  che  sopra  una  data  curva  d'ordine  n-\-ri  si  vogliano 
prendere  n2  punti  costituenti  la  base  d'un  fascio  d'ordine  n.  Affinche  la  curva  data 

contenga  gli  n2  punti-base,  basta  che  ne  contenga  n2 — ^ — ^,  cioe 

jj 

devono  essere  sodisfatte  altrettante  condizioni. 

Ora,  astraendo  dalla  curva  data,  gli  n*  punti-base  sono  determinati  da     ^   ""*""   ^  —  1 


*)  CHASLES,  Deux  t7i4or&mes  g&n&raux  sur  Us  courbes  et  les  surfaces  g£om£triques  de  tons  les 
ordres  (Comptes  rendus,  28  d^eembre  1857). 

Cremona,  tomo  I.  24 
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fra  essi,  e  siceome  per  determinare  un  punto  sono  necessarie  due  condizioni,  cosi  per 
determinare  tutta  la  base  del  fascio  abbisognerebbero  w(w  +  3)  —  2  condizioni.  Ma 
volendo  soltanto  che  i  punti-base  siano  nella  curva  data,  non  si  hanno  da  sodisfare 

CJJQ  w* n        \^n     n      "'  condizioni;  quindi  rimarranno  n  (n  -j-  3)  —  2  —  n2  + 

(n  _«:_-n  («— M'  — 2^      f«  —  ^')24-3(«^>— ?  condizioni  nbere,  cioe  cValtret- 


_ 

2  2 

tanti  element!  si  pud  disporre  ad  arbitrio.  Siceome  un  punto  die  debba  giacere  sopra 
ima  data  curva  e  determinate  da  una  sola  condizione,  cosi  potremo  prendere,  ad  arbitrio, 

nella  curva  data  fo~n)    »  ^(n-^n)  —  ^  punti,  per  forinare  la  base  del  fascio  d'ordine  n. 

2f 

NelFaltro  caso  poi,  in  cui  sia  »<!»'  +  2,  perche  gU  »8  punti-base  siano  nella 
curva  data,  occorrono  w2  condizioni;  quindi,  ragionando  come  dianzi,  rimarranno 
n  fo  j^,  3)  _  2  —  n*  =  3  M  —  2  condizioni  libere.  Dunque  : 

Quando  in  una  curva  data  d'orcline  n-{-ri  si  vogliono  determinare  n2  punti  costi- 
tnenti  la  base  fun  fascio  tfordine  n,  si  possono  prendere  ad  arbitrio  nella  curva 
(n  —  n)  -f-  6(n  t  n)  ^  am}ero  3^  —  2  punti,  secondo  che  sia  w>»'  +  2,  ovvero 


Dai  due  teoremi  ora  dimostrati  (54,  55)  risulta  che  una  curva  qualunque  d1  ordine  m, 
puo  essere  generate,  in  infinite  maniere  diverse,  raediante  due  fasci  projettivi,  i  cui 
ordini  n,n'  diano  una  somma  n-\-n'—m* 

56.  Trovato  cosi  il  numero  de'  punti  clie  si  possono  prendere  ad  arbitrio  sopra  una 
data  curva  d'ordine  m,  per  costituire  la  base  d'un  fascio  d'ordine  n<^m,  rimane  de- 
terminato  anche  il  numero  de'  punti  che  non  sono  arbitrari,  ma  che  e  d'uopo  indivi- 
duare,  per  rendere  complete  le  basi  de'  due  fasci  generatori.  Ed  invero:  se  il  numero 
m  e  diviso  in  due  parti  w,nr,  queste  o  saranno  dlsuguali,  o  uguali*  Siano  dapprima 
disuguali,  ed  n*l&  maggiore. 

Se  n>nJ  +  2,  il  numero  de'  punti  arbitrari  e  -  -        0  -  -  ^a  ^e 


basi  de'  due  fasci  sono  rispettivamente  determinate  da       ^~     —  1  e  da  —  —       '  —  1 

2i  2 

puati;  dunque  il  numero  de'  punti  meogniti  e 

(n-ny  +  3(ft  +  nQ-2  . 

" 


*)  CHASLES,  Determination  du  nombre  de  points  qu?on  pent  prendre  etc.  (Comptes  rendns, 
septembre  1857). 
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Se  w=w'  +  2,  owero  n=ri-\-I,  il  numero  de' punti  arbitrari  e  3n — 2,  quindi 
i  punti  incogniti  saranno  T" — — ^— -  —  2  —  (Sn  —  2)  =  nn'  —  1 . 

Quando  n  ed  w'  siano  uguali,  il  numero  de'  punti  arbitrari,  che  si  possono  prendere 
nel  formare  la  base  del  primo  fascio,  e  3%  —  2;  ma,  determinata  questa  base,  si  pub 
ancora  prendere  un  punto  (addizionale)  ad  arbitrio  nel  formare  la  base  del  secondo 
fascio:  come  risulta  dal  n.  54,  nel  quale  il  numero  de'  punti  addizionali  arbitrari 

A Li L  per  n—n  diviene  appunto  =1.  Dunque  il  numero  de'  punti 


...  ,  --  0      ,_        _,  ,      . 

incogniti  e  —  -  —  !  —  L-~  —  -  —  L—  —  2  —  (Sn  —  2)  —  1  =nn  —  I  . 

£J 

Allo  stesso  risultato  si  arriva  anche  partendo  da  quello  de'  due  numeri  n  ,  n'  ,  che 
si  suppone  minore.  Sia  n<V.  Allora,  nel  formare  la  base  del  fascio  d'ordine  n  si 
ponno  prendere  3n  —  2  punti  arbitrari;  fissata  questa  base,  si  possono  ancora  prendere 

(n  —  n-4-l)(nf  —  w  +  2)  ...      .      ,,    ,         ,  .  ,     £     .          .    ..  . 

^  -  •  —  ^-^  -  J  —  -  punti  arbitran  nella  base  del  secondo  fascio;  qumdi  i  punti 

2i 

incogniti  nelle  due  basi  sono  in  numero 


2  2 

Concludiamo  adunque  che,  nel  formare  le  basi  de'  dm  fasci  d'ordini  n  ,  n'  ,  genera- 
tori  d'una  curva  $  or  dine  n-^-ri,  v'Jia  sempre  un  numero  nn'  —  1  di  punti  che  non 
sono  arbitrary  ma  che  Usogna  determinare  mediante  gli  dementi  che  individuano  la 
curva. 

57.  Siano  dati  —  —  —          —  ^^  punti,  pei  quali  si  vuol  far  passare  una  curva 

2 

d'ordine  n-{-ri:  cioe  si  vogliano  determinare  due  fasci  d'ordini  »,»',  projettivi,  in 
modo  che  il  luogo  delle  intersezioni  delle  curve  corrispondenti  sia  la  curva  d'ordine 
w-J-w'  determinata  dai  punti  dati. 

Siccome  fra  gli     v  "t"  j  ~r  —  (  —  ^r_l  —  2  punti,  che  individuano  le  basi  de'  due 

2 

fasci,  ve  ne  sono  nn'  —  1  che  non  si  ponno  prendere  ad  arbitrio,  cosi  non  si  potranno 
far  entrare  nelle  due  basi  che  T  —  —  2  —  (nri  —  1)  punti,  scelti  ad 


arbitrio  fra  i  dati.  Di  questi  rimangono  cosi  2wn'  +  l  liberi.  Affinche  la  curva  richiesta 
passi  anche  per  essi,  le  curve  del  primo  fascio  condotte  rispettivamente  per  quei 
2nnx-j-l  punti  dovranno  corrispondere  projettivamente  alle  curve  del  secondo  fascio 
condotte  per  gli  stessi  punti.  E  siccome  nello  stabilire  la  projettivita  di  due  forme  si 
possono  assumere  ad  arbitrio  tre  coppie  di  elementi  corrispondenti  (8),  dopo  di  che, 
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ad  ogni  quarto  elemento  della  priina  forma  corrisponde  un  quarto  elemento  della  se- 
eonda,  determinate  dair  eguaglianza  de'  rapporti  anarmonici;  cosi  la  corrispondenza 
projettiva  di  quelle  Znri-^-l  coppie  di  curve  somministrera  (2nn'-{-l) — 3=2 (nri — l) 
condizioni:  il  qual  numero  e  appunto  necessario  e  sufficiente  per  determinare  gli  nn'  —  I 
puiiti  incogniti*), 

58.  II  problema  suenimciato  (53)  ammette  different!  soluzioni,  non  solo  a  cagione 
della  molteplice  divisibilita  del  numero  esprimente  Fordine  della  curva  domandata  in 
due  parti  n,  ri,  ma  anche  pei  diversi  modi  con  cui  si  potranno  distribuire  fra  le  basi 
de1  due  fasci  generator!  i  punti  che  si  assumono  ad  arbitrio  (e  quindi  anche  i  punti 
incogniti). 

Da  cio  che  si  e  detto  al  n.  56  risulta  che: 

Qiiando  wglionsi  for  mare  sopra  una  curva  d'ordine  n-\-n'  le  basi  di  due  fasci  gene- 
ratori  $ordini  n,n\  se  n ,  n'  sono  disuguali,  si  potranno  attribuire  al  solo  fascio  d'ordine 
superiore  tutt'i  punti  che  e  lectio  assumere  ad  arbitrio;  e  se  n  =  n',  si  possono  attribuire 
ad  imo  de'  fasci,  al  piu,  tut?  i  punti  arbitrari  meno  uno  **). 

ART.  XI. 
Costruzione  delle  curve  di  second'  ordine. 

59.  Se  nel  teorema  (50)  si  pone  n=n'=l,  si  ha: 

Date  due  stelle  projettive,  i  ml  centri  siano  i  punti  o,  0',  il  luogo  del  punto  d'inter- 
sezione  di  due  raggi  corrispondenti  e  ima  curva  di  second  'or  dine  passante  pei  punti  0,0'. 

Eeciprocamente:  siano  0,0*  due  punti  fissati  ad  arbitrio  sopra  una  curva  di  se- 
cond'ordine;  m  un  punto  variabile  della  medesima.  Movendosi  m  sulla  curva,  i  raggi 
om,o'm  generano  due  stelle  projettive,  Quando  m  e  infinitamente  vicino  ad  o,  il  raggio 
<m  diviene  tangente  alia  curva  in  0;  dunque  la  tangente  in  o  e  quel  raggio  della  prima 
Stella,  che  corrisponde  alia  retta  do  considerata  come  appartenente  alia  seconda  stella. 

Da  cio  scende  immediata  la  costruzione  della  curva  di  second'  ordine,  della  quale 
siano  dati  cinque  punti  abeao'.  Si  assumano  due  di  essi,  oo\  come  centri  di  due  stelle 
projettive,  nelle  quali  (oato'a),  (ob,o'b),  (oc^o'c)  siano  tre  coppie  di  raggi  corrispon- 
denti. Qualonque  altro  punto  della  curva  sara  Tintersezione  di  due  raggi  corrispondenti 
di  queste  stelle  (3),  Del  resto,  questa  costruzione  coincide  con  quella  che  si  deduce  dal 
teorema  di  PASCAL  (45,  c).  La  qual  costruzione  si  applica,  senza  modificazioni,  anche 


** 


,  Essai  mr  la  gmfraiion  des  courbes  etc.  p. 


)  CHASU^,  im&rm^ail&n  &u  nombre  de  points  etc.  c. 
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al  caso  in  cui  due  de'  punti  dati  siano  infinitainente  vicini  sopra  una  retta  data,  ossia 
in  altre  parole,  al  caso  in  cui  la  curva  richiesta  debba  passare  per  quattro  punti  dati 
ed  in  uno  di  questi  toccare  una  retta  data;  ecc. 

Se  nelle  due  stelle  projettive,  i  cui  centri  sono  0,0',  la  retta  oo'  corrisponde  a  se 
medesima,  ogni  punto  di  essa  e  comune  a  due  raggi  corrispondenti  (sovrapposti),  eppero 
quella  retta  e  parte  del  luogo  di  second' ordine  generato  dalle  due  stelle  projettive. 
Dunque  questo  luogo  e  composto  della  oo'  e  di  un'altra  retta,  la  quale  conterra  le 
intersezioni  de'  raggi  corrispondenti  delle  due  stelle  (50,  b). 

60.  Date  due  punteggiate  projettive  A,  A',  di  qual  classe  e  la  curva  inviluppata 
dalla  retta  che  unisce  due  punti  corrispondenti?  ossia,  quante  di  tali  rette  passano  per 
un  punto  arbitrario  o  ?  Consideriamo  le  due  stelle  che  si  ottengono  unendo  o  ai  punti 
della  retta  A  ed  ai  corrispondenti  punti  di  A':  tali  stelle  sono  projettive  alle  due  pun- 
teggiate, eppero  projettive  tra  loro.  Ogni  retta  che  unisca  due  punti  corrispondenti 
di  A ,  A'  e  passi  per  o,  e  evidentemente  un  raggio  comune  delle  due  stelle,  cioe  un 
raggio  che  coincide  col  proprio  corrispondente.  Ma  due  stelle  projettive  concentriche 
hanno  due  raggi  comuni  (10);  dunque  per  o  passano  due  rette,  ciascuna  delle  quali  e 
una  tangente  deir  inviluppo  di  cui  si  tratta.  Per  conseguenza  quest'  inviluppo  e  di  se- 
conda  classe. 

II  punto  comune  alle  due  rette  date  si  chiami  p  o  qf ,  secondo  che  si  consider!  come 
appartenente  alia  prima  o  alia  seconda  punteggiata ;  e  siano  p',q  i  punti  corrispon- 
denti a  p,  c[.  Le  rette  pp'  (A!)  e  qgi'  (A)  saranno  tangenti  alia  curva  di  seconda  classe; 
dunque  questa  e  tangente  alle  rette  date. 

Eeciprocamente:  due  tangenti  fisse  qualunque  A,  A'  di  una  curva  di  seconda  classe 
sono  incontrate  da  una  tangente  variabile  M  della  stessa  curva  in  punti  a ,  a'  che  for- 
mano  due  punteggiate  projettive.  Quando  M  e  prossima  a  confondersi  con  A ,  a  e  il 
punto  in  cui  A  tocca  la  curva;  dunque  A  tocca  la  curva  nel  punto  q  corrispondente 
al  punto  tf  di  A',  ove  questa  retta  e  segata  da  A. 

Di  qui  si  deduce  la  costruzione,  per  tangenti,  della  curva  di  seconda  classe  deter- 
minata  da  cinque  tangenti.  Due  di  queste  sono  incontrate  dalle  altre  tre  in  tre  coppie 
di  punti,  i  quali,  assunti  come  corrispondenti,  individuano  due  punteggiate  projettive. 
Qualunque  altra  tangente  della  curva  richiesta  sara  determinata  da  due  punti  corri- 
spondenti di  queste  punteggiate. 

Se  nelle  due  rette  punteggiate  projettive  A,  A',  il  punto  di  segamento  delle  due 
rette  corrisponde  a  se  medesimo,  ogni  retta  condotta  per  esso  unisce  due  punti  corri- 
spondenti (coincidenti);  laonde  quel  punto  e  parte  dell1  inviluppo  di  seconda  classe  ge- 
nerato dalle  due  punteggiate.  Cioe  quest'  inviluppo  sara  composto  del  detto  punto  e 
di  un  secondo  punto,  pel  quale  passeranno  tutte  le  rette  congiungenti  due  punti  cor- 
rispondenti delle  punteggiate  date  (3). 
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61.  Da  un  punto  qualunque  di  una  curva  di  seeonda  classe  non  puo  condursi  alcuna 
retta  a  toccare  altrove  la  curva  (30),  cioe  una  retta  ehe  tocchi  la  curva  in  un  punto 
non  puo  incontrarla  in  alcun  altro  punto,  Dunque  una  curva  di  seconda  classe  e  anche 
di  second' ordine. 

Analogamente  si  dimostra  che  una  curva  di  second'ordine  e  anche  di  seconda  classe. 
V1  ha  dunque  identita  fra  le  curve  di  second1  ordine  e  quelle  di  seconda  classe :  a  patto 
pero  che  si  considerino  curve  s&nplici.  Perche  il  sistema  di  due  rette  e  bensi  un  luogo 
di  second' ordine,  ma  non  gia  una  linea  di  seconda  classe;  e  cosi  pure,  il  sistema  di 
due  punti  e  un  inviluppo  di  secoada  classe,  seruz'  essere  un  luogo  di  second' ordine. 

Le  curve  di  second1  ordine  e  seconda  classe  si  designano  ordinarianiente  col  nome 
di  coniche. 

62.  Dal  teorema  (59)  risulta  che,  se  abed  sono  quattro  punti  dati  di  una  conica 
ed  m  un  punto  variabile  della  medesima,  il  rapporto  anarmonico  de1  quattro  raggi 
m(a,t,c,cfy  e  costante,  eppero  eguale  a  quello   delle  rette  a(a,l,c,d),  ove  aa 
esprime  la  retta  che  tocca  la  conica  in  a. 

Reciprocamente:  dati  quattro  punti  abed,  il  luogo  di  un  punto  m,  tale  che  il  rap- 
porto anarmonico  delle  rette  »i(a,6ac,d)  abbia  un  valore  dato  X,  e  una  conica  pas- 
sante  per  abed,  la  quale  si  costruisce  assai  faeilmente.  Infatti:  se  s'indica  con  aa  una 
retta  condotta  per  a  e  tale  che  il  rapporto  anarmonico  delle  quattro  rette  a  (a,  5,  <?,  d) 
sia  eguale  a  X,  la  conica  richiesta  sara  individuata  dal  dover  passare  per  afccd  e  toc- 
care in  a  la  retta  aa. 

II  luogo  geometrico  qui  considerate  conduce  alia  soluzione  del  seguente  prohlema: 

Date  cinque  rette  o'(a\  V,  d,  d',  e9)  concorrenti  in  un  punto  o'  e  dati  cinque  punti 
afade,  trovare  un  punto  o  tale  che  il  fascio  di  cinque  rette  o(a,l,c,d,e)  sia  projet- 
tivo  aJ  faseio  analogo  o'(a\  V,  d,  d\  e"). 

S'  imagini  la  eonica  luogo  di  un  punto  m  tale  che  i  due  fasci  m  (a,  &,  c,  d],  or(a\  b\  c\  d1) 
abbiano  lo  stesso  rapporto  anarmonico.  E  sunilmente  si  imagini  la  conica  luogo  di  un 
punto  n  tele  che  i  due  fasci  n(a,  J,  c,  e),  cf(a'tV9el9ef)  abbiano  lo  stesso  rapporto  anar- 
moaico.  La  prima  conica  passa  pel  punti  abed;  la  seeonda  per  o&ce;  entrambe  poi  sono 
pieaamente  individuate. 

Ora,  siccome  il  zichiesto  punto  o  dee  possedere  si  la  proprieta  del  punto  m  che 
quella  del  punto  n,  cosi  esso  sara  situate  in  entrarnbe  le  coniche.  Queste  hanno  tre 
punti  conmni  o&c  dati  a  priori;  dunque  la  quarta  loro  intersezione  sara  il  punto  do- 
maadato,  Questo  punto  si  eostruisee  senza  previamente  descrivere  le  due  curve;  come 
si  mostreii  qui  appr^so. 

63.  Le  €0Hiche  passanti  per  gli  stessi  quattro  punti  abco  formano  un  fascio  di 
second'  ordise,  Fra  qaelle  eoniche  ve  ne  sono  tre,  ciascuaa  delle  quali  e  il  sistema  di 
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due  rette:  esse  sono  le  tre  coppie  de'  lati  opposti  (be,  ao) ,  (ca,  bo) ,  (ab,  co)  del  quadran- 
golo  completo  a  cui  sono  circoscritte  tutte  le  coniche  proposte. 

Se  per  un  vertice  del  quadrangolo,  ex.  gr.  per  a,  si  conduce  un' arbitraria  trasver- 
sale  A,  essa  sega  ciascuna  conica  del  fascio  in  un  punto.  Viceversa  ogni  punto  della 
trasversale  individua  una  conica  del  fascio,  che  viene  ad  essere  determinata  dal  detto 
punto  e  dai  quattro  dati  abco.  Dunque  il  fascio  di  coniche  e  la  punteggiata  ch'esse 
segano  sulla  trasversale  A  sono  due  forme  geometriche  projettive:  in  altre  parole, 
il  rapporto  anarmonico  de'  quattro  punti  in  cui  quattro  date  coniche  del  fascio  segano 
una  trasversale  condotta  per  un  punto-base  e  costante,  qualunque  sia  la  direzione  della 
trasversale  e  qualunque  sia  il  punto-base;  ed  invero  quel  rapporto  anarmonico  e  eguale 
a  quello  delle  quattro  coniche  (46). 

Segue  da  cio,  che  due  trasversali  A,  B  condotte  ad  arbitrio  per  due  punti-base  a, b 
rispettivamente,  incontreranno  le  coniche  del  fascio  in  punti  formanti  due  punteggiate 
projettive:  purche  si  assumano  come  corrispondenti  que'  punti  m,m'  ove  una  stessa 
conica  e  incontrata  dalle  due  trasversali.  Si  osservi  inoltre  che  in  queste  due  punteg- 
giate il  punto  d'  incontro  delle  due  trasversali  corrisponde  a  se  stesso,  perche  la  conica 
del  fascio  determinata  da  quel  punto  incontra  ivi  entrambe  le  trasversali.  Per  conse- 
guenza,  ogni  retta  mm'  che  unisca  due  punti  corrispondenti  delle  punteggiate  passa 
per  un  punto  fisso  i  (3 ,  60).  Ogni  retta  condotta  per  i  seghera  le  due  trasversali  A ,  B 
in  due  punti  situati  in  una  stessa  conica  del  fascio.  Dunque:  la  retta  co  (che  insieme 
ad  ab  costituisce  una  conica  del  fascio)  passa  per  i ;  il  punto  in  cui  A  sega  be  ed  il 
punto  in  cui  B  sega  ao  sono  in  linea  retta  con  i ;  e  cosi  pure,  il  punto  in  cui  A  sega  bo 
ed  il  punto  in  cui  B  sega  ac  sono  in  una  retta  passante  per  i. 

64.  Suppongasi  ora  che  una  conica  sia  individuata  da  cinque  punti  dati  abcdf]  ed 
una  seconda  conica  sia  individuata  dai  punti  pur  dati  abce'f.  Le  due  coniche  hanno 
tre  punti  comuni  a,  &,  c  dati  a  priori;  si  vuol  costruire  il  quarto  punto  comune  o,  senza 
descrivere  attualmente  le  coniche. 

Si  conducano  le  rette  ad ,  bef  e  si  chiamino  rispettivamente  A ,  B.  La  retta  A  in- 
contrera  la  seconda  conica  in  un  punto  e  che,  in  virtu  del  teorema  di  PASCAL,  si  sa 
costruire  senza  delineare  la  curva.  Cosi  la  retta  B  incontrera  la  prima  conica  in  un 
punto  d'.  Le  rette  dd! ,  ee'  concorrano  in  un  punto  i.  Sia  m  il  punto  comune  alle  rette  A 
e  bc\  ed  m'  quello  ove  si  segano  B  ed  im.  II  punto  o  comune  alle  am'  ed  ic  sara  il 
richiesto.  Questa  costruzione  e  pienamente  giustificata  dalle  cose  esposte  nel  numero 
precedente  *). 


*)  Veggasi  aache :  SCHROTER,  Problematic  geometrici  ad  superficiem  secundi  ordinis  per 
data  puncta  constriwndam  spectantis  solutio  nova,  Vratislavise  1862,  p.  13.  j  Ed  inoltre: 
CEJLBT,  Applications  d' analyse  et  de  geometric,  tome  2,  Paris  1864,  p.  77.  \ 
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ART.  XII. 
Costrazioae  deila  curra  di  terz'ordine  determiaata  da  noye  punti. 

65.  II  teorema  generate  (50)  per  n  =  2,  w'=l,  suona  cosi: 

Dato  un  fascio  di  coniche,  projettivo  ad  una  stella  data,  il  luogo  de'  punti  in  cui  i 
raggi  della  Stella  segano  le  comspondenti  conicJie  e  una  curva  di  ter/ordine  (o  cubica) 
passante  pel  quattro  punti  comuni  alle  coniche  e  pel  centre  della  stella. 

Se  o  e  il  centre  della  Stella,  la  tangente  in  o  alia  cubica  e  il  raggio  corrispondente 
a  quella  conica  (del  fascio)  che  passa  per  o. 

Se  a  e  uno  de'  punti-base  del  fascio  di  coniche,  la  tangente  in  a  alia  cubica  e  la 
retta  che  nel  punto  medesimo  tocca  la  conica  corrispondente  al  raggio  oa  (51,  a). 

I  teoremi  inversi  del  precedente  si  ricayano  da  quello  del  n.°  54: 

1.°  Fissati  ad  arbitrio  in  una  cubica  quattro  punti  abed,  ogni  conica  descritta  per 
essi  sega  la  cubica  in  due  punti  mm1;  la  retta  mm  passa  per  un  punto  fisso  o  della 
eubica  medesima.  Le  coniche  per  abed  e  le  rette  per  o  formano  due  fasci  projettivi. 
II  punto  o  dicesi  opposto  ai  quattro  punti  abed. 

2.°  Fissati  ad  arbitrio  in  una  cubica  tre  punti  abc  ed  un  altro  punto  o,  ogni  retta 
condotta  per  o  sega  la  curva  in  due  punti  mm! ;  la  conica  descritta  per  abcmm!  passa 
per  un  altro  punto  fisso  d  della  cubica.  Le  coniche  per  abed  e  le  rette  per  o  si  cor- 
rispondono  proiettivainente. 

66,  Siano  ora  dati  nove  punti  abcdefghi  e  si  voglia  costruire  la  curra  di  terz'ordine 
da  essi  determinata,  mediante  due  fasci  projettM,  Funo  di  coniche,  Taltra  di  rette. 
Per  formare  le  basi  de'  due  fasci  sono  necessari  cinque  punti:  ma  uno  fra  essi  (57) 
non  pud  essere  assunto  ad  arbitrio  fra  i  punti  dati,  bensi  solamente  gli  altri  quattro. 

Secondo  che  il  punto  incognito  si  attribuisce  al  fascio  di  rette  o  al  fascio  di  coniche* 
si  hanno  due  diversi  modi  di  costruire  la  curva  di  terz' online,  i  quali  corrispondono 
ai  due  teoremi  (65,  L°,  2.°).  Noi  qui  ci  limitiamo  al  solo  primo  modo  di  costruzione, 
ehe  &  dovuto  al  sig.  CHASLES*). 


*)  Comtrttdf&on  de  la  oourbe  du  5.  ordr  e  d&ermin&  par  neuf  points  (Comptes  rendus,  30 


Par  alfar6  costmaioni  delle  cubiche  e  delle  curve  d'ordine  superiore  veggansi  le  eecellenti 
Memorie:  JONQUI!IRIE,  Essai  snr  la  ffgn&ration  des  oourbes  ff&mi&riques  etc.  —  HJERTBNBERGBRJ 
V&ber  die  $r%eu@ung  g&ometriscker  Ourven  (Griornale  CRELLE-BORCHAKDT,  t*  58,  Berlino  1860, 
p.  54).  —  (  Cfr.  GEASSMANH  H€i  Giomale  di  Crelle,  t.  31,  36,  [42,  44],  52)  [anni  1846,  1848,  1851, 
1852,  1856]. 
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Imaginiamo  le  cinque  coniche  eircoscritte  al  quadrangolo  abed  e  passanti  rispetti- 
vamente  per  e,  /*,  g,  h,  i.  II  sistema  di  queste  cinque  coniche  si  puo  rappresentare  col 
simbolo: 

(abed]  (e,f,g,h,i). 

Si  tratta  dunque  di  trovare  un  punto  o  tale  che  il  sistema  di  cinque  rette 

0(<5,f,#,M) 

sia  projettivo  al  sistema  delle  cinque  coniche.  Siccome  quest' ultimo  sistema  e  projet- 
tivo  a  quello  delle  tangenti  alle  coniche  nel  punto  a  (46),  cosi  T  attuale  problema  coin- 
cide con  uno  gia  risoluto  (62,  64).  Determinate  il  punto  o  opposto  ai  quattro  abed,  sono 
determinati  i  fasci  generatori;  e  con  cio  la  quistione  e  risoluta. 

67.  Suppongansi  ora  due  cubiche  individuate  da  due  sistemi  di  nove  punti,  fra  i 
quali  ve  ne  siano  quattro  abed  comuni  alle  due-* curve.  Queste  si  segheranno  in  altri 
cinque  punti  che  individuano  una  conica.  Questa  conica  puo  essere  costruita  senza  co- 
noscere  quei  cinque  punti,  doe  senza  descrivere  le  due  cubiche. 

Si  consider!  il  fascio  delle  coniche  eircoscritte  al  quadrangolo  abcd\  una  qualunque 
di  esse  sega  la  prima  cubica  in  due  punti  win  e  la  seconda  cubica  in  due  altri  punti  m'ri* 
Le  rette  mn ,  m'ri  ineontrano  nuovamente  le  cubiche  in  due  punti  fissi  o ,  o1  che  sono 
gli  opposti  ai  dati  abed,  rispetto  alle  due  cubiche  medesime.  Variando  la  conica,  le 
rette  omn,o'mln'  generano  due  stelle  projettive  al  fascio  di  coniche,  eppero  projettive 
fra  loro.  I  raggi  corrispondenti  di  queste  stelle  si  segano  in  punti  il  cui  luogo  e  una 
eonica  passante  per  o ,  o'  ed  anche  pei  cinque  punti  incogniti  comuni  alle  due  cubiche. 
Essa  e  dunque  la  conica  domandata. 

(a)  Di  questa  conica  si  conoscono  gia  due  punti  0,0';  altri  tre  si  possono  dedurre 
dalle  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  abed,  considerate  come  coniche  special! 
del  fascio.  Infatti:  siano  m,  n  i  punti  in  cui  la  prima  cubica  e  incontrata  nuovamente 
dalle  rette  bc,ad\  ed  m',n!  quelli  in  cui  queste  medesime  rette  segano  la  seconda^ 
cubica.  Le  rette  mn,m'ri  sono  due  raggi  corrispondenti  delle  due  stelle  projettive,  i 
cui  centri  sono  0,0';  dunque  il  loro  punto  cornune  appartiene  alia  conica  richiesta. 
Analogamente  dicasi  delle  altre  due  coppie  di  lati  opposti  (ca ,  Id] ,  (db ,  oZ).    ["] 

Di  qui  segue  che,  de'  nove  punti  comuni  a  due  cubiche,  cinque  qualunque  indivi- 
duano una  conica  la  quale  passa  pel  punto  opposto  agli  altri  quattro,  rispetto  a  cia- 
scuna  delle  cubiche*). 

(b)  Siano  abcd.a'b'c'd'  otto  punti   comuni  a  due   cubiche;  o,of  i  punti  opposti  ai 
due  sistemi  abed ,  a'Ve'd1 ,  rispetto  alia  priina  cubica.  La  retta  00'  sega  questa  cubica 
in  un  terzo  punto  x.  Dalla  definizione  del  punto  opposto  segue  che  le  coniche  indivi- 


*)  FLICKER,  Tkeorie  der  algeb.  Curven,  p.  56. 


378  INTRODUZIONE   AD   UNA  TEORIA   GEOMETRIC!  BELLE   CUBVE  PIANE. 


duate  dai  due  sistemi  abedo1 \a'b'c'dfo   passano  entrambe  per  x.  Dunque  x  e  il  nono 
panto  comune  alle  due  cubiche*). 

(c)  Se  abed  sono  quattro  punti  di  una  cubica,  il  loro  punto  opposto  o  puo  essere 
determinate  cosi.  Siano  m,n  i  punti  in  cui  la  curva  e  incontrata  dalle  rette  ab.cd; 
la  retta  mn  seghera  la  curva  medesima  in  o.  Se  i  punti  abed  coincidono  in  un  solo  a, 
anche  m ,  n  coincidono  nel  punto  m  in  cui  la  cubica  e  segata  dalla  tangente  in  a ;  eel 
o  diyiene  r  intersezione  della  curva  colla  tangente  in  m.  Diinque,  se  (39,  b)  w  si  chiama 
il  tangential*  di  a  ed  o  il  tangenziale  di  m  ossia  il  seeondo  tangenziale  di  a,  si  avra: 

Se  una  conica  Jia  un  contatto  qiiadripunto  con  una  cubica,  la  retta  die  unisce  gli  altri 
due  punti  di  segamento  passa  pel  seeondo  tangenziale  del  punto  di  contatto. 

Da  do  segue  imraediatamente  che: 

La  conica  avenfe  un  contatto  dnguipunto  con  una  cubica  incontra  questa  sulla  retta 
congiimgente  il  punto  Hi  contaHo  al  suo  seeondo  tangenziale  **). 

(d)  Dai  teoremi  (b)  e  (c)  si  raccoglie  che,  se  due  cubiche  hanno  fra  loro  due  contatti 
quadripunti  ne'  punti  a ,  a\  il  nono  punto  di  intersezione  x  e  in  linea  retta  coi  second! 
tangenziali  o,of  de'  punti  di  contatto  a,  a'.  Se  a,  a'  coincidono,  anche  o'  coincide  con 
o  ed  x  e  il  suo  tangenziale,  cioe  il  terzo  tangenziale  di  a;  dunque: 

Ttdte  le  cubiche  aventi  un  contatto  ottipunto  con  una  data  cubica  in  un  medesimo 
punto,  passano  pel  terzo  tangenziale  del  punto  di  contatto  ***). 

(e)  II  teorema  (45,  b)  applicato  ad  una  curva  del  terz' ordine  "suona  cosi: 

Se  ima  cubica  e  segata  da  una  curva  dell'ordine  n  in  3n  punti,  i  tangenziali  di 
questi  giacciono  tutti  in  un'altra  curva  dell'ordine  n. 

Donde  segue  immediatamente  (44): 

Le  coniche  aventi  un  contatto  cinquipunto  con  una  data  cubica  ne'  punti  in  cui 
questa  e  segata  da  una  curva  delFordine  n,  segano  la  cubica  medesima  in  Bn  punti 
situati  in  un'altra  curva  delF  ordine  w. 

Ed  anche: 

Se  ana  conica  ha  un  eontatto  einquipunto  con  una  cubica  in  a  e  la  sega  in  &,  e  se 
d  ,5'  sono  i  tangenziali  di  a,  b,  un'altra  conica  avra  colla  cubica  un  contatto  cinqui- 
punto in  af  e  la  seghera  in  V. 


*)  HARTj  Gmstrttction  by  the  ruler  alone  to  determine  the  ninth  point  of  intersection  of  two 
curms  of  th&  third  degree  (Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  vol.  6,  Cambridge 
1851,  p.  181). 

**)  POJ«CBLBT,  Analy$e  des  transversales,  p.  1S5. 

***)  SALMON,  On  curves  of  the  third  order  (Philosophical  Transactions  of  the  Eoyal  Society, 
vol.  118,  part  2,  London  1859,  p.  540). 


SEZIONE  n. 
TEORIA  DELLE  CURVE  POLARI. 


ART.  XIII. 
Definizione  e  proprietk  fondamentali  delle  curve  polari. 

68.  Sia  data  una  linea  piana  C^  delTordine  w,  e  sia  o  un  punto  fissato  ad  arbitrio  nel 
suo  piano.  Se  intorno  ad  o  si  fa  girare  una  trasversale  che  in  una  posizione  qualunque 
segM  Cn  in  n  punti  aiO%...an,  il  luogo  de'  centri  armonici,  di  grado  r,  del  sistema 
a^z ...  an  rispetto  al  polo  o  (11)  sara  una  curva  dell'ordine  r,  perche  essa  ha  r  punti 
sopra  ogni  trasversale  condotta  per  o.  Tale  curva  si  Hiica  polare  (n — r)esima  del  punto 
o  rispetto  alia  curva  data  (curva  fondamentale)*). 

Cosi  il  punto  o  da  origine  ad  n  —  1  curve  polari  relative  alia  linea  data.  La  prima 
polare  e  una  curva  d'ordine  n  —  1 ;  la  seconda  polare  e  delFordine  n  —  2;  ecc.  I*  ultima 
od  (n —  l)m*  polare,  cioe  il  luogo  del  centri  armonici  di  primo  grado,  e  una  retta  **). 

69.  I  teoremi  altrove  dimostrati  (Art.  Ill),  pei  centri  armonici  di  un  sistema  di  n 
punti  in  linea  retta,  si  traducono  qui  in  altrettante  proprieta  delle  curve  polari  relative 
alia  curva  data. 

(a)  II  teorema  (12)  puo  essere  espresso  cosi:  se  me  un  punto  delta  polare  (n — r)ma 
di  o,  viceversa  o  e  un  punto  della  polare  (r)ma  di  m  ***). 

Ossia: 

II  luogo  di  un  polo,  la  cui  polare  (r}mapassi  per  un  dato  punto  o,  e  la  polare  (n—r}ma  di  o. 

Per  esempio:  la  prima  polare  di  o  e  il  luogo  de'  poli  le  rette  polari  de'  quali  passano 
per  o\  la  seconda  polare  di  o  e  il  luogo  de'  poli  le  cui  coniche  polari  passano  per 
questo  punto;  ecc. 


*)  GEASSMANN,  Theorie  der  Oentralen  (Giornale  di  CRELLE,  t.  24,  Berlino  1842,  p.  262), 
**)  II  teorema  relative  ai  centri  armonici  di  primo  grado  &  di  COTES;  vedi  MACLAURIN, 
Z.  c.  p.  205. 

***)  BOBILLIBR,  Theor&mes  sur  les  polaires  successive  (Annales  de  GBROONNB,  t.  19,  Nismes 
1828-29,  p.  305), 
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(b)  Dal  teorema  (13)  segue  immediatamente  che: 

TJn  polo  qiialsivoglia  o  ha  la  stessa  polare  d' or  dine  s  [6S]  rispetto  alia  data  linea  Cn 
e  rispetto  ad  ogni  curva  polare  d'ordine  piu  alto,  dello  stesso  punto  o,  considerata  come 
curva  fondamentale. 

Dunque:  la  seconda  polare  di  o  rispetto  a  Cn  e  la  prima  polare  di  o  relativa 
alia  prima  polare  del  punto  stesso  presa  rispetto  a  Cw;  la  terza  polare  e  la  prima 
polare  relativa  alia  seconda  polare  ed  anche  la  seconda  polare  relativa  alia  prima  po- 
lare; ecc, 

(c)  II  teorema  (14)  somministra  [84j  il  seguente: 

La  polare  (r}ma  di  un  punto  o  rispetto  alia  polare  (r)ma  di  un  altro  punto  o  (relativa 
a  0B)  coincide  eollo,  polare  (r}ma  di  o  rispetto  alia  polare  (r')ma  di  o'  (relativa  a  C  J  *), 

Questo  teorema  e,  come  apparira  in  seguito,  fecondo  di  molte  conseguenze.  Ecco 
intanto  una  proprieta  ehe  emerge  spontanea  dal  confrontarlo  col  teorema  (69,  a). 

(d)  Supponiamo  die  la  polare  (r')ma  di  o'  rispetto  alia  polare  (r)mct  di  o  passi  per 
UE  punto  m,  ossia  che  la  polare  (r)ma  di  o  rispetto  alia  polare  (rjna  di  or  passi  per  m. 
Dal  teorema  (69,  a)  segue  che  la  polare  ((n  —  /)— r}ma  di  m  rispetto  alia  polare  (/T" 
di  o'  passera  per  o,  ossia  chela  polare  (r'}ma  di  o'  rispetto  alia  polare  ((n—r^  —  rj 
di  m  passa  per  o.  Dunque: 

Se  la  polare  (r'}ma  di  o  rispetto  aUa  polare  (r}ma  di  o  passa  per  m,  la  polare  (r)ma 
di  o  rispetto  alia  polare  (n—r  —  rr)ma  di  m  passa  per  o. 

70.  Tornando  alia  definizione  (68),  se  il  polo  o  e  preso  nella  curva  fondamentale, 
talche  esso  tenga  luogo  di  uno  degli  n  punti  a^^.-a^  il  centro  armonico  di  primo 
grado  si  confondera  con  o.  Ma  se  la  trasversale  e  tangente  alia  curva  in  o,  due  de'  punti 
<*i<h«*&»  coincidono  con  o\  onde,  riuscendo  in  determinate  il  centro  armonico  di  primo 
grado,  puo  assumersi  come  tale  un  punto  qualunque  della  trasversale  (17).  Questa  e 
dunque,  nel  caso  attuale,  il  luogo  de'  centri  armonici  di  primo  grado;  vale  a  dire:  la 
retta  polare  di  un  punto  della  curva  fondamentale  e  la  tangents  in  questo  punto, 

Quando  il  polo  non  giaccia  nella  curva  fondamentale,  ma  la  trasversale  le  sia  tan- 
gente,  due  de'  punti  a^  ...an  coincidono  nel  punto  di  contatto;  eppero  questo  sara(16) 
un  centro  armonico  di  grado  w— 1,  ossia  un  punto  della  prima  polare.  Dunque:  la  prima 
pdare  di  un  punto  qualunque  sega  la  curva  fondamentale  ne*  punti  ove  quesla  e  toccata 
dalle  rette  tangenti  ohe  passano  pel  polo. 

La  prima  polare  e  una  curva  delPordine  n  —  1,  talche  segherd,  (V  in  n(n  —  1) 


*)  PL-QCKBR,  Ueber  tin  n&ues  Coordinatemystem  (Giornale  di  CREJLLB,  t.  5,  Berlino  1830, 
pag.  34). 
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punti.  Donde  s'inferisce  che  da  un  punto  qualunque  si  possono  condurre  n(n — 1) 
tangent!  alia  curva  fondamentale  *),  ossia: 

Una  curva  dell'ordine  n  e,  in  generale,  della  dasse  n(n — 1), 

71,  Se  il  polo  o  e  preso  nella  curva  fondamentale,  qualunque  sia  la  trasversale 
condotta  per  o,  una  delle  intersezioni  #ia2 ...  an  coincide  con  o  medesimo;  onde  (17)  o 
sara  un  centro  armonico,  di  ciascun  grado,  del  sistema  a1a2...aA  rispetto  al  polo  o. 
E  do  torna  a  dire  che  tutte  le  polari  di  o  dalla  prima  sino  all'  (n  —  l)ma  passano  per 
questo  punto. 

Ma  v'  ha  di  piu,  Se  la  trasversale  e  tangente  a  Cn  in  o,  in  questo  sono  riuniti  due 
punti  a,  quindi  anche  (17)  due  centri  armonici  di  grado  qualunque;  cioe  la  curva  fon- 
damentale e  toccata  in  o  da  tutte  le  polari  di  guesto  punto. 

Dallo  stesso  teorema  (17)  segue  ancora  che  la  prima  polare  di  un  punto  o  della 
curva  fondamentale  e  il  luogo  de'  centri  armonici  di  grado  n  —  2 ,  relativi  al  polo  o, 
del  sistema  di  n  —  1  punti  in  cui  Cn  e  incontrata  da  una  trasversale  variabile  con- 
dotta per  o.  Gli  n(n  —  l)  —  2  punti  in  cui  la  prima  polare  di  o  sega  C*  (oltre  ad  0, 
ove  queste  curve  si  toccano)  sono  i  punti  di  contatto  delle  rette  che  da  o  si  possono 
condurre  a  toccare  altrove  la  curva  data. 

72.  Supponiamo  che  la  curva  (X  abbia  un  punto  d  multiple  secondo  il  numero  r. 
Ogni  retta  condotta  per  d  sega  ivi  la  curva  in  r  punti  coincident!,  eppero  (17)  d  sara 
un  punto  (r}vl°  per  ciascuna  polare  del  punto  stesso. 

Ciaseuna  delle  tangenti  agli  r  rami  di  Gn  incontra  questa  curva  in  r  +  1  punti 
coincident!  in  d  (31);  onde  considerando  la  tangente  come  una  trasversale  (68),  in  d 
coincidono  r  -\- 1  punti  a,  eppero  anche  r  -j- 1  centri  armonici  di  qualunque  grado,  ri- 
spetto al  polo  d  (17).  Dunque  le  r  tangenti  di  Cn  nel  suo  punto  multiple  d  toccano 
ivi  anche  gli  r  rami  di  qualunque  curva  polare  di  d. 

Ne  segue  che  le  polari  (n — l}ma  ,  (n  —  2)mct,  ...  (n  —  r  +  l)ma  del  punto  d  sono 
indeterminate,  e  la  polare  (» — r)ma  del  punto  stesso  e  il  sistema  delle  r  tangenti  dianzi 
considerate  (31)**). 

Quest'ultima  proprieta  si  rende  evidente  anche  osservando  che,  risguardata  la  tan- 
geate  in  d  ad  un  ramo  di  Cn  come  una  trasversale  condotta  pel  polo  d  (68),  vi  sono 
punti  a  coineidenti  insieme  col  polo,  onde  qualunque  punto  della  trasversale  potra 


*)  PONCHLET,  Solution . . .  suivie  d'une  theorie,  des  polaires  r&iproques  etc.  (Annales  de 
GBRG-ONNB,  t.  8,  Nismes  1817-18,  p.  214). 

**)  j  Viceversa,  se  le  polari  (n — l)wa,  (n — 2)w<z,  ...  (n— r+l)nia  di  un  punto  d  sono  inde- 
terminate, la  polare  (n— r)ma  sar&  il  sistema  di  r  rette  incrociate  in  d,  e  questo  punto  sar& 
multiple  secondo  r  per  la  eurra  fondamentale.  i 
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essere  assunto  come  centre  armonico  di  grado  r  (17),  Cioe  il  fascio  delle  tangent!  agli  r 
rami  di  Gn  costituisce  il  luogo  dei  centri  armonici  di  grado  r,  rispetto  al  polo  d. 

73.  Sia  o  un  polo  dato  ad  arbitrio  nel  piano  della  curva  Gw,  dotata  di  un  punto  d 
multiple  secondo  r.  Condotta  la  trasversale  od9r  punti  a  coincideranno  in  d]  quindi  (16) 
questo  medesimo  punto  terra  luogo  di  r — s  centri  armonici  del  grado  n  —  $($<>). 

|  Da  cio  segue  che  la  polare  ($}ma  di  o  passa  per  d.  La  polare  [(n  —  s)  —  (r — s)]ma 
di  d  rispetto  alia  polare  (s)ma  di  o  coincide  [69,  c]  colla  polare  (s)ma  di  o  rispetto  alia  polare 
(» — r)ma  di  5;  ma  quest'ultima  e  il  sistema  di  r  rette  incrociate  in  d;  dunque  [fi5] 
la  polare  [(n — s)  —  (r  —  s)]ma  di  d  rispetto  alia  polare  (s)}na  di  o  consta  di  r — s  rette 
per  d.  Cioe  [cfr.  nota  al  n.°  preced.]  d  fe  un  punto  (r—s)*'10  per  la  polare  (s)ma  di  o,  e 
ie  tangenti  a  questa  in  d  sono  le  r  —  s  rette  formanti  la  polare  ($}ma  di  o  rispetto  al 
fascio  delle  r  tangenti  di  Cn  in  d\.  Ossia: 

Un  punto  (r)Pl°  della  curva  fondamentale  e  multiple  secondo  r  —  s  per  la  polare  (s)ma 
di  qwdsivoglia  polo.  [66] 

(a)  Applichiamo  le  cose  premesse  al  caso  che  Cft  sia  il  sistema  di  n  rette  concor- 
renti  in  uno  stesso  punto  d.  Questo,  essendo  un  punto  (n)Pl°  pel  luogo  fondamentale, 
sara  multiplo  seeondo  n  —  1  per  la  prima  polare  di  un  punto  qualunque  o\  la  quale 
sara  per  conseguenza  composta  di  n  —  1  rette  incrociantisi  in  d. 

Coadotta  pel  polo  o  una  trasversale  qualunque  che  seghi  le  n  rette  date  in 
aia2...anr  se  WiW2...wrt_i  sono  i  centri  armonici  di  grado  n — 1,  le  rette  ^(#&i,  ws,...wv_i) 
costituiranno  la  prima  polare  di  o  (20),  Questa  prima  polare  non  cambia  (18),  quando 
il  polo  o  varii  mantenendosi  sopra  una  retta  passante  per  d. 

Se  fra  le  n  rette  date  ve  ne  sono  s  coincident!  in  una  sola  da,  nel  punto  a  saranno 
riuniti  (16)  s — 1  centri  armonici  di  grado  n —  1 ,  eppero  s  —  1  rette  dm  coincideranno 
in  da,  qualunque  sia  o. 

(b)  Come  caso  particolare,  per  w— 2  si  ha: 

Se  la  linea  fondamentale  e  un  pajo  di  rette  d(a>i ,  a2),  la  polare  di  un  punto  o  e  la 
retta  coniugata  armonica  di  do  rispetto  alle  due  date  *),  E  se  queste  coincidono,  con 
esse  si  confonde  anche  la  polare,  qualunque  sia  il  polo. 

74.  Ritorniamo  ad  una  curva  qualunque  Cn  dotata  di  un  punto  (r)vl°  d.  Assunto 
un  polo  arbitrario  o,  la  prima  polare  di  questo  passera  r — 1  volte  per  d  (73);  e  le 
r  rette  tangenti  a  C«  in  d  costituiranno  Y(n—r)ma  polare  del  medesimo  punto  rf(72). 
Analogamente  le  r—  1  tangenti  in  d  alia  prima  polare  di  o  formano  T  ((n—  1)  —  (r—  l))wa 
polare  di  d  rispetto  alia  prima  polare  di  o,  ossia,  cio  che  e  lo  stesso  (69,  c),  la  prima 
polare  di  o  rispetto  all*^— r}™*  polare  di  d.  Dunque  (73,  a): 


*)  A  questa  retta  si  di  il  nome  di  polare,  del  punto  a  rispetto  all'angolo 
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Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  (r)Pl°  d,  le  tangenti  in  d  alia  prima  polare 
di  nn  polo  qiialunque  o  sono  le  r  —  1  rette,  il  cui  sistema  e  la  prima  polare  di  o  ri- 
spetto  al  fascio  delle  r  tangenti  alia  curva  fondamentale  in  d. 

(a)  Di  qui  s'inferisce,  in  virtu  del  teorema  (73,  a),  che  le  prime  polari  di  tutt'i 
punti  di  una  retta  passante  per  d  hanno  in  questo  punto  le  stesse  rette  tangenti. 

(b)  Inoltre,  se  s  tangenti  di  Cn  nel  punto  multiple  d  coineidono  in  una  sola  retta, 
in  questa  si  riunirauno  anche  s  —  1  tangenti  della  prima  polare  di  o  (73,  a);  onde, 
in  tal  caso,  d  rappresenta  r(r  —  l)  +  s  —  1  intersezioni  di  Cn  colla  medesima  prima 
polare  (32).  II  numero  delle  intersezioni  rimanenti  e  n(n  —  1)  —  r(r  —  1)  —  (s  —  l); 
percio  questo  numero  esprime  quante  tangenti  (70)  si  possono  condurre  dal  punto  o 
alia  curva  fondamentale  (supposto  pero  che  questa  non  abbia  altri  punti  multipli).  In 
altre  parole: 

Se  la  cwrva  fondamentale  ha  un  punto  multiplo  secondo  r,  con  s  tangent  i  sovrapposte, 
la  classe  della  curva  e  dhninuita  di  r(r  —  !)-}-$  —  1  unita* 

(c)  Queste  proprieta  generali,  nel  caso  r=2,  s=l   e  nel  caso  r  =  2,  s=2, 
danno  (73,  b): 

Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  doppio  d,  la  priina  polare  di  un  polo  qua- 
lunque  o  passa  per  d  ed  ivi  e  toccata  dalla  retta  coniugata  armonica  di  do  rispetto 
alle  due  tangenti  della  curva  fondamentale. 

Se  la  curva  fondamentale  ha  una  cuspide  d,  la  prima  polare  di  un  polo  qualunque 
passa  per  d  ed  ivi  ha  per  tangente  la  stessa  retta  che  tocca  la  curva  data. 

Per  conseguenza,  la  prima  polare  di  o  sega  C»  in  altri  n(n  —  1)  —  2  o  n(n  —  1)  —  3 
punti  (oltre  d)9  secondo  che  d  e  un  punto  doppio  ordinario  o  una  cuspide.  Cioe  la 
classe  di  una  curva  s'abbassa  di  due  unita  per  ogni  punto  doppio  e  di  tre  per  ogni 
cuspide  *). 

(d)  Per  r  qualunque  ed  $  —  1  si  ha: 

Se  Cw  ha  r  rami  passanti  per  uno  stesso  punto  con  tangenti  tutte  distinte,  la  classe 
e  diminuita  di  r(r  —  1)  unita;  vale  a  dire,  un  punto  (r}^°  con  r  tangeuti  distinte  pro- 


— 
dace  lo  stesso  effetto,  rispetto  alia  classe  della  curva,  come  -+—  —  -  punti  doppi  or- 

£ 

dinari.  La  qual  cosa  e  di  un'evidenza  intuitiva;  perche,  se  r  rami  s'incrociano  in  uno 
stesso  punto,  questo  tien  luogo  degli  —  —  —  -  punti  doppi  che  nascono  dalP  interse- 

2i 

carsi  di  quei  rami  a  due  a  due. 

Ma  se  s  rami  hanno  la  tangente  comune,  combinando  ciascun  d'  essi  col  successivo 


*)  PLI^CKBR,  Solution  d'une  question  fondamentale  concernant  la  thtorie  g£n&rale  des  courbts 
(Giornale  di  CRBLLB,  t.  12,  Berlino  1834,  p.  107). 
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si  hanno  s  —  1  cuspidi,  mentre  ogni  altra  combinazione  di  due  rami  dara  un  punto 
doppio  ordinario.  Ossia:  un   punto  (r)Pl°  con  s  tangenti  riunite  produce,  rispetto  alia 

classe  della  curva,  la  stessa  diminu&ione  che  produrrebbero         . — -  —  (s  —  1)  punti 

Jj 

doppi  ordinari  ed  s  —  1  cuspidi. 

75.  Da  un  polo  o  condotte  due  trasversali  a  segare  la  curva  fondamentale  Cn  ri- 
spettivamente  in  axa2 ..-  an,  l&2  ...  6W,  se  a,  g  sono  i  centri  aruionici,  di  primo  grado, 
di  quest!  due  sistemi  di  n  punti  rispetto  ad  o,  la  retta  polare  di  o  sara  ap.  Donde 
segue  che,  se  pei  medesimi  punti  a^...  an,  &i&2 ...  bn  passa  una  seconda  linea  C'w 
deH'ordine  n ,  la  retta  op  sara  la  polare  cli  o  anche  rispetto  a  C'*, .  Imaginando  ora  che 
le  due  trasversali  oa,ob  siano  infinitamente  vicine,  arriviamo  al  teorema: 

Se  due  linee  dell9  or  dine  n  si  toccano  in  n  punti  situati  in  una  stessa  retta,  un  punto 
qualimque  di  questa  ha  la  medesima  retta  polare  rispetto  ad  entrambe  le  linee  date  *). 

La  seconda  linea  puo  essere  il  sistema  delle  tangenti  a  Cn  negli  n  punti  #!%...  an; 
dunque : 

Un  polo,  che  sia  in  linea  retta  con  n  punti  di  una  curva  delVordine  n,  Jia  la  stessa 
retta  polare  rispetto  alia  curva  e  rispetto  alle  tangenti  di  questa  negli  n  punti. 

Cio  torna  a  dire  che,  se  una  trasversale  tirata  ad  arbitrio  pel  polo  o  incontra  la 
curva  in  Ci02...in  e  le  n  tangenti  in  tf^...^,  si  avra  (11): 

J_    :    ±...  +  ±==1-    i    JL. ..  +  !**). 
ocl      oc%  ocn      oti       ot<>  otn 

76.  Sian  date  n  rette  A1AZ...  A»  situate  comunque  nel  piano,  ed  un  polo  o;  sia 
Pr  la  retta  polare  di  o  rispetto  al  sistema  delle  n — 1  rette  AiA2 . . .  Ar__!Ar+1 . . .  AM 
considerate  come  luogo  d'  ordine  n  —  1 ;  e  sia  ar  il  punto  in  cui  Pr  incontra  Ar .  In 
virtu  del  teorema  (15),  ar  e  anche  il  centro  armonico  di  primo  grado,  rispetto  al  polo  o, 
del  sistema  di  n  punti  in  cui  le  n  rette  date  sono  tagliate  dalla  trasversale  oar\  dunque: 

Date  n  rette  ed  un  polo  o,  U  punto,  in  cui  una  qualunque  delle  rette  date  incontra  la 
retta  polare  di  o  rispetto  alle  altre  n  —  1  rette,  giace  nella  retta  polare  di  o  rispetto  alle 
nrekte***}.  [67] 

Da  questo  teorema,  per  n=3,  si  ricava: 

Le  rette  polari  di  un  punto  dato  rispetto  agli  angoli  di  un  trilatero  incontrano  i 
lati  rispettivamente  opposti  in  tre  punti  situati  in  una  stessa  retta,  che  £  la  polare  del 
punto  dato  rispetto  al  trilatero  risguardato  come  luogo  di  terz5  ordine. 


*)  SALMON,  A  treatise  on  the  higher  plane  curves,  Dublin  1852,  p.  54. 
**)  MACLAURIN,  Z.  c.  p.  201. 

***)  CAYLEY,  Sur  quelques  theoremes  de  la  geometric  de  position  (Giornale  di  CKELLB,  t.  34, 
Berlino  1847,  p.  274). 
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E  reciprocamente:  se  i  lati  bc,ca,ab  di  un  trilatero  ale  sono  incontrati  da  una 
trasversale  in  a',  &f,  cf,  e  se  cti,&i,<?i  sono  ordinatamente  i  coniugati  armonici  di  d,~b\c 
rispetto  alle  coppie  bc,ca,ab,  le  rette  aa1?  &6lf  cct  concorrono  in  uno  stesso  punto  (il 
polo  della  trasversale). 

77.  Le  prime  polari  di  due  punti  qualunque  0,0'  (rispetto  alia  data  curva  C»)  si 
segano  in  (n — I)2  punti,  ciascun  de'  quali,  giacendo  in  entrambe  le  prime  polari,  avra 
la  sua  retta  polare  passante  si  per  o  che  per  of  (69,  a).  Dunque: 

Una  retta  qualunque  e  polare  di  (n-^lf  punti  diver  si,  i  quali  sono  le  intersezioni 
delle  prime  polari  di  due  punti  arbitrari  della  medesima.  Ossia: 

Le  prime  polari  di  tuifi  punti  di  una  retta  formano  un  fascio  di  curve  passanti 
per  gli  stessi  (n — I)2  punti*). 

(a)  In  virtu  di  tale  proprieta,  tutte  le  prime  polari  passanti  per  un  punto  o  hanno 
in  comune  altri  (n — I)2 — 1  punti,  cioe  formano  un  fascio,  la  base  del  quale  consta 
degli  (n  —  I)2  poli  della  retta  polare  di  o.  Per  due  punti  o,  o'  passa  una  sola  prima 
polare  ed  e  quella  il  cui  polo  e  F  intersezione  delle  rette  polari  di  o  ed  o'. 

Dunque  tre  prime  polari  bastano  per  individuare  tutte  le  altre.  Infatti:  date  tre 
prime  polari  C;,  C",  C'",  i  cui  poli  non  siano  in  linea  retta,  si  domanda  quella  che  passa 
per  due  punti  dati  o ,  o'.  Le  curve  C',  C"  deterrninano  un  fascio,  ed  un  altro  fascio  e 
determinato  dalle  C',  &".  Le  curve  che  appartengono  rispettivamente  a  questi  due  fasci 
e  passano  entrambe  per  o  individuano  un  terzo  fascio.  Quella  curva  del  terzo  fascio 
che  passa  per  of  e  evidentemente  la  richiesta. 

(b)  Se  tre  prime  polari,  i  cui  poli  non  siano  in  linea  retta,  passano  per  uno  stesso 
punto,  questo  sara  comune  a  tutte  le  altre  prime  polari  e  sara  doppio  per  la  curva 
fondamentale  (73);  infatti  la  sua  retta  polare,  potendo  passare  per  qualunque  punto 
del  piano  (6 9,  a),  riesce  indeteiminata  (72), 

78.  Suppongasi  che  la  polare  (r)ma  di  un  punto  o  abbia  un  punto  doppio  o',  onde 
la  prima  polare  di  un  punto  arbitrario  m  rispetto  alia  polare  (r)ma  di  o  (considerate 
questa  come  curva  fondamentale)  passera  per  o'  (73).  A  cagione  del  teorema  (69,  d), 
la  prima  polare  di  m  rispetto  alia  (n  —  r  —  l)ma  polare  di  o'  passera  per  o.  Inoltre, 
siccome  r(r  +  l)ma  polare  di  o  passa  per  o',  cosi  il  punto  o  giace  nelT(w  —  r — l)m* 
polare  di  of  (69,  a).  Dunque  (77,  b): 

Se  la  polare  (r)ma  di  o  ha  un  punto  doppio  o\  weaver sa  ly(n  —  r  —  l)ma  polare  di  o' 
Jia  un  punto  doppio  in  o  **). 


*)  BOBILMER,  Demonstrations  de  quelques  tTi&r&mes  sur  les  lignes  etc.  (Annales  de  GER- 
GONNE,  t.  18,  Nismes  1827-28,  p.  97). 

**)  STEINBR,  Attgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Curven  (Giornale  di  GRELLB,  t.  47, 
Berlino  1853,  p.  4). 

Cremona,  tomo  I.  35 
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Per  esempio:  se  la  prima  polare  di  o  ha  un  punto  doppio  </,  la  conica  polare  di  of 
sara  il  sistema  di  due  rette  segantisi  in  0;  e  viceversa* 

(a)  Se  la  data  curva  Cn  ha  una  cuspide  d,  la  conica  polare  di  questo  punto  si 
risolve  in  due  rette  coincidenti  nella  retta  che  tocca  Cn  in  d  (72).  Ciascun  punto  m 
di  questa  retta  puo  risguardarsi  come  un  punto  doppio  della  conica  polare  di  d\  dunque 
d  sara  un  punto  doppio  della  prima  polare  di  m,  ossia: 

Se  la  curva  fondamentale  ha  una  cuspide,  la  prima  polare  di  un  punto  giialunqiie 
della  tangente  cuspidale  passa  due  volte  per  la  cuspide. 

Queste  prime  polari  aventi  un  punto  doppio  in  d  formano  un  fascio  (77,  a);  eppero 
fra  esse  ve  ne  sono  due,  per  le  quali  d  e  una  cuspide  (48).  Una  delle  due  prime  polari 
cuspidate  e  quella  che  ha  per  polo  lo  stesso  punto  d  (72). 

(b)  L'(s)wa  polare  di  un  punto  m  rispetto  a!F(r)ma  polare  di  un  altro  punto  o  abbia 
un  punto  doppio  0';  vale  a  dire  (69,  c),  V(r}ma  polare  di  o  rispetto  air(s)wff  polare  di 
m  passi  due  volte  per  o'.  Applicando  air  (s)ma  polare  di  m  il  teorema  dimostrato  per 
la  curva  Cn  (78),  troviamo  che  1'  ((n — s) — r — l)wflt  polare  di  o'  rispetto  all7  (s)ma  po- 
lare di  m  ha  un  punto  doppio  in  o.  Dunque: 

Se  r  (s)ma  polare  di  m  rispetto  aW  (r]ma  polare  di  o  ha  un  punto  doppio  o' ,  vice- 
versa  r(s)ma  polare  di  m  rispetto  alV(n — r  —  s  —  l)ma  polare  di  o'  avra  un  punto 
doppio  in  o. 

79.  L9(r)ma  polare  di  o  abbia  una  cuspide  o';  l'(w  —  r — l}ma  polare  di  o'  passera 
due  volte  per  o  (78).  Se  poi  si  designa  con  m  un  punto  qualunque  della  retta  che  tocca 
nella  cuspide  o'  p(r)ma  polare  di  o,  la  prima  polare  di  m  rispetto  alia  stessa  (r)ma  polare 
di  o  avra  un  punto  doppio  in  o  (78,  a);  eppero  (78,  b)  la  prima  polare  dim  rispetto 
alP  (M, — r  —  2)™a  polare  di  d  avra  un  punto  doppio  in  o. 

Da  questa  proprieta,  fatto  r=l,  discende: 

Se  la  prima  polare  di  o  "ha  una  cuspide  o\  ciascun  punto  della  tangente  cuspidale 
Jia  per  conica  polare,  relativamente  alia  cubica  polare  di  o' ,  un  pajo  di  rette  incrocian- 
tisi  in  o. 

E  evidente  che  ciascuna  di  queste  rette  determina  1'altra,  vale  a  dire,  tutte  le 
analoghe  paja  di  rette  costituiscono  un'involuzione  (di  secondo  grado);  onde  nella  tan- 
gente cuspidale  vi  saranno  due  punti,  ciaseun  de*  quali  avra  per  conica  polare  {rispetto 
alia  cubica  polare  di  o')  un  pajo  di  rette  riunite  in  una  sola  retta  passante  per  o. 

II  punto  o  &  doppio  per  la  conica  polare  {relativa  alia  cubica  polare  di  o')  di  ciaseun 
punto  m  della  tangente  cuspidale;  viceversa  adunque  (78)  m  e  un  punto  doppio  della 
conica  polare  di  o  (relativa  alia  cubica  polare  di  o')*  Ossia:  la  retta  che  tocca  la  prima 
polare  di  o  nella  cuspide  o',  considerata  come  il  sistema  di  due  rette  coincidenti,  e 
la  conica  polare  di  o  rispetto  alia  cubica  polare  di  o'. 
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Le  rette  doppie  delF  involuzione  suaccennata  incontrino  la  tangente  cuspidale  in 
0i ,  o2.  Siccome  ol  e  un  punto  doppio  si  per  la  conica  polare  (sempre  rispetto  alia  cubica 
polare  di  o')  di  o,  che  per  la  conica  polare  rappresentata  dalla  retta  ooi,  cosi  (78)  la 
conica  polare  di  d  avra  un  punto  doppio  in  o  ed  un  altro  sopra  0i<>2,  vale  a  dire,  sara 
il  sistema  di  due  rette  coincident!.  Dunque  le  rette  oo2,  oo^  eostituiscono  separatamente 
le  coniclie  polari  de'  punti  Oj.,02;  ossia: 

Se  la  prima  polare  di  o  ha  una  cuspide  o' ,  nella  tangente  cuspidale  esistono  due  punti 
Oi ,  02  j  i  quali  insieme  con  o  formano  un  triangolo,  tale  che  ciascm  lato  considerate  come 
due  rette  coincidenti  e  la  conica  polare  del  vertice  opposto,  relativamente  alia  cubica  po- 
lare del  punto  d . 

80.  Consideriamo  ora  una  tangente  stazionaria  della  data  curva  Cn  ed  il  relative 
punto  di  contatto  o  fiesso  L  Preso  un  polo  o  nella  tangente  stazionaria  e  considerata 
questa  coine  trasversale  (68),  tre  punti  a  sono  riuniti  nel  flesso  (29),  eppero  questo 
tien  luogo  di  due  centri  armonici  del  grado  n  —  1  e  di  un  centre  armonico  del  grado 
n—  2  (16).  Vale  a  dire,  la  prima  polare  di  o  passa  per  i  ed  ivi  tocca  Cn;  e  per  i 
passa  anche  la  seconda  polare  di  0*). 

Come  adunque  per  i  passa  la  seconda  polare  d'  ogni  punto  o  della  tangente  stazio- 
naria, cosi  (69,  a)  la  conica  polare  di  i  conterra  tutt'i  punti  della  tangente  medesima. 
Dunque  la  conica  polare  di  un  flesso  si  decompone  in  due  rette,  una  delle  quali  e  la 
rispettiva  tangente  stazionaria. 

Se  i'  e  il  punto  comune  alle  due  rette  che  formano  la  conica  polare  del  flesso  i , 
la  prima  polare  di  i'  avra  (78)  un  punto  doppio  in  L  Ossia:  un  flesso  della  curva  data 
e  un  punto  doppio  di  una  prima  polare,  il  cui  polo  giace  nella  tangente  stazionaria. 

Se  un  punto  p  appartiene  a  CL  ed  ha  per  conica  polare  il  sistema  di  due  rette,  esso 
sara  o  un  punto  doppio  o  un  flesso  della  curva  data.  Infatti :  o  le  due  rette  passano 
entrambe  per  p,  e  la  retta  polare  di  questo  punto  riesce  indeterminata,  cioe  p  e  un 
punto  doppio  della  curva.  Owero,  una  sola  delle  due  rette  passa  per  p>  ed  e  la  tan- 
gente alia  curva  in  questo  punto  (71);  tutt'i  punti  di  questa  retta  appartengono  alle 
polari  (n —  l)ma  ed  (n  —  2)mct  di  p,  dunque  la  prima  e  la  seconda  polare  di  ciascun  di 
que'  punti  passa  per  p,  il  che  non  puo  essere,  se  quella  retta  non  ha  in  p  un  contatto 
tripunto  colla  curva  data  (16). 

81.  Siccome  ad  ogni  punto  preso  nel  piano  della  curva  fondamentale  Cn  corrisponde 
una  retta  polare,  cosi  domandiamo:  se  il  polo  percorre  una  data  curva  CM1  d'ordine  m, 
di  qual  classe  e  la  curva  inviluppata  dalla  retta  polare?  ossia,  quante  rette  polari 


*)  j  Tutte  le  polari  d'un  flesso  hanno  questo  punto  per  flesso,  colla  medesima  tangente 
stazionaria.  } 


388  INTRODUZIONE   AD   UNA   TEORIA   GEOMETRICA   DELLE   CURVE   PIANE. 


passano  per  un  arbitrario  punto  o,  ciascuna  ayente  un  polo  in  Cm?  Se  la  retta  polare 
passa  per  o,  il  polo  e  (69,  a)  nella  prima  polare  di  0,  la  (juale  sega  Cm  in  m(n — 1) 
pnnti.  Questi  sono  i  soli  punti  di  CM,  le  rette  polari  de'  quali  passino  per  o;  dunque: 
se  il  polo  percorre  una  curva  delVordine  m,  la  retta  polare  inviluppa  una  curva  della  classe 
m(n — 1). 

(a)  Per  m=l  si  ha:  se  il  polo  percorre  una  retta  R,  la  retta  polare  inviluppa 
una  curva  della  classe  n  —  1 . 

(b)  Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  (r}vl°  d,  la  prima  polare  di  o  passa  r —  1 
volte  per  d(73);  quindi,  se  anche  R  passa  per  quest'ultimo  punto,  la  prima  polare  di 
o  seghera  R  in  altri   (n  —  1)  —  (r — 1)  punti;  cioe  la  classe  dell' inviluppo  richiesto 
sara  n  —  r. 

(c)  Se  inoltre  s[>l]  rami  di  C»  hanno  in  $la  tangente  comune,  questa  tocca  ivi 
s  —  l  rami  della  prima  polare  di  o  (74);  onde,  se  R  e  questa  tangente,  le  rimanenti 
sue  intersezioni  colla  prima  polare  di  o  saranno  in  numero  (n — 1)  —  (r  —  I)  —  1;  [6SJ 
dunque  la  classe  delF  inviluppo  e  in  questo  caso  n — (r+1). 

82.  Come  la  teoria  de*  centri  armonici  di  un  sistema  di  punti  in  linea  retta  serve 
di  base  alia  teoria  delle  curve  polari  relative  ad  una  curva  fondamentale  di  dato  ordine, 
cosi  le  proprieta  degli  assi  armonici  di  un  fascio  di  rette  divergent!  da  un  punto  (19, 20), 
conducono  a  stabilire  un'  analoga  teoria  di  inviluppi  polari  relativi  ad  una  curva  fon- 
damentale di  data  classe. 

Data  una  curva  K  della  classe  m  ed  una  retta  R  nello  stesso  piano,  da  un  punto 
qualunque  p  di  R  siano  condotte  le  m  tangenti  a  K;  gli  assi  armonici,  di  grado  r, 
del  sistema  di  queste  w  tangenti  rispetto  alia  retta  fissa  R  inviluppano,  quando  p 
muovasi  in  R,  una  linea  della  classe  r.  Cosi  la  retta  R  da  luogo  ad  m — 1  inviluppi 
polari,  le  cui  classi  cominciano  con  m  —  1  e  finiscono  con  1.  L:  inviluppo  polare  di 
classe  piu  alta  tocca  le  rette  tangenti  a  K  ne'  punti  comuni  a  questa  linea  e  ad  R; 
onde  segue  che  R  incontra  K  in  m(m  —  1)  punti,  cioe  una  curva  della  classe  m  e  gene- 
ralmente  AeWordine  m(m — 1).  Ma  questo  e  diminuito  di  due  unita  per  ogni  tangente 
doppia  e  di  tre  unita  per  ogni  tangente  stazionaria  di  cui  sia  dotata  la  curva  fonda- 
mentale; ecc,  ecc. 

AST.  XIV. 
Teoremi  relativi  ai  sfetemi  di  curve* 

83.  Due  serie  di  curve  (34)  si  diranno  projettive,  quando,  in  virtu  di  una  qualsiasi 
legge  data,  a  ciascuna  curva  della  prima  serie  corrisponda  una  sola  curva  della  seconda 
e  reciprocamente*    [69] 
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Una  serie  d'indiee  M  e  d'ordine  m  sia  projettiva  ad  una  serie  d'indice  N  e  d'or- 
dine  w;  di  quale  ordine  e  la  linea  luogo  delle  intersezioni  di  due  curve  corrispondenti? 
Ossia,  in  una  retta  trasversale  arbitraria  quanti  punti  esistono,  per  ciascun  de'  quali 
passino  due  curve  corrispondenti?  Sia  a  un  punto  qualunque  della  trasversale,  pel 
quale  passano  M  curve  della  prima  serie;  le  M  corrispondenti  curve  della  seconda  serie 
incontreranno  la  trasversale  in  Mw  punti  a'.  Se  invece  si  assume  ad  arbitrio  un  punto 
a'  nella  trasversale  e  si  considerano  le  N  curve  della  seconda  serie  che  passano  per 
esso,  le  N  corrispondenti  curve  della  priina  serie  segano  la  trasversale  in  N-;w  punti  a. 
Dunque  a  ciascun  punto  a  corrispondono  Mw  punti  a'  ed  a  ciascun  punto  a'  corrispon- 
dono  Nm  punti  a.  Cioe,  se  i  punti  a ,  a'  si  riferiscono  ad  una  stessa  origine  o  (fissata 
ad  arbitrio  nella  trasversale),  fra  i  segmenti  oa,  oa  avra  luogo  un'equazione  di  grado 
Mw  rispetto  ad  oa'  e  di  grado  N»a  rispetto  ad  oa.  Onde,  se  a'  coincide  con  a,  si  avra 
un'equazione  del  grado  M.n  -f-Nw  in  oa,  vale  a  dire,  la  trasversale  contiene  Mw  -f  N/H 
punti  del  luogo  richiesto.  Abbiamo  cosi  il  teorema  generate*): 

Date  due  serie  projettive  di  curve,  I'una  d'indice  M  e  d'ordine  tn,  I'altra  d'indice  N 
e  d'ordine  n,  il  luogo  de'  punti  comuni  a  due  curve  corrispondenti  e  una  linea  deW  ordine 
Mn  +  Nm.  [70] 

(a)  Per  M=N=1,  questo  teorema  da  Tordine  della  curva  luogo  delle  intersezioni 
delle  linee  corrispondenti  in  due  fasci  projettivi  (50).  E  nel  caso  di  w=w==l  si  ha: 

Se  le  tangenti  di  una  curva  della  classe  M  corrispondono  projettivamente,  ciascuna 
a  ciascuna,  alle  tangenti  di  un'altra  curva  della  classe  N,  il  luogo  del  punto  commie  a 
due  tangenti  omologhe  e  una  linea  delV ordine  M  +  N. 

(b)  Analogamente  si  dimostra  quest'altro  teorema,  che  puo  anche  concbiudersi  da 
quello  ora  enunciato,  in  virtu  del  principio  di  dualita: 

Se  a  ciascun  punto  di  una  data  curva  d'ordine  M  corrisponde,  in  forga  di  una  certa 
legge,  un  solo  punto  di  un'altra  curva  data  delVordine  N,  e  reciprocamente,  se  ad  ogni 
punto  di  qitesta  corrisponde  un  sol  punto  di  quella,  la  retta  cJie  unisce  due  punti  omologhi 
inviluppa  una  curva  della  classe  M  +  N. 

84.  Data  una  serie  d'indice  N  e  d'ordiue  w,  cerchiamo  di  quale  indice  sia  la  serie 
delle  polari  (r)m&  d'un  dato  punto  o  rispetto  alle  curve  della  serie  proposta.  Quante 
polari  siffatte  passano  per  un  punto  qualunque,  ex.  gr.  per  lo  stesso  punto  dato  o?  Le 
sole  polari  passanti  pel  polo  o  sono  qnelle  relative  alle  curve  della  data  serie,  che 
s'incrociano  in  o,  e  queste  sono  in  numero  1ST.  Dunque: 

Le  polari  (r)me  di  un  dato  punto,  rispetto  alle  curve  d'ordine  n  d'una  serie  d'indice  N, 
formano  una  serie  d'indice  N  e  d'ordine  n — r .  La  nuova  serie  e  projettiva  alia  prima. 


*)  JONQUI&KES,  TTteor^mes  gtntraux  etc.  p.  117, 
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(a)  Per  N— 1  si  ha:  le  polari  (r}me  di  un  dato  punto  rispetto  alle  curve  di  un  fascio 
formano  un  nuovo  fascio  projettivo  al  primo*).    [71] 

(b)  Se  r=M —  1,  si  ottiene  il  teorema: 

Le  rette  polari  d'un  punto  dato  rispetto  alle  curve  d'una  serie  d'indice  N  inviluppano 
una  linea  della  dasse  N. 

(c)  Ed  in  particolare,  se  N  — 1:  le  rette  polari  d'un  punto  dato  o  rispetto  alle 
curve  d'un  fascio  concorrono  in  uno  stesso  punto  o'  e  formano  una  stella  projettiva 
al  fascio  dato**). 

85.  Data  una  serie  d'indice  N  e  d'ordine  n,  ed  un  punto  o,  si  consideri  1'altra 
serie  formata  dalle  prime  polari  di  o  relative  alle  curve  della  serie  data  (84).  I  punti 
in  cui  una  delle  curve  d'ordine  n  e  segata  dalla  relativa  prima  polare  sono  anche  (70) 
i  punti  ove  la  prima  curva  e  toccata  da  rette  uscenti  da  o.  Siccome  poi  le  due  serie 
sono  projettive,  cosi  applicando  ad  esse  il  teorema  generale  di  JONQUIERES  (83),  avremo: 

Se  da  un  punto  o  si  conducono  le  tangenti  a  tutte  le  curve  d'ordine  n  d'wa  serie 
d'indice  N,  i  punti  di  contatto  giacdono  in  una  linea  dell9  or  dine  N"(2% — I). 

Essendo  il  punto  o  situato  in  N  curve  della  data  serie,  la  curva  luogo  de'  contatti 
passera  N  volte  pel  punto  medesimo  ed  ivi  avra  per  tangenti  le  rette  che  toccano  le  N 
curve  preaccennate,  Ogni  retta  condotta  per  o  incontrera  quel  luogo  in  altri  2N(^ — 1) 
punti,  dunque: 

Fra  le  curve  d'ordine  n  d*una  serie  d'indice  N  ve  ne  sono  2N  (n —  1)  ehe  toccano  una 
retta  gualswoglia  data. 

Se  N=l,  si  ricade  nel  teorema  (49). 

86.  Data  una  serie  d'indice  N  e  d'ordine  n9  di  quale  ordine  e  il  luogo  di  un  punto, 
del  quale  una  retta  data  sia  la  polare  rispetto  ad  alcuna  delle  curve  della  serie?  Cer- 
cMamo  quanti  siano  in  una  retta  qualunque,  ex.  gr.  nella  stessa  retta  data,  i  punti 
dotati  di  quella  proprieta.  I  soli  punti  giacenti  nella  propria  retta  polare  sono  quelli  ove 
la  retta  medesima  tocca  curve  della  data  serie.  Onde,  pel  teorema  precedente,  avremo : 

II  luogo  dei  poli  di  una  retta  data,  rispetto  alle  curve  cFordine  n  d'una  serie  d'indice 
N,  e  una  linea  deWordine  2N(n — ,1). 

Quando  e  N  — 1,  in  causa  del  teorema  (84,  c),  un  punto  a  apparterra  al  luogo  di 
cui  si  tratta,  se  le  sue  rette  polari  relative  alle  curve  date  concorrano  in  un  punto  b 
della  retta  data,  Ma?  in  tal  caso,  le  prime  polari  di  i  passano  per  a  (69,  a);  dunque  ***) : 


*)  BOBILLIBE,  Rockerdm  sur  les  loi$  qui  rggissent  Us  lignes  etc.  (Annales  do  GBRGONNE? 
t.  18,  Nismes  1827-28,  p.  256). 

**}  \8&  o  si  muove  in  nna  retta,  a1  descrive  una  curva  d'ordirie  2(n— 1).  ( 
***)  BOBILLIBJE,  ibidem. 
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Dato  un  fascio  d'ordine  n,  le  prime  polari  cTuno  stesso  punto  rispetto  alle  curve 
del  fascio  formano  un  nuovo  fascio.  Se  il  polo  percorre  una  retta  fissa,  i  punti-base 
del  secondo  fascio  generano  una  linea  delFordine  2(w — 1),  die  e  anche  il  luogo  dei 
poli  della  retta  data  rispetto  alle  curve  del  fascio  proposto. 

87.  Quale  e  il  luogo  di  un  punto  che  abbia  la  stessa  retta  polare  rispetto  ad  una 
data  curva  Cn  d'ordine  n  e  ad  alcuna  delle  curve  CMl  d'una  data  serie  d'indice  M?  Per 
risolvere  il  problema,  cerchiamo  quanti  punti  del  luogo  richiesto  siano  contenuti  in  una 
trasversale  assunta  ad  arbitrio.  Sia  a  un  punto  qualunque  della  trasversale;  A  la  retta 
polare  di  a  rispetto  a  C^.  II  luogo  dei  poli  della  retta  A  rispetto  alle  curve  Cm  e  (86) 
una  linea  dell'ordine  2M(w — 1),  che  seghera  la  trasversale  in  2M(w —  1)  punti  a, 
Reciprocainente:  assunto  ad  arbitrio  un  punto  a  nella  trasversale,  le  rette  polari  di  a 
rispetto  alle  curve  Gm  formano  (84,  b)  una  curva  della  classe  M,  la  quale  lia  M(«  —  1) 
tangenti  comuni  coll  a  curva  di  classe  n —  1  inviluppo  delle  rette  polari  de'  punti  della 
trasversale  relative  a  Cn  (81,  a).  Queste  M(^-~  1)  tangenti  comuni  sono  polari,  rispetto 
a  Cn,  d'altrettanti  punti  a  della  trasversale.  Cos!  ad  ogni  punto  a  corrispondono 
2M  (m  —  1)  punti  a  ed  a  ciascun  punto  a  corrispondono  M(w  —  1)  punti  a\  dunque  (83) 
vi  saranno  2M(m —  l)  +  M(n — l)  punti  a,  ciascuno  de'  quali  coincidera  con  uno 
de'  corrispondenti  a'.  Per  conseguenza: 

H  luogo  di  un  punto  avente  la  stessa  retta  polare^  rispetto  ad  una  data  curva  d9  or  dine  n 
e  ad  alcuna  delle  curve  d'una  serie  d'indice  M  e  d'ordine  m,  e  una  linea  deWordine 
M(tt  +  2w  — 3). 

(a)  Se  la  data  curva  Gn  ha  un  punto  doppio  d  (ordinario  o  stazionario),  la  retta 
polare  di  questo  punto  rispetto  a  Cn  e  indetenninata  (72),  onde  puo  assumersi  come 
tale  la  tangente  a  ciascuna  delle  M  curve  Cm  passanti  per  d.  Dunque  la  curva  d'ordine 
M(n  +  2m  —  3),  che  indicheremo  con  K,  passa  M  volte  per  ciascuno  de'  punti  doppi 
ordinari  o  stazionari  della  curva  Cn.    [72] 

(b)  Sia  d  un  punto  stazionario  di  Gn  e  si  applichi  alia  tangente  cuspidale  T  il  ra- 
gionamento  dianzi  fatto  per  un'arbitraria  trasversale.  Se  si  riflette  che,  nel  caso  attuale, 
F  inviluppo  delle  rette  polari  de'  punti  di  T,  rispetto  a  Cn  e  della  classe  n  —  3  (81,  c), 
talche  ad  ogni  punto  a1  corrisponderanno  M(w  —  3)  punti  a,  si  vedra  che  la  retta  T? 
prescindendo  dal  punto  d,  incontra  la  curva  K  in  M(»+2»* — 5)  punti,  ossia  il  punto  d 
equivale  a  2M  intersezioni  di  K  e  T.  Per  conseguenza  (32)  [73]  in  d  sono  riuniti  3M 
punti  comuni  alle  linee  K  e  Cn. 

(c)  Di  qui  s1  inferisce  che,  se  la  data  curva  0^  ha  3  punti  doppi  e  K  cuspidi,  essa 
sara  incontrata  dalla  linea  K  in  altri  M(^(rc  +  2w— 3)— 25—  3x)  punti.  Ma  questi, 
in  virtu  della  definizione  della  linea  K,  sono  i  punti  ove  CU  e  toccata  da  curve  della 
data  serie;  dunque: 
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In  una  serie  d'indice  M  e  d'ordine  m  m  sono  M.(n(n -\-2rn  —  3)  —  28 — 3xj  curve 
die  tocoano  una  data  linea  d'ordine  n,  dotata  di  8  punti  doppi  e  %  cuspidi  *). 

(d)  Per  M=m=l  si  ha: 

II  mmero  delle  rette  tangenti  che  da  un  data  punto  si  possono  condurre  ad  ^lna  curva 
d'ordine  n,  avente  8 punti  doppi  e  %  cuspidi,  e  n(n — 1)  —  2§ — 3x:  risultato  gia  otte- 
nuto  altrove  (74,  c). 

88.  In  un  fascio  (Tordine  m  quante  sono  le  curve  dotate  di  un  punto  doppio  ?  As- 
sunti  ad  arbitrio  tre  punti  o,o\o"  (non  situati  in  linea  retta),  le  loro  prime  polari 
relative  alle  curve  del  dato  fascio  formano  (84,  a)  tre  altri  fasci  projettivi  d'ordine 
m — 1,  ne'  quali  si  considerino  come  curve  corrispondenti  le  polari  di  o,  o\  o"  rispetto 
ad  una  stessa  curva  del  fascio  proposto.  Se  una  delle  curve  date  ha  un  punto  doppio, 
in  esso  sMntersecano  le  tre  corrispondenti  prime  polari  di  o:  o',  o"  (73).  Dunque  i  punti 
doppi  delle  curve  del  dato  fascio  sono  que1  punti  del  piano  pei  quali  passano  tre  curve 
corrispondenti  de'  tre  fasci  projettivi  di  prime  polari. 

Ora,  il  primo  ed  il  secondo  fascio,  colle  mutue  intersezioni  delle  linee  corrispon- 
denti, generano  (50)  una  curva  d'ordine  2(m — 1);  ed  un'altra  curva  dello  stesso  ordine 
e  generata  dal  primo  e  terzo  fascio.  Queste  due  curve  passano  entrambe  per  gli  (m — I)2 
punti-base  del  primo  fascio  di  polari;  eppero  esse  si  segheranno  in  altri  3(m  —  If 
punti,  i  quali  sono  evidentemente  i  richiesti,  Cioe: 

Le  curve  d'ordine  m  di  un  fascio  hanno  3(m —  I)2  punti  doppi. 

(a)  Le  curve  date  si  tocchino  fra  loro  in  un  punto  o,  talche  una  di  esse,  Cw ,  abbia 
ivi  un  punto  doppio  (47).  II  punto  o'  sia  preso  nella  tangente  comune  alle  curve  date, 
ed  o"  sia  affatto  arbitrario.  Le  prime  polari  di  o  relative  alle  curve  del  fascio  proposto 
passano  tutte  per  o,  ivi  toccando  od  (71);  ed  una  di  esse,  quella  che  si  riferisce  a  Cw, 
ha  in  o  un  punto  doppio  (72).  Anche  le  polari  di  o1  passano  tutte  per  o  (70);  ma  fra 
le  polari  di  o"  una  sola  passa  per  o,  quella  cioe  che  corrisponde  a  Cm  (73), 

Le  polari  di  o  e  quelle  di  of  generano  una  curva  dell1  ordine  2(w  —  1),  per  la  quale  o 
e  un  punto  doppio  ed  oo'  una  delle  relative  tangenti  (52,  a).  E  le  polari  di  o  con  quelle 
di  o"  generano  un'altra  curva  dello  stesso  ordine,  anch'essa  passante  due  volte  per  o 
{51>b).  Dunque  il  punto  o,  doppio  per  entrambe  le  curve  d'ordine  2(m  —  1),  equivale 
a  quattro  intersezioni.  In  o  le  polari  di  questo  punto  si  toccano,  eppero  gli  altri  punti- 
base  del  fascio  da  esse  formato  sono  in  numero  (m — I)2 — 2.  Oltre  a  questi  punti  e  ad 
o  le  due  curve  d'ordine  2 (m — 1)  avranno  4(m — I)2 — 4 — ((m— I)2— 2J  =  3(w — I)2 — 2 
intersezioni  comizni. 


*)  BISGHOFF,  Einige  S&tzz  titber  die  Tangentwi  algdbraiscker  Curven  (Giornale 
j  t.  56,  Berlino  1859,  p.  172),  —  JONQUI&RBS,  Tk&rfrnes  g£n$raux  etc.  p.  120. 
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Dunque  il  punto  o,  ove  si  toccano  le  curve  del  dato  fascio,  conta  per  due  fra  i 
punti  doppi  del  fascio  medesiino. 

(b)  Suppongasi  ora  che  nel  dato  fascio  si  trovi  una  curva  Cm  dotata  di  una  cuspide  o. 
Sia  o'  un  punto  preso  nella  taagente  cuspidale,  ed  o"  un  altro  punto  qualsivoglia.  Le 
prime  polari  di  o  rispetto  alle  curve  date  formano  un  fascio,  nel  quale  v1  ha  una  curva 
(la  polare  relativa  a  G,n)  avente  una  cuspide  in  o  colla  tangente  oo'  (72).  Alia  quale 
curva  corrispondono,  nel  fascio  delle  polari  di  o',  una  curva  passante  due  volte  per  o 
(78,  a),  e  nel  fascio  delle  polari  di  o",  una  curva  passante  per  o  ed  ivi  toccante  oo 
(74,  c).  Percio  il  primo  ed  il  secondo  fascio  generano  una  curva  d'ordine   2(w — 1), 
per  la  quale  o  e  un  punto  doppio  (51,f);  mentre  il  primo  ed  il  terzo  fascio  danno 
nascimento  ad  una  curva  di  quello  stesso  ordine,  passante  sempliceniente  per  o  ed  ivi 
toccante  la  retta  oof  (51,  g).  Queste  due  curve  hanno  adunque  due  punti  cornuni  riuniti 
in  0;  talche,  astraendo  dagli  (m — I)2  punti-base  del  primo  fascio,  le  rimanenti  inter- 
sezioni  saranno  3(m — I)2 —2. 

Ossia:  se  in  un  fascio  v'ha  una  curva  dotata  di  una  cuspide,  questa  conta  per  due 
fra  i  punti  doppi  del  fascio. 

(c)  Da  ultimo  supponiamo  che  tutte  le  curve  del  fascio  proposto  passino  per  o, 
cuspide  di  Gm .  Sia  ancora  o'  un  punto  della  tangente  cuspidale  di  C^ ,  e  si  prenda  o" 
nella  retta  che  tocca  in  o  tutte  le  altre  curve  del  fascio.  Le  polari  di  o  passano  per 
questo  punto,  toccando  ivi  oo"  ed  una  fra  esse,  quella  relativa  a  Cm,  ha  una  cuspide 
in  o  colla  tangente  oo'  (71,  72).  Le  polari  di  o"  passano  anch'esse  per  o  (70);  ma  una 
sola,  quella  che  si  riferisee  a  CMl,  tocea  ivi  oo  (74,  c).  E  fra  le  polari  di  a1,  soltanto 
queJla  che  e  relativa  a  Cm  passa  per  o,  ed  invero  vi  passa  due  volte  (78,  a).  Donde 
segue  che  le  polari  di  o  ed  o"  generano  una  curva  d'ordine  2(w —  1),  per  la  quale  o 
e  un  punto  doppio  colle  tangenti  oo' ,  oo"  (52,  a);  e  le  polari  di  o  ed  o'  generano  un'altra 
curva  dello  stesso  ordine,  cuspidata  in  o  colla  tangente  oo'  (51,  c).  Pertanto  le  due 
curve  cosi  ottenute  hanno  in  o  un  punto  doppio  ed  una  tangente  (oo1)  comune,  ossia 
hanno  in  o  cinque  intersezioni  riunite  (32).  Messi  da  parte  il  punto  o,  nel  quale  tutte 
le  polari  del  primo  fascio  si  toccano,  e  gli  altri  (m— I)2  —  2  punti-base  del  fascio  me- 
desimo,  il  numero  delle  rimanenti  intersezioni  delle  due  curve  d'ordine  2(w — 1)  sara 
3(w  — 1)*— 3. 

Dunque  il  punto  o  comune  a  tutte  le  curve  del  fascio  proposto,  una  delle  quali  e 
ivi  cuspidata,  conta  per  tre  fra  i  punti  doppi  del  fascio  medesimo.  —     [74] 

(d)  Applicando  il  teorema  generale  (dimostrato  al  principio  del  presente  n.°)  al 
fascio  delle  prime  polari  de'  punti  di  una  data  retta  (77),  rispetto  ad  una  curva  Cft 
d'ordine  w,  si  ha: 

In  una  retta  qualunque  vi  sono  3(»  —  2)2  punti,  ciascun  de'  quali  ha  per  prima 
polare,  rispetto  ad  una  data  linea  deWordine  n,  una  curva  dotata  di  un  punto  doppio. 
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0  in  altre  parole,  avuto  anche  riguardo  al  teorema  (78): 

II  Inogo  del  pali  delle  prime  polari  dotate  di  punto  doppio,  rispetto  ad  una  data  linea 
d'ordine  n,  ossia  il  luogo  de'  punti  d'incrociamento  di  quelle  coppie  di  rette  che  costitui- 
scono  coniche  polari,  e  una  curva  dell'ordine  3  (n  —  2)2. 

Questo  luogo  si  chiamera  curva  Steineriana*}  della  curva  fondamentale  CH**}. 

(e)  Se  la  eurva  fondamentale  lia  una  cuspide  d,  ogni  punto  della  tangente  cuspidale 
e  polo  di  una  prima  polare  avente  un  punto  doppio  in  5(78,  a).  Percio  la  tangente 
medesima  fara  parte  della  Steineriana. 

89.  Le  rette  polari  di  un  punto  fisso  rispetto  alle  curve  d'un  fascio  passano  tutte 
per  un  altro  punto  fisso  (84,  c).  Se  si  considera  nel  fascio  una  curva  dotata  di  un  punto 
doppio  d,  la  retta  polare  di  d  rispetto  a  questa  curva  e  indeterminata  (72);  talclie  le 
rette  polari  di  d,  relativamente  a  tutte  le  altre  curve  del  fascio,  si  confonderanno  in 
una  retta  unica.  Vale  a  dire: 

/  punti  doppi  delle  curve  d'un  fascio  godono  della  proprieta  die  ciascun  d'essi  1m 
la  stessa  retta  polare  rispetto  a  tutte  le  curve  del  fascio. 

Di  qui  s'inferisce  che  (86): 

II  luogo  dei  poll  di  una  retta  rispetto  alle  curve  di  un  fascio  d'ordine  m  e  una  linea 
dell'wdine  2  (w — 1)  passante  pel  &(m  —  I)3  punti  doppi  del  fascio. 

E  il  luogo  di  un  punto  avente  la  stessa  retta  polare,  rispetto  ad  una  data  curva  Cw  e 
alle  curve  Cm  d'un  fascio,  e  (87)  una  curva  dell'ordine  w+2w— 3  passante  pei  S>(m— I)2 
punti  doppi  del  fascio.  Pertanto  questi  punti  e  quelli  ove  Cn  e  toccata  da  alcuna  delle 
Cm  giacciono  tutti  insieme  nelPanzidetta  curva  d'ordine  w  +  2m — 3.  In  particolare: 

Una  retta  data  e  toccata  da  2(m~l)  curve  d'un  dato  fascio  d'ordine  m.  I  2(m  —  1) 
punti  di  contatto,  insieme  coi  3(m — I)2  punti  doppi  del  fascio,  giacciono  in  una  curva 
deirordine  2(w  —  1),  luogo  dei  poli  della  retta  data  rispetto  alle  curve  del  fascio. 

90.  Dati  due  fasci  di  curve,  i  cui  ordini  siano  m  ed  mlt  vogliamo  indagare  di  qual 
ordiae  sia  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  una  curva  del  primo  fascio  toccM  una  curva 
del  secondo*  Avanti  tutto,  £  evidente  che  il  luogo  ricMesto  passa  per  gli  m^-f-m?  punti- 
base  dei  due  fasei;  perche,  se  a  e  un  punto-base  del  primo  fascio,  per  esso  passa  una 


*)  Dal  nome  del  grande  geometra  alemanno  che  primo,  a  quanto  io  so,  la  fece  conoscere. 
**)  |Se  la  prima  polare  di  o  ha  un  punto  doppio  p,  ne  segue: 

I0)  cbe  tutte  le  prime  polari  passanti  per  p  avranno  ivi  una  tangente  comune.  II 
punto  ove  questa  incontra  la  retta  polare  di  p  avrlt  la  sua  prima  e  la  seconda  polare  passanti 
per  p.  Ma  il  punto  dotato  di  questa  proprieta  e  o;  dunque  la  tangente  eomune  6  po. 

2°)  La  prima  polare  di  un  altro  punto  qualunque  rispetto  a  quella  di  o  passer^  perp; 
dunque  le  prime  polari  di  o  rispetto  alle  prime  polari  di  tutti  i  punti  del  piano  passano  per  p\ 
e  eonseguentemente  le  rette  polari  di  p  rispetto  alle  prime  polari  di  tatti  i  punti  del  piano 
passeranno  per  o.  \ 
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curva  del  secondo,  alia  quale  condotta  la  tangente  in  a,  vi  e  una  certa  curva  del  primo 
fascio,  che  tocca  questa  retta  nel  punto  medesimo  (46).  Osservisi  poi  che  una  curva 
del  primo  fascio  e  toccata  dalle  curve  del  secondo  in  m(mJrZml  —  3)  punti  (87);  laonde 
quella  curva  del  primo  fascio,  oltre  agli  «r  punti-base,  contiene  m(mjr2ml  —  3)  punti 
del  luogo  richiesto,  cioe  in  tutto  w(2  w-f-  2wh  —  3)  punti,  Dunque  il  luogo  di  cui  si  tratta  e 
delFordine  2  (w  4-^1)  —  3?  esso  passa  non  solo  pei  punti-base  dei  due  fasci,  ma  anche 
pei  loro  3(w — l)34-3(»h —  I)2  punti  doppi  (88),  perche  ciascuno  di  questi  equivale  a 
due  intersezioni  di  una  curva  delFun  fascio  con  una  dell'altro.  Abbiamo  cosi  il  teorema: 

Dati  due  fasci  di  curve,  le  une  cVordine  m,  le  altre  d'ordine  MI}  i  punti  di  contatto 
delle  une  colle  altre  sono  in  una  lima  delFordine  2  (m -\-rni) — 3,  cJie  passa  pel  punti- 
base  e  pei  punti  doppi  dei  due  fasci. 

(a)  Suppongasi  che  le  curve  dei  due  fasci  siano  prime  polari  relative  ad  una  data 
curva  fondamentale  CA  d'ordine  n,  eppero  pongasi  m=ml=n — 1.  I  punti-base  de1  due 
fasci  sono  i  poli  di  clue  rette  (77),  talche  giacciono  tutti  insieme  nella  prima  polare  del 
punto  comune  a  queste  rette  medesime  (69,  a):  vale  a  dire,  i  due  fasei  hanno,  in  questo 
caso,  una  curva  comune.  Tale  curva  comune  fa  evidentemente  parte  del  luogo  dianzi  de- 
terminato,  onde,  astraendo  claessa,  rimane  una  curva  delFordine  4(# — l) — 3 — (n — 1)  = 
3(w — 2),  passante  pei  punti  doppi  de'  fasci  dati,  qual  luogo  de'  punti  di  contatto  fra 
le  curve  delTuno  e  le  curve  dell'altro  fascio.  Questa  curva  dell'ordine  3(»  —  2)  non 
cambia,  se  altri  fasci  di  prime  polari  sostituiscansi  ai  due  dati;  infatti,  sicconie  tutte  le 
prime  polari  passanti  per  un  dato  punto  hanno  altri  (n — I)2 — 1  punti  comuni  e  for- 
mano  un  fascio  (77,  a),  cosi,  se  due  prime  polari  si  toccano  in  quel  punto,  anche  tutte 
le  altre  hanno  ivi  la  stessa  tangente. 

Di  qui  s'inferisce  che  la  curva  luogo  de'  punti  di  contatto  fra  due  prime  polari 
contiene  i  punti  doppi  di  tutti  i  fasci  di  prime  polari,  e  per  conseguenza,  avuto  riguardo 
al  teorema  (78),  e  anche  il  luogo  dei  poli  di  quelle  coniche  polari  che  si  risolvono  in 
due  rette.  Cioe: 

II  luogo  di  un  punto  nel  quale  si  tocchino  due  (eppero  infinite)  prime  polari  relative 
ad  una  data  curva  d'ordine  n,  e  una  linea  deWordine  3(n — 2),  la  quale  pub  anche 
definirsi  come  luogo  dei  punti  doppi  delle  prime  polari,  e  come  luogo  di  un  polo  la  cui 
conica  polare  sia  una  coppia  di  rette. 

A  questa  linea  si  da  il  nome  di  Hessiana  della  data  curva  fondamentale,  perche 
essa  offre  T  interpretazione  geometrica  di  quel  covariante  che  SYLVESTER  chiamo  Hes- 
siano  (dal  nome  del  sig.  HESSE),  cioe  del  determinante  formato  colle  derivate  seconde 
parziali  di  una  data  forma  omogenea  a  tre  variabili  *). 


*)  SYLVESTER,  On  a  theory  of  the  syzygetic  relations  of  two  rational  integral  fuiictiom 
(Philosophical  Transactions,  vol.  143,  part  3,  London  1853,  p.  545). 
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(b)  I  punti  in  cui  si  segano  le  prime  polari  di  due  punti  o ,  or  sono  i  poli  della 
retta  oo  (77);  talche,  se  le  due  prime  polari  si  toccano,  la  retta  oo'  ha  due  poli  riuniti 
nel  punto  di  contatto.  Se  adunque  conveniamo  di  chiamar  congiunti  gli  (n  —  I)2  poli 
di  una  medesima  retta,  potremo  dire: 

L'Hessiana  e  il  luogo  di  im  polo  cJie  coincida  con  uno  de'  suoi  poli  congiunti. 

(c)  Chiamate  indicatrici  di  un  punto  le  due  rette  tangenti  die  da  esso  ponno  con- 
dursi  alia  sua  conica  polare,  si  ottiene  quest1  altro  emmciato: 

La  curva  fondamentale  e  VHessiana  costituiscono  insieme  il  luogo  di  un  ptmto,  le 
due  indicatrici  del  quale  si  confondono  in  una  retta  unica. 

91.  Dati  tre  fasci   di   curve,  i   cui  ordini  siano  m^w^Wg,  in  quanti  punti  si 
toccano  a  tre  a  tre?  I  punti  in  cui  si  toccano  a  due  a  due  le  curve  de'  primi  due 
fasci  sono  (90)  in  una  linea  delFordine   2  (»&!  +  *%)  —  3;   ed   analogainente  il  luogo 
de5  punti  di  contatto  fra  le  curve  del  primo  e  le  curve  del  terzo  fascio  e  un'altra 
linea  delFordine  2(^4-^3) —  3.  Le   due  linee  hanno  in  comune  i  punti-base  ed  i 
punti  doppi  del  primo  fascio,  cioe  m\-\-?>(ml — I)2  punti  estranei  alia  questione,  talche 
esse  si  segheranno  in  altri  (2 (^  +  w2)  —  3J  J2  (wh -j- ms)  —  3J  —  (w?  +  3(*Wi  —  I)2) 
=  4  (m2m34-  ^3mL  -j-  w^m^  —  6  (?%  +  mt  +  ws  —  l)  punti.  E  questi  sono  evidentemente 
i  richiesti. 

(a)  Posto  *%=i,  si  ha: 

Le  tangenti  comuni  ne7  punti  ove  si  toccano  le  curve  di  due  fasci,  i  cui  ordini  siano 
ml3mz,  inviluppano  una  linea  della  classe  ^m^m^  —  2(jw1-f-w2). 

(b)  [75j  Se  le  curve  de'  due  fasci  sono  prime  polari  relative  ad  una  data  linea  Cn 
d'ordine  w,  onde  m1=^m2=^ —  1,  i  due  fasci  hanno  una  curva  comune  (90,  a)  la  quale 
e  deirordine  n — 1,  eppero  (70)  della  classe  (n  —  1)  (n — 2).  E  evidente  che  questa 
curva  fa  parte  delHnviluppo  dianzi  accennato;  talche  questo  conterra  inoltre  una  curva 
della  classe  3(w — 1)  (n — 2),  cioe: 

Le  tangenti  comuni  ne*  punti  di  contatto  fra  le  prime  polari  relative  ad  una  data 
awva  tfordwe  n  inviluppano  una  linea  della  classe  3(w — 1)  (n  —  2)*). 

AST.  XT. 
Retl  geometriche. 

92.  II  complete  sistema  dalle  linee  d'ordine  m  soggette  ad  mfm+3)_ 2  condi- 

2i 

zioni  comuni  chiamasi  fete  geometrica  ddVordine  m,  quando  per  due  punti  presi  ad 
*)  STBINBR,  L  c.  p.  ^-6. 
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arbitrio  passa  una  sola  linea  del  sistema,  vale  a  dire,  quando  le  linee  del  sistema  pas- 
santi  per  uno  stesso  punto  arbitrario  formano  un  fascio  *). 

Per  esempio,  le  prime  polari  relative  ad  una  data  curva  d'ordine  n  formano  una 
rete  geometrica  d'ordine  n — 1  (77,  a);  anzi,  molte  proprieta  di  quelle  si  possono  ap- 
plicare,  colle  identiche  dimostrazioni,  ad  una  rete  qualsivoglia. 

Due  fasci  d'ordine  m  i  quali  abbiano  una  curva  comune,  ovvero  tre  curve  d'ordine  m 
le  quali  non  passino  per  gli  stessi  m2  punti,  determinano  una  rete  geometrica  d'ordine 
m  (77,  a).  [76] 

II  luogo  di  un  punto  nel  quale  si  tocchino  due  (eppero  infinite)  curve  d'una  data 
rete  d'ordine  m,  e  una  linea  delPordine  3(m  —  1).  Questa  linea,  che  puo  chiamarsi 
YHessiana  [77]  delta  rete,  e  anche  il  luogo  de'  punti  doppi  delle  curve  della  rete  (90,  a). 

Le  tangenti  comuni  ne'  punti  di  contatto  fra  le  curve  della  rete  inviluppano  una 
linea  della  classe  3m(m — 1)  (91,  b), 

(a)  Supponiamo  che  tutte  le  curve  di  una  data  rete  abbiano  un  punto  eomune  #. 
Condotta  una  retta  A  per  a,  sia  a  il  punto  di  A  infinitamente  yicino  ad  a ;  infinite 
curve  della  rete  passeranno  per  a'  (cioe  toccberanno  la  retta  A  in  a),  formando  un 
fascio.  E  condotta  per  a  una  seconda  retta  AI  ,  nella  quale  sia  &i  il  punto  successivo 
ad  a,  vi  sara  una  (ed  una  sola)  curva  della  rete  che  passi  per  a  e  per  als  cioe  che 
abbia  un  punto  doppio  in  a.  Dunque:  allorche  tutte  le  curve  di  una  rete  hanno  un  punto 
coniune,  una  di  esse  ha  ivi  un  punto  doppio,  e  quelle  che  nel  punto  medesimo  toccano 
una  stessa  retta  formano  un  fascio. 

(b)  Suppongasi  in  secondo  luogo  che  tutte  le  curve  di  una  data  rete  abbiano  un 
punto  eomune  a  ed  ivi  tocchino  una  stessa  retta  T.  Condotta  una  retta  A  ad  arbitrio 
per  &,  vi  saranno  infinite  curve  della  rete  passanti  pel  punto  di  A  successivo  ad  a,  e 
tali  curve  formeranno  un  fascio.  Ciascuna  di  esse  e  incontrata  si  da  T  che  da  A  in 
due  punti  riuniti  in  a,  cioe  per  esse  questo  punto  e  doppio:  talche  quel  fascio  non 
cambia  col  mutarsi  della  retta  A  intorno  ad  a.  Fra  le  curve  del  fascio,  due  sono  cu- 
spidate in  a  (48),  ed  una  ha  per  tangente  la  retta  T.  [78]  Ed  invero  quest'ultima  curva 
e  individuata  dal  dover  incontrare  T  in  tre  punti  ed  A  in  due  punti,  tutti  coinci- 
dent! in  a. 

93.  Date  tre  curve  C,  G',  C",  gli  ordini  delle  quali  siano  rispettivamente  m,m7,w", 
proponiamoci  di  determinare  il  luogo  di  un  punto  le  cui  rette  polari,  rispetto  a  quelle 
curve,  concorrano  in  uno  stesso  punto;  ossia,  con  altre  parole  (69,  a),  il  luogo  di  un 
punto  nel  quale  si  seghino  le  prime  polari  di  uno  stesso  punto  relative  alle  curve  date. 
A  tal  uopo  procederemo  cosi:  per  un  punto  o  fissato  ad  arbitrio  si  conduca  una  retta  L 


*)  MSBius,  I.  c.  p.  266.  —  STBINBR,  L  c.  p.  5. 
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e  si  deteraiinino  i  punti  dotati  della  proprieta  che  in  ciascun  d'essi  concorrano  le 
prime  polari  di  uno  stesso  punto  di  L;  indi,  fatta  girare  questa  retta  intorno  ad  o,  si 
otterranno  tutt'i  punti  del  luogo  richiesto. 

Le  prime  polari  de'  punti  di  L  rispetto  alle  curve  C,  C'  formano  due  fasci  projet- 
tivi  (77),  onde  le  curve  corrispondenti,  cioe  le  polari  di  uno  stesso  punto  di  L,  si  seghe- 
ranno  ne'  punti  di  una  curva  K'  delFordine  m-{-mf — 2  passante  pei  punti  delle  basi 
dej  due  fasci.  E  qui  si  noti  che  la  base  del  primo  fascio  e  forinata  dagli  (m —  I)2  punti 
ne"  quali  la  prima  polare  di  o  rispetto  a  C  sega  la  prima  polare  di  un  altro  punto  qua- 
lunque  di  L  rispetto  alia  curva  medesima.  Cosi  abbiamo  ottenuto  la  curva  K',  luogo  di 
un  punto  pel  quale  passino  le  prime  polari,  relative  a  C  e  C',  di  uno  stesso  punto  di  L. 
Ogni  retta  L  condotta  pel  punto  fisso  o  individua  una  curva  K'.  Di  tali  curve  K' 
ne  passa  una  sola  per  un  punto  qualunque  p.  Infatti,  se  per  p  devono  passare  le  prime 
polari  relative  a  0  e  C,  il  polo  sara  Tintersezione  p'  delle  rette  polari  di  p  (69,  a); 
il  punto  p'  cletermina  una  retta  L  passante  per  o,  e  questa  individua  la  curva  K'  pas- 
sante per  p.  Dunque,  variando  L  intorno  ad  o,  la  curva  K'  genera  un  fascio  (41), 

Ora,  se  alia  curva  C'  si  sostituisce  C",  la  retta  L  dara  luogo  analogamente  ad  una 
curva  K"  d'ordine  m+m" —  2,  la  quale  passera  per  gli  stessi  (w  —  I)2  punti-base  del 
primo  fascio,  che  ha  servito  per  generate  anche  K'.  Variando  L  intorno  ad  o,  le  corri- 
spondenti  curve  K"  formano  un  fascio.  I  due  fasci  format!  dalle  curve  K',  K"  sono  projettivi 
fra  loro,  perche  ciascun  d'essi  e  projettivo  al  fascio  di  rette  L  passanti  per  o.  Laonde  quei 
due  fasci,  Funo  delFordine  m  +  m'  —  2,  r altro  delTordine  w  +  m" —  2,  genereranno 
una  curva  delVordine  2m  +  wr+W— 4  (50).  Siccome  pero  due  curve  corrispondenti 
K',  K"  hanno  sempre  in  comune  (m — I)2  punti  situati  in  una  curva  fissa  delTordine  m — 1 
(la  prima  polare  del  punto  o  rispetto  a  C),  cosi  gli  altri  (m-}-m' — 2)  (m-j-m" — 2)  —  (m — I)2 
=  wW+ w"m  -\-mmr — 2(w+m/+ ^')  +  3  punti  comuni  alle  omologhe  curve  K',  K"  ge- 
nereranno una  curva  delFordine  2m-S~W-)-w" — 4 — (m — l)=w+w'+#&" — 3  (50,  a). 
E  questo  e  evidentemente  il  luogo  richiesto. 

Questa  curva  si  chiamera  la  JTacobiana  delle  tre  curve  date  *). 

Se  le  tre  curve  date  passano  per  uno  stesso  punto  a,  le  rette  polari  di  questo  pas- 
sauo  per  esso  medesimo ;  dunque,  se  le  curve  C,  C',  C"  hanno  punti  comuni  a  tutte  e 
tre,  questi  sono  anche  punti  della  loro  Jacobiana. 

Se  una  delle  curve  date,  per  esempio  (7,  ha  un  punto  doppio  d,  la  retta  polare 
di  questo  punto  rispetto  a  C"  e  indeterminata  (72),  onde  puo  risguardarsi  come  tale 
la  retta  che  unisce  d  air  intersezione  delle  rette  polari  di  questo  punto  relative  alle 
altre  due  curve  0,  C'.  Dnnque  la  Jacobiana  passa  pei  punti  doppi  delle  curve  date. 


*}  SYLVBSTBR,  L  c.  p.  546. 
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94.  Suppongasi  m'=m',  cioe  due  delle  curve  date  siano  dello   stesso  ordine.  In 
tal  caso  la  Jacobiana  non  si  cambia,  se  a  quelle  due  curve  se  ne  sostituiseono  due 
altre  qualunque  del  fascio  da  esse  deterininato.  II  che  e  evidente,  perche  la  Jacobiana 
e  il  luogo  di  un  pimto  pel  quale  passino  le  tre  prime  polari  d'uno  stesso  polo;  e  d'al- 
tronde  le  prime  polari  d'uno  stesso  polo  rispetto  a  tutte  le  curve  d'un  fascio  fonnano 
un  nuovo  fascio  (84,  a),  cioe  passano  per  gli  stessi  punti. 

Nel  caso  attuale,  la  Jacobiana  ammette  una  seconda  definizione.  Se  p  e  un  punto 
di  essa,  le  rette  polari  di  p  rispetto  alle  tre  curve  date  concorrono  in  uno  stesso  punto  pf. 
Ma  p'  e  il  punto  pel  quale  passano  le  rette  polari  di  p  rispetto  a  tutte  le  curve  del 
fascio  (C'C")  (84,  c);  cioe  la  retta  polare  di  p  rispetto  a  C  sara  anche  retta  polare 
dello  stesso  punto  relativamente  ad  una  curva  del  fascio  anzidetto.  Onde  pud  dirsi  che 
la  Jacobiana  delle  curve  date  e  il  luogo  di  un  punto  avente  la  stessa  retta  polare 
rispetto  a  C  e  ad  alcuna  delle  curve  del  fascio  (Cf  C'f) ;  il  qual  luogo  abbiamo  gia  inve- 
stigate altrove  (87). 

95.  Supponiamo  m=m'=w",  cioe  le  curve  date  siano  tutte  e  tre  dello  stesso 
ordine  m.  Siccome  a  due  qualunque  di  esse  se  ne  ponno  sostituire  (94)  due  altre  del 
fascio  da  quelle  due  determinate,  cosi  alle  tre  date  se  ne  potranno  sostituire  tre  qua- 
lunque della  rete  (92)  individuata  dalle  curve  date  (purche  non  appartengano  ad  uno 
stesso  fascio),  senza  che  la  Jacobiana  sia  punto  alterata.  Onde,  data  una  rete  di  curve 
d' ordine  m,  il  luogo  di  un  polo,  le  cui  rette  polari  rispetto  alle  curve  della  rete  concorrano 
in  uno  stesso  p  unto,  e  ima  linea  d:ordine  3(m  —  1),  passante  pei  punti  doppi  delle  curve 
medesime  (93).  Percio,  nel  caso  di  cui  si  tratta,  la  Jacobiana  coincide  colFHessiana 
della  rete  (92).  Abbiamo  cosi  un'altra  definizione  delFHessiana  di  una  data  rete  geo- 
metrica. 

Vogliamo  ora  esaminare  piii  dawicino  il  caso  nel  quale  le  curve  della  rete  si  seghino 
tutte  in  uno  stesso  punto  dato,  ed  anche  quello  in  cui  le  curve  medesime  si  tocchino 
nel  punto  comune  j  e  una  di  esse  abbia  ivi  una  euspide,  e  per  tangente  la  tangente 
comune  1 .  Nel  prirno  caso  possiamo  supporre  che  una  delle  tre  curve  individuanti  la 
rete  sia  quella  per  la  quale  il  punto  dato  e  un  punto  doppio;  e  nel  secondo  caso  po- 
tremo  assumere  quella  curva  che  nel  punto  dato  ha  una  cuspide  ed  ivi  tocca  la  tangente 
comune  a  tutte  le  curve  della  rete  (92,  a,  b). 

96.  Siano  date  adunque  tre  curve  C,  C',  C"  dello  stesso  ordine  m,  aventi  un  punto 
comune,  il  quale  sia  doppio  per  una  di  esse,  C";  in  quel  punto  si  collochi  il  polo  o> 
del  quale  abbiamo  fatto  uso  (93)  nella  ricerca  generale  della  Jacobiana. 

(a)  Le  prime  polari  del  punto  o  rispetto  alle  curve  C ,  G'  passano  per  <?,  onde  per 

questo  punto  passera  anche  la  curva  K'}  qualunque  sia  la  retta  L  a  cui  corrisponde  (93). 

La  curva  K'  corrispondente  ad  una  data  retta  L  rimane  la  stessa,  se  alle  curve 
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C ,  C'  sostituisconsi  due  curve  qualunque  del  fascio  deterininato  da  quelle.  Sostituendo 
a  C  la  curva  0°  tangente  in  o  alia  retta  L,  le  prime  polari  di  tutt'i  punti  di  L  relative 
a  G°  passeranno  per  o  (70).  Per  o  passa  anche  la  priina  polare  di  o  relativa  a  C'; 
quindi  la  tangente  in  o  alia  curva  K'  sara  la  retta  che  ivi  tocca  la  priina  polare  di.0 
rispetto  a  0°  (51,  a),  ossia  la  retta  L.  Dunque:  quando  le  curve  C,  C'  sono  dello  stesso 
ordiae  e  passano  per  o,  anche  la  curva  K'  passa  per  o  ed  ivi  tocca  quella  retta  L  a 
cui  essa  corrisponde. 

(b)  Essendo  o  un  punto  doppio  per  la  curva  C",  le  prime  polari,  relative  ad  essa, 
di  tutt'i  punti  della  retta  L  passano  per  o  ed  ivi  toccano  una  medesirna  retta  L',  la 
coniugata  armonica  di  L  rispetto  alle  due  tangenti  di  C"  nel  punto  doppio  (74,  c). 

La  eurva  K"  (93)  e  generata  da  due  fasci  projettivi,  Funo  delle  prime  polari  de'  punti 
di  L  rispetto  a  C",  I'altro  delle  prime  polari  de'  uiedesimi  punti  rispetto  a  C.  Le  curve 
del  primo  fascio  hanno  in  o  una  stessa  tangente  L'.  E  alia  curva  del  secondo  fascio 
che  passa  per  o,  cioe  alia  priina  polare  di  o  rispetto  a  C,  corrisponde  la  prima  polare 
di  o  relativa  a  C",  ossia  quella  curva  del  primo  fascio  per  la  quale  0  e  un  punto  doppio. 
Per  conseguenza,  qualunque  sia  la  retta  L?  la  curva  K"  generata  dai  due  fasci  ha  in  o 
un  punto  doppio  (515b).  Inoltre,  quando  L  sia  una  delle  tangenti  di  C"  nel  punto 
doppio  (51,d),  ovvero  quando  L  sia  tangente  in  o  alia  curva  C,  nel  qual  caso  anche 
le  curve  del  secondo  fascio  passano  per  o  (52,  a),  in  entrambi  questi  casi,  dico,  la  retta 
L  e  una  delle  tangenti  a  K"  nel  punto  doppio  o. 

Dunque:  se  C  e  C"  hanno  un  punto  comune  o  che  sia  doppio  per  C",  la  curva  K" 
relativa  ad  una  data  retta  L  (passante  per  o)  ha  un  punto  doppio  in  o;  ed  L  e  una 
delle  due  relative  tangenti,  ogniqualvolta  essa  sia  tangente  in  o  ad  una  delle  due 
curve  date. 

(c)  Cos!  abbiamo  veduto  ehe,  nel  caso  preso  in  considerazione,  il  punto  o  appartiene 
a  tutte  le  curve  K'  relative  alle  rette  L  condotte  per  esso  (a)  ed  e  doppio  per  tutte 
le  curve  K"  corrispondenti  alle  rette  medesime  (b).  Dunque  (52)  o  sara  un  punto  triplo 
per  la  complessiva  curva  d'ordine  4(w  — 1)  generata  dai  due  fasci  projettivi  delle  K'  e 
delle  K"  (93),  Ma  di  questa  eurva  complessiva  fa  parte  la  prima  polare  di  o  relativa 
a  C,  la  quale  prima  polare  passa  una  volta  per  o;  dunque  questo  punto  e  doppio  per 
la  curva  riinanente  d'ordine  3(m — 1),  eio&  per  la  Jacobiana. 

Le  retta  L  sono  tangenti  (a)  alle  relative  curve  K';  dunque  (52)  le  tangenti  alia 
cum  risultaute  d'ordme  4(m — 1)  nel  punto  triplo  o  saranno  quelle  rette  L  che  toccano 
mehe  Ie  relative  curve  K*.  Ma  L  tocca  la  corrispondente  K"  {b)  quando  e  tangente  a 
C  o  a  CT;  eppero  le  tre  tangenti  nel  punto  triplo  sono  la  tangente  a  C  e  le  due  tan- 
gent! di  <7.  Di  queste  tre  rette,  la  prima  e  tangente  (71)  alia  prima  polare  di  o  rela- 
tita  a  C;  dunque  le  altre  due  sono  le  tangenti  della  Jacobiana  nel  punto  doppio  a. 
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Cos!  possiamo  concludere  che: 

(d)  Data  una  rete  di  curve  passanti  per  uno  stesso  punto  o,  la  curva  Hessiana  della 
rete  passa  due  volte  per  o  ed  ivi  ha  le  due  tangenti  comimi  con  quella  curva  della  rete, 
per  la  quale  o  e  un  punto  doppio.  [79j 

97.  Passiamo  ad  esaminare  il  caso  in  cui  il  punto  o,  comune  alle  tre  curve  C,  C',  C", 
sia  una  cuspide  per  Tultima  di  esse,  e  la  tangente  cuspidale  T  tocchi  in  o  anche  C  e  C'. 

(a)  Le  curve  C ,  C'  avendo  in  o  la  stessa  tangente,  all'una  di  esse  pud  sostituirsi 
quella  curva  del  fascio  (CO')  che  ha  un  punto  doppio  in  o  (47);  onde  questo  punto 
sara  doppio  per  K',  qualunque  sia  L  (96,  b).  Ed  inoltre,  quando  L  coincida  con  T, 
questa  retta  sara  una  delle  tangenti  nel  punto  doppio  per  la  corrispondente  curva  K'. 

(b)  Essendo  o  una  cuspide  per  C",  le  prime  polari,  relative  a  questa  curva,  di  tutt'  i 
punti  di  L  passano  per  o  ed  ivi  toccano  T  (74,  c) ;  e  fra  esse  ve  n'  ha  una,  la  prima  po- 
lare  di  o,  per  la  quale  questo  punto  e  una  cuspide  e  T  e  la  relativa  tangente  cuspidale. 
Inoltre,  la  prima  polare  di  o  rispetto  a  C  passa  anch'  essa  per  o  ed  ivi  tocca  la  mede- 
sima  retta  T.  Dunque  (51,  e),  qualunque  sia  L,  la  curva  K"  ha  una  cuspide  in  o,  e  la 
tangente  cuspidale  e  T. 

Ma  se  L  coincide  con  T,  le  prime  polari  de1  punti  di  L  relative  a  C"  hanno  un  punto 
doppio  in  o  (78,  a),  mentre  le  prime  polari  de'  medesimi  punti  rispetto  a  C  passano 
semplicemente  per  o  (70);  ond'e  che  quella  curva  K",  che  corrisponde  ad  L  coinci- 
dente  con  T,  ha  un  punto  triplo  in  o  (52). 

(c)  Cos!  e  reso  manifesto  che  le  curve  K'  hanno  in  o  un  punto  doppio,  mentre  le 
curve  K"  hanno  ivi  una  cuspide,  e  T  e  la  comune  tangente  cuspidale.  Ne  eonsegue  (52) 
che  o  e  un  punto  quadruple  per  la   complessiva  curva  d'ordine  4(m — 1)   generata 
dai  due  fasci  projettivi  delle  K' ,  K"  e  che  due  de'  quattro  rami  passanti  per  o  sono 
ivi  toccati  dalla  retta  T.  (Hi  altri  due  rami  sono  toccati  in  o  dalle  tangenti  della  curva  K' 
corrispondente  a  quella  curva  K"  che  ha  in  o  un  punto  triplo  (52,  a).  La  curva  K", 
per  la  quale  0  e  un  punto  triplo,  corrisponde  ad  L  coincidente  con  T  (b),  eppero  cor- 
risponde appunto  a  quella  curva  K'  che  ha  un  ramo  toccato  in  o  dalla  T  (a).  Dunque 
tre  delle  quattro  tangenti  nel  punto   quadruple  o  della  curva  complessiva   d'ordine 
4  (m  —  1)  sono  sovrapposte  in  T. 

La  curva  d'ordine  4  (w —  1)  e  composta  della  Jacobiana  delle  tre  curve  date  e 
della  prima  polare  di  o  rispetto  a  C.  Questa  prima  polare  passa  una  volta  per  o  ed 
Ivi  ha  per  tangente  T;  dunque  la  Jacobiana  passa  tre  volte  per  o  e  due  de'  suoi  rami 
sono  ivi  toccati  dalla  retta  T.  Ossia: 

(d)  Data  una  rete  di  curve  aventi  un  punto  comune  o  ed  ivi  la  stessa  tangente  T 
[la  quale  sia  anche  la  tangente  in  o  ad  una  curva  della  rete,  cuspidata  in  o],     [8°] 
la  curva  Hessiana  della  rete  ka  tre  rami  passanti  per  o,  due  de''  guali  sono  ivi  tangenti 
alia  retta  T. 

Cremona,  tomo  I.  25 
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98.  Supposte  date  di  nuovo  tre  curve  C,  C',  C",  i  cui  ordini  siano  rispettivainente 
m ,  01',  m",  cerchiamo  di  quale  ordine  sia  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  concorrano  le 
rette  polari  di  uno  stesso  polo  rispetto  alle  tre  curve  date.  Sia  L  una  retta  arbitraria, 
i  un  punto  qualunque  di  essa;  se  per  i  devono  passare  le  rette  polari  relative  a  0,0', 
il  polo  o  sara  una  delle  (m  -I)  (w'— 1)  intersezioni  delle  prime  polari  di  i  rispetto 
a  quelle  due  curve.  Se  per  o  dee  passare  anche  la  prima  polare  relativa  a  C",  il  polo 
di  essa  sara  nella  retta  polare  di  o  rispetto  a  questa  curva;  e  le  rette  polari  degli 
(a»  — l)(w' — 1)  punti  o  incontreraimo  L  in  altrettanti  punti  i'. 

Assunto  invece  ad  arbitrio  un  punto  if  in  L,  se  per  esso  dee  passare  la  retta  polare 
relativa  a  C",  il  polo  e  nella  prima  polare  di  i'  rispetto  alia  detta  curva;  la  quale 
prima  polare  e  una  curva  K  deli'ordine  *»"—  1.  Le  rette  polari  dei  punti  di  K  relative 
a  C  inviluppano  una  curva  della  classe  (m  —  1)  K—  1)  (81),  ed  analogamente  le  ^  rette 
polari  dei  punti  di  K  rispetto  a  C'  inviluppano  un'altra  curva  della  classe  (m—  1)  K— 1). 
In  queste  due  eurve-inviluppi,  a  ciascuna  tangente  delFuna  corrisponde  una  tangente 
delFaltra,  purche  si  assumano  come  corrispondenti  quelle  tangenti  che  sono  polari  di 
uno  stesso  punto  di  E  rispetto  a  C  e  C'.  Dunque  (83,  a)  le  intersezioni  delle  tangenti 
omologhe  formeranno  una  curva  delP ordine  (m  —  1)  (m" — !)  +  (*»' —  l)  (»»" — l),  la 
quale  seghera  la  retta  L  in  altrettanti  punti  L 

Cosi  a  ciascun  punto  i  corrispondono  (m — !)(*»' — 1)  punti  f,  mentre  ad  ogni 
punto  ir  corrispondono  (m—  1)  (mn—  1) +  (*»'—  1)  K— 1)  punti  i.  Onde  la  coincidenza 
di  due  punti  omologhi  i,  i'  in  L  avverra  (m—  !)(»*'—  l)+(m—  1)  (W — 1)  +  (m"— 1)  (m— 1) 
volte;  cioe  questo  numero  esprime  Tordine  del  luogo  richiesto.  Questa  curva  passa 
evidentemente  pei  punti  eomuni  alle  tre  curve  date,  ov'-esse  ne  abbiano. 

(a)  Quando  le  tre  curve  date  siano  deflo  stesso  ordine  m,  ad  esse  ponno  sostituirsi 
altre  tre  curve  della  rete  da  quelle  individuata,  senza  che  venga  a  mutarsi  il  luogo 
dianzi  considerato.  Questo,  che  in  tal  easo  e  delPordine  3(w  —  l)2,  puo  chiamarsi  la 
Stdneriana  della  rete  (88,  d). 

(b)  Data  una  rete  di  curve  d1  ordine  m,  ogni  punto  p  della  curva  Hessiana  e  il  polo 
d' infinite  rette  polari  relative  alle  curve  della  rete,  le  quali  rette  concorrono  in  uno  stesso 
punto  o  {95}  della  Steineriana.  In  questo  modo,  a  ciascun  punto  dell' Hessiana  corri- 
sponde un  punto  della  Steineriana  e  reciprocamente;  quindi  la  retta  che  unisce  due  punti 
corrispondenti  inviluppa  una  terza  curva  della  classe  3{m— l)+3(«w — l)2=3m(w  —  1) 
(83,  b). 

Ogni  retta  passante  per  o  e  adunque  polare  del  punto  p  rispetto  ad  una  curva  della 
rate.  Del  resto,  se  la  retta  polare  passa  pel  polo,  questo  giace  nella  eurva  fondamen- 
tale,  che  6  ivi  toccata  dalla  retta  polare  medesima.  Ne  segue  che  la  retta  op  tocca  in  p 
una  eurva  della  rete;  ma  tatte  le  curve  delia  rete  che  passano  per  p  si  toccano  ivi 
fra  loro  (92),  dranque  la  comune  tangente  di  queste  curve  e  op.  [S1] 
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ART.  XVI. 
Formole  di  Pliicker. 

99.  Data  una  curva  qualsivoglia  Cn  (foudamentale),  indichiamo  con 

n  Pordine  della  medesima, 

m  la  classe, 

§    il  numero  de1  punti  doppi, 

%   il  numero  de'  punti  stazionari  o  cuspidi, 

T    il  numero  delle  tangenti  doppie, 

i    il  numero  delle  tangenti  stazionarie,  ossia  de'  flessi. 

Siccome  m  e  il  numero  delle  tangenti  che  da  un  punto  arbitrario  si  possono  con- 
durre  alia  curva  data,  cosi,  in  virtu  del  teorema  (74,  c)  o  (87,  d),  si  ha: 

1)  m  =  n(n—  l)  —  28  —  3*, 

formola  che  somministra  la  classe  di  una  curva,  quando  se  ne  conosca  Pordine  e  si 
sappia  di  quanti  punti  doppi  e  cuspidi  e  fornita. 

Pel  principio  di  dualita,  un'equazione  della  stessa  forma  dovra  dare  Pordine  di 
una  curva,  quando  se  ne  conosca  la  classe,  il  numero  delle  tangenti  doppie  e  quello 
delle  stazionarie  (82);  dunque: 

2)  n=m(m — 1)  —  2r  — St. 

100.  Siccome  ogni  punto  della  curva  fondamentale,  il  quale  abbia  per  conica  polare 
il  sistema  di  due  rette,  e  un  flesso  o  un  punto  multiple  (80),  cosi  la  curva  Hessiana, 
la  quale  e  il  luogo  de'  punti  le  cui  coniche  polari  si  risolvono  in  coppie  di  rette  (90,  a), 
sega  la  linea  data  nei  flessi  e  ne'  punti  multipli  di  questa.  Onde,  essendo  P  Hessiana 
delPordine  3(» —  2),  se  la  curva  data  non  ha  punti  multipli,  il  numero  de'  suoi  flessi 
e  3n(n— 2)*). 

Supponiamo  ora  che  Cn  abbia  un  punto  doppio  d;  nel  qual  caso  tutte  le  prime 
polari  passano  per  d.  Allora  P  Hessiana  della  rete  formata  da  queste  prime  polari,  che 


*)  FLICKER,  System  der  analytischen  G-eometrie,  Berlin  1835,  p.  264.  —  HESSE,  Ueber  die 
Wendepuncte  der  Curven  drifter  Ordnung  (Gioruale  di  CRBLLB,  t.  28,  Berlino  1844,  p.  104). 
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e  anche  r  Hessiana  di  Cn  (90,  a;  92),  passa  due  volte  per  d  ed  ivi  ha  le  due  tangenti 
coinuni  colla  priina  polare  del  punto  stesso  (96,  d),  cioe  ha  le  tangenti  comuni  colla 
curva  data  (72).  Dunque  il  punto  d  equivale  (32)  a  sei  intersezioni  delT  Hessiana  con 
C,t;  ossia  ogni  punto  doppio  fa  perdere  a  questa  curva  sei  flessi. 

Ora  s1  imagini  che  Cn  abbia  una  cuspide  d,  e  sia  T  la  tangente  cuspidale.  In  questo 
caso  tutte  le  prime  polari  relative  a  C^  passano  per  d  ed  ivi  sono  toccate  dalla  retta  T 
(74,  c);  [inoltre  la  prima  polare  di  d  ha  ivi  una  cuspide,  con  T  per  tangente  cuspidale 
(72)]  [82];  eppero  F  Hessiana  ha  tre  rami  passanti  per  d,  due  de'  quali  hanno  per 
tangente  T  (97,  d).  Dunque  il  punto  d  equivale  ad  otto  intersezioni  dell'  Hessiana  con 
C*,  ossia  ogni  cuspide  fa  perdere  a  questa  curva  otto  flessi*). 

Quindi,  se  Cn  ha  8  punti  doppi  e  %  euspidi,  il  nuinero  de1  flessi  ossia  delle  tangenti 
stazionarie  sara  dato  dalla  forrnola: 

3)  i  =  3n(n  —  2)  —  60  —  8%. 

E  pel  principio  di  dualita,  se  una  curva  della  classe  m  ha  r  tangenti  doppie  ed  t  tan- 
genti stazionarie,  essa  avra 

4}  %=3^(w  — 2)  — 6r  — 8c 

punti  stazionari. 

Le  quattro  equaziom  cosi  trovate  equivalgono  pero  a  tre  sole  indipendenti ;  infatti, 
sottraendo  la  1)  moltiplicata  per  3  dalla  3),  si  ha  la 

5)  % — 1  =  3(« — m), 

equazione  che  pud  essere  dedotta  nello  stesso  modo  anche  dalle  2), 4). 

Cosi  fra  i  sei  numeri  ^3m,3,%,T,t  si  hanno  tre  equazioni  indipendenti,  onde, 
dati  tre,  si  possono  determinare  gli  altri  tre.  Per  eseinpio,  dati  n,  3,  %,  il  valore  di  i 
si  ottiene  eliminando  m  ed  t  fra  le  1),  2),  3);  e  si  ha: 

6}     T^In(n-2){ng-9)~  (28  +  3*)(n8  —  n  —  6)+2S(S—  i)  +  |x(x  —  1)  +  6&7C. 

*  L 

Una  formola  assai  utile  si  ottiene  sottraendo  la  2)  dalla  1),  ed  eliminando  x  —  t 
dal  risultato  mediante  la  5); 

7)  2(3— i)  =  (n  —  m}(n-\-m  —  9). 


*)  CAYUIY,  M&c&erckes  stcr  lamination  et  sur  la  th&rie  des  courses  (Giornale  di  CRELLB 
M,  Berlins  1847,  p.  43). 
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Queste  important!  relazioni  fra  Fordine,  la  classe  e  le  singolarita  di  ima  curva  piana 
sono  state  scoperte  dal  sig.  PLECEEE*). 

101.  Se  una  curva  deve  avere  un  punto  doppio,  senza  che  questo  sia  dato,  cio 
equivale  ad  una  conditions;  infatti,  a  tal  uopo  basta  che  tre  prime  polari  (non  appar- 
tenenti  ad  uno  stesso  fascio)  abbiano  un  punto  comune.  Invece,  se  la  curva  deve  avere 
un  punto  stazionario,  senza  che  questo  sia  dato,  ossia  se  tre  prime  polari  (non  appar- 
tenenti  ad  uno  stesso  fascio)  debbono  toccarsi  in  uno  stesso  punto,  cio  esige  due  con- 
dizioni.  Onde  segue  che,  se  una  curva  d'ordine  n  deve  avere  §  punti  doppi  e  v-  cuspidi, 


essa  sara  determinata  (34)  da     v   7^  ;  —  8  —  2%  condizioni.  E,  in  virtu  del  principle 

u 

di  dualita,  —      '       —  t  —  2i  condizioni  determineranno  una  curva  della  classe  m 

2t 

la  quale  debba  essere  fornita  di  T  tangenti  doppie  e  di  i  tangenti  stazionarie. 

Percio,  se  i  numeri  n,  m,  8,  %,  T,  t  competono  ad  una  sola  e  medesima  curva,  dovra 
essere: 

8)  «( 


formola  che  puo  dedursi  anche  dalle  1),  2)...  **).  Ma,  ove  sia  stabilita  a  priori,  come 
qui  si  e  fatto,  essa  insieme  con  due  qualunque  delle  1),2),...  potra  servire  a  som- 
ministrare  tutte  le  altre***). 

102.  Noi  prenderemo  quind'  innanzi  a  studiare  le  proprieta  dl  una  curva  CL  di  un 
dato  ordine  «,  la  quale  supporremo  affatto  generale  fra  quelle  dello  stesso  ordine. 
Eppero,  a  meno  che  non  si  facciano  dichiarazioni  in  contrario,  la  curva  fondamen- 
tale  sara  della  classe  n(n—l)  ed  avra  nessun  punto  multiple,  3n(n  —  2)  flessi  e 

-n(n  —  2)  (n2  —  9)  tangenti  doppie. 

2i 

Le  prime  polari  relative  a  Cn  formano  una  rete  delTordine  n  —  1,  FHessiana  della 
quale  taglia  Gn  ne'  §n(n  —  2)  flessi  di  questa.  La  Steineriana  della  rete  (98,  a),  che 
e  anche  la  Steineriana  di  Cn(88,d),  e  delFordine  3(n  —  2)2. 


*)  Theorie,  der  algeb.  Curven,  p.  211. 
**)  j  La  (8)  ^  una  conseguenza  delle  (5),  (7}.  Da  queste  si  deduce  anche: 


***)  SALMON,  Higher  plane  curves,  p.  92. 
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ART.  XYIL 
Curve  generate  dalle  polari,  quando  il  polo  si  muova  con  legge  data. 

103.  Se  un  punto,  considerate  come  polo  rispetto  alia  curva  fondamentale  Cn, 
pereorre  un'altra  curva  data  C«  d'ordine  m,  la  retta  polare  inviluppa  una  curva  K, 
la  quale  abbiamo  gia  trovato  (81)  essere  della  classe  m(n  —  1).  Le  tangent!  che  da 
un  punto  qualunque  o  si  possono  condurre  a  K  sono  le  rette  polari  degli  m(n  —  l) 
punti,  ne'  quali  Cm  e  intersecata  dalla  prima  polare  di  o. 

(a)  Se  o  e  tal  punto  che  la  sua  prima  polare  sia  tangente  a  C,w>  due  rette  polari 
passanti  per  o  sono  coincident^  cioe  o  e  un  punto  della  cum  K  (30)  ;  questa  e  dunque 
il  luogo  geometrico  de'  poli  le  cui  prime  polari  toccano  Gm.  Questa  proprieta  ci  mette 
in  grado  di  trovare  V  ordine  di  K,  cioe  il  numero  de1  punti  in  cui  K  e  incontrata  da 
una  retta  arbitraria  L.  Le  prime  polari  de*  punti  di  L  formano  un  fascio  (77);  onde, 
supposto  che  C*  abbia  6  punti  doppi,  e  it  cuspidi,  vi  saranno  m(m+Zn—  5)—  (28+3%) 
punti  in  L,  le  cui  prime  polari  sono  tangenti  a  Cm  (87,  c).  Dunque  K  e  dell'  ordine 
j»(i»  +  2n  —  5}  —  (28  +  3%)  jciofe  2m(n  —  2)  +  M,  ove  M  e  la  classe  di  Cwj    [83j. 

E  poi  evidente  che  le  tangenti  stazionarie  di  K  sono  le  rette  polari  de'  punti 
stazionari  di  Cm;  donde  segue  che  E  ha  %  fiessi. 

Conoscendo  cosi  la  classe,  Tordine  ed  il  numero  de'  flessi  della  curva  K,  mediante 
le  formule  di  FLICKER  (99,  100)  troveremo  che  essa  ha  inoltre: 

~(m(m^n—  5)—  (28+3%))  —  m(5m  +  6w—  21)  +  10S+-U  punti  doppi, 
2  ^  '  & 

3m(m+n—  4)  —  (68  +  8%)  cuspidi  e  -^m(n  —  2)(ww  —  3)  +  5  tangenti  doppie. 

2 

(b)  E  manifesto  che  ogni  punto  doppio  di  K  e  il  polo  di  una  prima  polare  tangente 
a  Cm  in  due  punti  distinti;  che  ogni  cuspide  di  K  e  il  polo  di  una  prima  polare  avente 
con  Cm  UH  contatto  tripunto;  e  ehe  ogni  tangente  doppia  di  K  e  una  retta  avente  o 
due  poli  distinti  sulla  curva  Cm  ,  o  due  poli  riuniti  in  un  punto  doppio  di  questa  curva, 

Siccome  le  proprieta  del  sistema  delle  prime  polari  (relative  a  C»)  valgono  per 
una  rete  qualsivoglia  di  curve  [S4],  cosi  da  quanto  precede  si  raccoglie: 

L*  1?  numero  dette  curve  fun®  <rde  <£  or  dine  n  —  1  ,  le  guati  abUano  doppio  contatto 
€&n  %ma  ddka  Unea  <Pordine  m,  fornUa  di  8  jmnafi  doppi  e  %  cuspi  di>  e 


97 

—  5)  — 
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2.°  II  numero  delle  curve  della  stessa  rete  aventi  coWanzidetta  lined  d'ordine  m  un 
contatto  tripiinto  e  3m(tn-{-n  —  4)  —  (6§-{-8y-)  *)„ 

(c)  Ogni  punto  della  curva  K  e  polo  di  una  prima  polare  tangente  a  Cm;  onde, 
considerando  le  intersezioni  delle  curve  K  e  Cm,  si  ha: 

In  una  curva  Cm  dell'ordine  m,  dotata  di  8  punti  doppi  e  di  v.  cuspidi,  vi  sono 
m\m~}-2n  —  5)  —  w(25  +  3%)  punti,  le  cui  prime  polari  relative  alia  curva  fondamen- 
tale  Cn  toccano  la  medesima  Cm. 

Di  qui  per  m=l  si  ricava: 

In  una  retta  qiialunque  vi  sono  2(» —  2)  punti,  le  cui  prime  polari  relative  alia 
curva  fondamentale  Cn  toccano  la  retta  medesima. 

Se  la  retta  e  tangente  a  Gn,  nel  contatto  coincidono  due  di  quei  2(w  —  2)  poli. 
Dunque  in  una  retta  tangente  a  Cfl  esistono  2  (w— 3)  punti,  ciascun  de'  quali  e  polo 
di  una  prima  polare  tangente  in  altro  punto  alia  retta  medesima. 

(d)  Se  nella  ricerca  superiore,  la  curva  Gm  si  confonde  con  Ctt,  la  linea  K  si 
coinpone  evidentemente  deUa  Cn  medesima  e  delle  sue  tangenti  stazionarie,  perche 
ogni  punto  di  quella  e  di  queste  e  polo  di  una  prima  polare  tangente  alia  curva  fon- 
damentale (71 ,  80).  In  tal  caso,  i  punti  doppi  di  K  sono  le  intersezioni  delle  tangenti 
stazionarie  fra  loro  e  colla  curva  Cn;  le  cuspidi  di  K  sono  rappresentate  dai  fiessi  di 
0»,  ciascuno  contato  due  volte;  e  le  tangenti  doppie  di  K  sono  le  stazionarie  e  le 
doppie  di  C». 

I  punti  doppi  di  K  sono  (b)  i  poli  d'altrettante  prime  polari  doppiamente  tangenti 
alia  curva  fondamentale.  Ed  invero:  se  o  e  un  punto  comune  a  due  tangenti  stazio- 
narie di  questa,  la  prima  polare  di  o  tocca  C^  ne'  due  flessi  corrispondenti  (80);  e  se 
o  e  un  punto  di  segamento  di  Cn  con  una  sua  tangente  stazionaria,  la  prima  polare 
di  o  tocca  C*  in  o  (71)  e  nel  punto  di  eontatto  di  questa  tangente  (80).  Sonvi  adunque 
3n(n  —  2)(tt— 3)  prime  polari  doppiamente  tangenti  a  C,,,  i  cui  poli  giacciono  in  Gn 

o 

medesima;  e  vi  sono  altre  -n(n—  2)  ($n(n— 2)—  l)  prime  polari  pur  doppiamente 
tangenti,  i  cui  poli  sono  fuori  di  Gn. 

(e)  La  curva  E,  inviluppo  delle  polari  (n—l)me  de5  punti  di  Cw?  si  chiamera 
!'(»—  I}™  polare  di  Cm**). 

Facendo  m=l,  troviamo  che  !'(»  —  l)ma  polare  di  una  retta  R,  cioe  T inviluppo 
delle  rette  polari  de'  punti  di  B,  od  anche  il  luogo  de1  poli  delle  prime  polari  tangenti 


*)  BISCHOFF,  L  c.  p.  174-176. 

**)  Occorre  quindi  nel  seguito  distinguere  bene  fra  polare  di  un  punto  e  polare  di  una 
curva,        [EinUitung] 
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ad  R,  e  una  curva  della  classe  n — 1  e  delFordine  2(w  —  2),  con  3(^—3)  cuspidi, 
2(»  —  3j(»  —  4)  punti  doppi  ed  ^~  '^— *>J  tangenti  doppie;  cioe: 

& 

Yi  sono  3  (n  —  3 )  prime  polari,  per  le  quali  una  data  retta  R  e  una  tangente  sta- 
zionaria;  %(n  —  3)  (w  —  4)  prime  polari,  per  le  quali  R  e  una  tangente  doppia;  ed  inoltre 

-(n  —  2)(«  —  3)  rette,  ciascuna  delle  quali  ha  due  poli  in  R. 

(f)  Se  r(w— l)ma  polare  della  retta  R  passa  per  un  dato  punto  o,  questo  e  il  polo 
di  una  prima  polare  tangente  ad  R  (e);  talche  se  V(n — I)""1  polare  varia  girando 
intorno  al  punto  fisso  o,  la  retta  R  inviluppera  la  prima  polare  di  o.  Cosi  abbiamo 
due  definizioni  della  prima  polare  di  un  punto: 

La  prima  polare  di  un  punto  o  e  il  luogo  de"  poli  le  GUI  (n—  l)me  polari  s'incro- 
ciano  in  o,  ed  e  anche  I1  hwiluppo  delle  rette  le  cui  (n — l}tie  polari  passano  per  o, 

104.  Supposto  che  un  polo  p  percorra  una  data  curva  Cm  d'ordine  m,  avente  8 
punti  doppi  e  y.  cuspidi,  di  qual  indice  e  la  serie  (34)  generata  dalla  polare  (r)ma  di  p 
rispetto  alia  linea  fondamentale  C«,  e  quale  ne  sara  Finviluppo? 

(a)  Se  la  polare  (r)m/*  di  p  passa  per  un  punto  o,  il  polo  sara  nella  polare  (n  —  r)m* 
di  o  (69,  a),  cioe  sara  una  delle  rm  intersezioni  di  questa  polare  colla  proposta  curva  Cm. 
Dunque  per  o  passano  rm  polari  (r)me  di  punti  situati  in  CMIJ  cioe  le  polari  (r}me 
de'  punti  di  Cm  formano  una  serie  d'  indice  rm. 

(b)  Se  !'(»— r}ma  polare  di  o  tocca  in  un  punto  C?n,  avremo  in  o  due  (r)me  polari 
coincident!,  ossia  o  sara  un  punto  della  linea  inviluppata  dalle  curve  della  serie  anzi- 
detta.  Dunque: 

L'inmluppo  ddle  polari  (r)me  de'  punti  di  una  curva  Cm  e  anche  il  luogo  de'  poli 
delle  polari  (n — r)mK  t&ngenti  a  Cm* 

(c)  Quale  e  Fordine  di  questo  luogo?  Ovvero,  quanti  punti  vi  sono  in  una  retta 
arbitraria  L,  le  polari  (n — r)me  de7  quali  tocehino  Cw?  Le  polari  (n  —  r}me  de'  punti 
di  una  retta  L  formano  (a)  una  serie  d'ordine  r  e  d' indice  n  —  r;  eppero  (87,  c)  ve 
ne  sono  (»  —  r)^w(w  +  2r — -3)  —  (25  +  3%)^  che  toccano  Cm.  Donde  segue  che: 

L'inwluppo  deUe  polari  (r)me  de*  punti  di  una  curva  d'ordine  m,  dotata  di  5  punti 
doppi  e  %  euspidi,  e  una  linea  delPordine  (n  —  r)fw(m-j-2r  —  3)  —  (2§  +  3tt)). 

Questa  lines  si  denominera  pdare  (r)ma  della  data  curva  Gm  rispetto  alia  curva 
fondamentale  C»*). 

(d)  Fatto  r==l  ed  indicata  con  m'  la  classe  di  CM,  cioe  posto  j»r=w(m— 1) — (28-j- 3%) 
(99),  si  ha: 


I*  #.  p.  2-3.  —  V.  anche  la  nota  **)  alia  pag.  precedents. 
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La  prima  polare  dl  una  curva  della  classe  m'9  doe  il  luogo  de'  poll  delle  rette  tan- 
genti  dl  questa,  e  una  linea  dell'ordine  m' (n — 1). 

Questa  linea  passa  pel  punti  ove  la  curva  fondamentale  e  toccata  dalle  tangent! 
comuni  ad  essa  ed  alia  curva  della  classe  m. 

Se  mf  =  l,  ricadiamo  nella  definizione  della  prima  polare  di  un  punto  (103,  f). 

(e)  Posto  m=l,  troviamo  die  la  polare  (r)m(t  di  una  retta  e  una  linea  deWordine 
2(r — 1)  (n  —  r).  Quindi  la  prima  polare  di  una  retta  e  dell'ordine  zero\  infatti  essa  e 
costituita  dagli  (n — I)2  poli  della  retta  data  (77). 

Per  r=n  —  l,  si  ricade  in  un  risultato  gia  ottenuto  (103,  e). 

(f )  L'ordine  della  linea  polare  (r}'na  di  una  retta  R  si  puo  determinate  direttamente 
come  segue.  A  tal  uopo  consideriamo  quella  linea  coine  luogo  de'  punti  comuni  a  due 
curve  successive  della  serie  dMndice  r  e  d'ordine  n — r,   fotmata  dalle  polati  (r)me 
de'  punti  di  R  (34). 

Se  a  e  un  punto  qualunque  di  R,  le  polati  (r)me  passanti  per  a  hatmo  i  loro  rispet- 
tivi  poli  nella  polare  (n  —  r)ma  di  a,  la  quale  sega  R  in  r  punti  a'.  Se  invece  assumiamo 
ad  arbitrio  un  punto  a',  la  sua  polare  (r)ma  sega  R  in  n  —  r  punti  a;  talche,  riferiti 
i  punti  a,  a'  ad  una  stessa  origine  o,  fra  i  segment!  oa,oa  avra  luogo  un'equazione 
del  grado  r  in  oa'  e  del  grado  n  —  r  in  oa.  II  punto  a  appatterrebbe  alia  linea  cercata, 
se  due  delle  r  polati  (r)me  passanti  per  esso  fossero  coincident!.  Ma  la  condizione 
perche  1'equazione  anzidetta  dia  due  valori  eguali  per  oa1  e  del  grado  2(r  —  l)  rispetto 
ai  coefficient!  della  medesima,  e  per  conseguenza  del  grado  2(r — 1)  (n  —  r)  rispetto 
ad  oa.  Sono  adunque  2(r  —  1)  (n  —  r)  i  punti  comuni  al  luogo  richiesto  ed  alia  retta  R; 
ossia  Tinviluppo  delle  polari  (r}me  de'  punti  di  una  retta  data  e  una  linea  delPordine 
2(r  — 1)  (n  —  r). 

Le  stesse  considerazioni  si  possono  applicare,  in  molti  casi,  alia  ricerca  dell'ordine 
della  linea  che  inviluppa  le  curve  d'una  data  serie.  Per  eseinpio,  se  la  serie  e  d'  indice  r 
e  d'ordine  5,  e  se  si  puo  assegnare  una  punteggiata  projettiva  alia  serie  (cioe  se  fra 
le  curve  della  serie  e  i  punti  di  una  retta  si  puo  stabilire  tale  corrispondenza  che  ad 
ogni  punto  della  retta  corrisponda  una  curva  della  serie,  e  viceversa),  1'inviluppo  sata 
dell'ordine  2(r — l)s.  Di  qui  per  5=1  si  ticava: 

Se  una  curva  della  classe  r  e  tale  che  si  possa  assegnare  una  punteggiata  projettiva 
alia  serie  delle  sue  tangenti,  Vordine  della  curva  e  solamente  2(r — 1). 

(g)  Se  la  polare  (n — r)ma  di  una  tetta  passa  per  un  dato  punto  0,  questo  e  (b) 
il  polo  di  una  polare  (r)mfl  tangente  a  quella  tetta.  Dunque: 

La  polare  (r)ma  di  un  punto  o,  ossia  il  luogo  de'  punti  le  cui  (n  —  r)me  polari  passano 

per  o,  e  anche  Vinviluppo  delle  rette  le  polari  (n  —  r)me  delle  quali  contengono  il  punto  o. 

Cosi  le  polati  de'  punti  e  delle  linee  sono  definite  in  doppio  modo,  e  come  luoghi 
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e  come  inviluppi.  Egli  e  appunto  in  questa  doppia  definizione  che  sembra  risiedere 
il  segreto  della  grande  fecondita  della  teoria  delle  curve  polari. 

(h)  La  polare  (r}ma  di  una  curva  C  tocchi  un'altra  curva  Cf  nel  punto  o.  In  o  quella 
polare  tocchera  la  polare  (r)ma  di  un  punto  o'  di  C ;  e  viceversa  (b)  in  o'  la  curva  C 
sara  toccata  dalla  polare  (n  —  r)mn  di  o.  Ma  la  polare  (r)ma  di  o'  tocca  in  o  anche  C'; 
dunque  la  polare  (w— r)mfl  di  o  tocchera  in  o'  la  polare  (n  —  r)mn  di  C';  ossia: 

Se  la  polare  (r)ma  di  una  curva  0  tocca  itrfaltra  curva  C',  reciprocamente  la  polare 
(n—r}ma  di  C'  tocca  C. 

(k)  Una  retta  R  sia  P(r  —  l)ma  polare  di  un  punto  o  rispetto  alF(«  — r)wia  polare 
di  un  altro  punto  o\  ovvero,  cio  che  e  la  medesima  cosa  (69,  c),  la  polare  (n — r)ma 
di  o'  rispetto  alia  polare  (r—  1)™*  di  o.  Se  R  varia  ed  inviluppa  una  curva  qualunque  C, 
restando  fisso  il  punto  o',  il  luogo  del  punto  o  sara  (d)  la  prima  polare  di  C  rispetto 
air(» — r}ma  polare  di  o'.  Se  invece  resta  fisso  il  punto  0,  inentre  R  inviluppa  la  curva  C, 
il  luogo  di  o!  sara  la  prima  polare  di  C  rispetto  alF(r—  l)ma  polare  di  o.  Dunque: 

Se  la  prima  polare  di  una  curva  G  rispetto  all'(r  —  l}ma  polare  di  un  punto  o  passa 
per  un  altro  punto  o\  la  prima  polare  di  C  rispetto  all3(n  —  r)ma  polare  di  o  passera 
per  o]  e  viceversa* 

105.  L'(»  —  l)ma  polare  di  una  curva  CM  d'ordine  m  e  (81)  una  linea  K  della  classe 
m(n—  1).  Reciprocamente,  la  prima  polare  di  K  sara  (104,  d)  una  linea  delTordine 
m(n —  If.  Questa  linea  comprende  in  se  la  data  curva  Cm5  perche  K  e  non  solo  Finvi- 
luppo  delle  rette  polari  dei  punti  di  Cm,  ma  anche  il  luogo  de'  poli  delle  prime  polari 
tangenti  a  Cm  {103,  a).  Dunque,  allorche  un  punto  o  percorre  la  curva  Cm,  gli  altri 
(n — if — 1  poli  della  retta  polare  di  o  descriveranno  una  linea  delPordine  m(n — I)2 — m 
—mn(n  —  2). 

A  questo  risultato  si  arriva  anche  cercando  la  soluzione  del  problema:  quando  un 
punto  o  percorre  una  data  linea,  quale  e  il  luogo  degli  altri  poli  della  retta  polare  di  o? 

Supposto  dapprima  che  la  data  linea  sia  una  retta  R,  cerchiamo  in  quanti  punti 

essa  seghi  il  luogo  richiesto.  Siccome  (103,  e)  vi  sono  -  (n  —  2)  (n—  3}  rette,  ciascuna 

2 

delle  quali  ha  due  poli  in  R,  cosi  gli  (n—  2)(»  —  3}  poli  di  tali  rette  sono  altrettanti 
ptmfci  del  luogo.  Inoltre  rieordiamo  (90,  b)  che  in  ogni  punto  delPHessiana  coincidono 
due  poli  <funa  medesima  retta,  talchfe  le  3(w  — 2)  intersezioni  delFHessiana  con  R 
S0BO  eommii  al  luogo  di  cui  si  tratta-  Questo  luogo  ha  dunque  (n  —  2)  (n  —  3)  +  3(» — 2) 
pnati  mmuni  mn  R,  vale  a  dire,  esso  e  delFordine  n(n  — 2). 

Se  ia?^^  fe  data  naa  liaea  Gm  dell'ordine  m,  assunta  un'arbitraria  retta  R,  cer- 
chiamo quanta  volte  awenga  che  una  stessa  retta  abbia  un  polo  in  R  ed  un  altro  in  Gm . 
I  poli  coBgioati  ai  poBti  di  R  sono,  come  or  si  e  dimostrato,  in  una  linea  delTordine 
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n(n  —  2),  la  quale  sega  Cm  in  mn(n  —  2)  punti.  Dunque  vi  sono  mn(n  —  2)  punti  in 
Cm,  ciascun  de?  quali  ha  un  polo  congiunto  in  E;  ossia: 

Se  un  polo  describe  ima  curva  d'ordine  m,  il  luogo  degli  altri  poli  congiunti  e  una 
linea  delVordine  mn(n  —  2).  [85] 

106.  Imaginiamo  un  polo  che  si  muova  percorrendo  una  data  curva  Gm  d'ordine  m; 
quale  sara  il  luogo  delle  intersezioni  della  prima  colla  seconda  polare  del  polo  mobile, 
rispetto  alia  curva  fondamentale  C»?  Assunta  una  retta  arbitraria  E,  se  per  un  punto  i 
di  essa  passa  una  prima  polare,  il  polo  giace  nella  retta  polare  di  i\  questa  retta 
sega  Gm  in  m  punti,  le  seconde  polari  dei  quali  incontreranno  E  in  m(n  —  2)  punti  i'. 
Se  invece  si  assume  ad  arbitrio  in  E  un  punto  i  pel  quale  debba  passare  una  seconda 
polare,  il  polo  sara  nella  conica  polare  di  ir,  che  taglia  Gm  in  2m  punti;  le  prime 
polari  di  questi  determinano  in  E  2m (n — 1)  punti  i.  Cosi  vediamo  che  ad  ogni  punto  i 
corrispondono  m(n  —  2)  punti  i',  mentre  ad  ogni  punto  i'  corrispondono  2m (n  —  l) 
punti  i]  talche  (83)  vi  saranno  (inR)w(w  —  2)-j-2w(» — l)  =  m(3n  —  4)  punti  i, 
ciascun  de'  quali  coincida  con  uno  de'  corrispondenti  i';  cioe  il  luogo  rickiesto  e  una 
curva  U  delVordine  m(3n  —  4).  Evidentemente  questa  curva  tocca  C»  negli  mn  punti 
comuni  a  Cm  e  GA,  perche  in  ciascuno  di  questi  punti  le  polari  prima  e  seconda  si 
toccano  fra  loro  e  toccano  Gn  (71). 

Inoltre,  siccome  per  un  flesso  della  curva  fondamentale  passa  la  prima  e  la  seconda 
polare  di  ogni  punto  della  relativa  tangente  stazionaria  (80),  cosi  la  curva  II  passera 
pel  flesso  di  Gn  tante  volte  quanti  sono  i  punti  comuni  a  CM  ed  alia  tangente  stazio- 
naria. Dunque  la  curva  U  passa  m  volte  per  ciascuno  dei  3n(n  —  2)  flessi  di  Gn  *). 

(a)  Se  Gm  coincide  con  Cn,  la  linea  U  contiene  manifestamente  due  volte  la  curva 
fondamentale;  prescindendo  da  questa,  rimarra  una  curva  deU'ordine  3»(n  — 2),  per 
la  quale  i  flessi  di  C*  sono  punti  (n — 2)#K.  Dunque,  se  un  polo  percorre  la  curva  fon- 
damentale, gli  (n  —  l}(n  —  2)  — 2  punti  in  cui  si  segano  le  polari  prima  e  seconda 
generano  una  linea  delFordine  Zn(n  —2),  avente  n — 2  branche  passanti  per  ciascun 
flesso  di  Oft,  una  delle  quali  ha  ivi  con  Gn  un  contatto  tripunto.  II  che  riesce  evidente, 
considerando  che  ogni  tangente  stazionaria  della  curva  fondamentale  ha  con  questa 
n  —  2  punti  comuni,  cioe  il  flesso  ed  n  —  3  intersezioni  semplici. 

(b)  Analogamente  si  dimostra  che,  se  il  polo  percorre  la  curva  G^,  le  intersezioni 
delle  polari  (r)ma  ed  (s)ma  descrivono  una  linea  delFordine  mn(r+s)  —  2mrs,  la  quale 
tocca  la  curva  fondamentale  ne'  punti  comuni  a  questa  ed  a  Cm.  E  da  notarsi  che  il 
numero  mn (r  +  s)  —  2mrs  non  cambia  sostituendo  n  —  r,n  —  s  ad  r,s. 


*)  CLEBSCH,    Ueber  dne  Classe  von  Eliminationsproblemen  und  fiber  einige  Purikte  der 
TJworie  der  Polaren  (Giornale  CRELLE-BOEOHARDT,  t.  58,  Berlino  1861,  p.  279). 
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ART.  XVIIL 
Applicazione  alle  curve  di  second'  ordine. 

107.  Se  ne'  teoremi  general!  suesposti  si  fa  n=2,  si  ottengono  i  piu  interessanti 
risultati  per  la  teoria  delle  coniche. 

Dato  un  polo  o  nel  piano  clella  curva  fondamentale  C>  di  second'ordine,  il  luogo 
del  punto  coniugato  annonico  di  o,  rispetto  alle  due  intersezioni  della  curva  con  una 
trasversale  mobile  intorno  ad  o,  e  la  retta  polare  di  o  (68).  Se  la  polare  di  o  passa 
perun  altro  punto  o',  viceversa  (69,  a)  la  polare  di  o'  contiene  o;  ossia  tutte  le  rette 
passanti  per  un  punto  dato  hanno  i  loro  poll  nella  retta  polare  di  questo  punto,  e 
reciprocamente  tutt'  i  punti  di  una  data  retta  sono  poli  di  rette  incrociantisi  nel  polo 
della  data. 

Siccome  ogni  punto  ha  una  determinata  retta  polare,  e  viceversa  ogni  retta  ha  un 
polo  unico,  cost  i  punti  di  una  retta  costitidscono  una  punteggiata  projettiva  alia  stella 
formata  dalle  loro  rispettiue  polari.  Donde  segue  che  il  rapporto  anarmonico  di  quattro 
rette  divergenti  da  un  punto  e  eguale  al  rapporto  anarmonico  dei  loro  poli  *). 

La  retta  polare  di  un  punto  o  sega  la  conica  fondamentale  ne'  punti  in  cui  questa 
e  toccata  da  rette  uscenti  da  o  (70). 

Considerando  la  conica  fondamentale  come  una  curya  di  seconda  classe,  se  da  un 
punto  qualunque  di  una  retta  data  si  tirano  le  due  tangenti  alia  curva,  la  retta  coniu- 
gata  armonica  della  data,  rispetto  a  queste  due  tangenti,  passa  per  un  punto  fisso  (82) 
che  &  il  polo  della  retta  data. 

Due  figure,  Tuna  delle  quali  contenga  i  poli  e  le  polari  delle  rette  e  dei  punti 
delFaltra,  diconsi  polari  reciproche.  Sui  pochi  principii  or  dicMarati  si  fonda  il  celebre 
metodo  di  PONCELET  **}  per  passare  dalle  proprieta  delFuna  a  quelle  delFaltra  figura. 

108.  Due  punti  0,0',  F  un  de'  quali          Le  polari  di  due  poli  coniugati,  ossia 
giaccia  nella  polare  delPaltro,  diconsi  poli    due  rette  passanti  ciascuna  pel  polo  del- 
emiugati.  Le  infinite  coppie  di  poli  coniu-    Paltra,  diconsi  coniugate.  Le  infinite  cop- 
gati  esistenti  in  una  trasversale  formano    pie  di  polari  eomugate  passanti  per  uno 


*)  CHASUSS,  M&moire  de  &$om&rie  sur  deux  prindpes  g&t&raiKE  de  la  science  etc.  (M6moires 

rcm!x£s  par  FAcsdtoie  E,  de  Braxelles,  1. 11,  1837,  p.  582). 

**}  POHCBLST,  I  Solution  .„ ,  citato  al  n.  70.  j  —  Tram  des  propri&te prqfectwes  des  figures, 
Paris  1^$,  p.  122.  —  M&nmre  sur  la  th&rie  des  poMres  r&zproques  {Giornale  di  CRBLLB,  t.  4, 
Berlino  18^,  p.  l). 
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unMnvoluzione  (quadratica),  i  cui  punti  stesso  punto  dato  forinano  un'  involuzione 
doppi  sono  le  intersezioni  della  conica  colla  (quadratica),  i  raggi  doppi  della  quale  sono 
trasversale  ;  cioe  i  punti  della  conica  fon-  le  tangenti  che  dal  punto  dato  si  possono 
damentale  sono  coniugati  a  se  inedesimi.  condurre  alia  conica;  cioe  le  tangenti  di 

questa  sono  rette  coniugate  a  se  medesime. 

(a)  Due  poli  coniugati  ed  il  polo  della  retta  che  li  unisce  (ovvero  due  rette  co- 
niugate e  la  polare  del  punto  ad  esse  comune)  individuano  un  triangolo  (o  un  trila- 
tero),  nel  quale  ciascun  lato  e  la  polare  del  vertice  opposto.  Siffatto  triangolo  o  tri- 
latero  dicesi  coniugato  alia  conica  data. 


(b')  Se  per  due  punti  di  una  data  retta 
P  si  tirano  quattro  tangenti  BO,  AD  alia 
conica  data,  e  se  Q ,  R  sono  le  rette  pas- 
santi  per  le  coppie  di  punti  (CA,BD) 
(AB,  CD),  il  punto  QR  sara  il  polo  della 
retta  P;  anzi  nel  trilatero  PQR  ciascun 
lato  e  la  polare  del  vertice  opposto,  come 
segue  immediataniente  dalla  proprieta  ar- 
monica del  quadrilatero  completo  ABCD 
(5).  Dunque  tutte  le  coniche  inscritte  nel 
quadrilatero  sono  coniugate  al  trilatero  for- 
mato dalle  diagonali  PQR. 


(b)  Se  da  un  punto  p  si  conducono  due 
trasversali  a  segare  la  conica  data  ne'  quat- 
tro  punti  be,  ad,  e  se  #,  r  sono  le  interse- 
zioni delle  coppie  di  rette  (ca,  Id],  (aJ,  c<Z), 
la  retta  qr  sara  la  polare  del  punto  p  ;  anzi 
nel  triangolo  pqr  ciascun  Yertice  e  polo  del 
lato  opposto.  Cio  e  una  immediata  conse- 
guenza  della  proprieta  armonica  del  qua- 
drangolo  completo  abed  (5).  Dunque  tutte 
le  coniche  circoscritte  a  questo  quadran- 
golo  sono  coniugate  al  triangolo  formato 
dai  punti  diagonal!  pqr. 

(c)  In  generale  (89),  se  un  punto  ha  la  stessa  retta  polare  rispetto  a  due  curve 
d'un  fascio,  esso  e  doppio  per  una  curva  del  fascio  medesimo.  Cio  torna  a  dire  che 
due  coniche  non  ammettono  alcun  triangolo  coniugato  comune,  oltre  qnello  che  ha  i 
vertici  ne7  tre  punti  doppi  del  fascio  da  esse  determinato  ;  ossia  i  punti  diagonal!  del 
quadrangolo  complete  formato  dai  punti  comuni  a  due  coniche,  e  le  rette  diagonali 
del  quadrilatero  completo  formato  dalle  tangenti  comuni  alle  stesse  coniche  sono  i 
vertici  e  i  lati  delFunico  triangolo  coniugato  ad  entrarnbe  le  curve. 

(d)  II  teorema  di  PASCAL  relative  ad  un  esagono  inscritto  in  una  conica  (45,  c),  se 
si  assume  il  secondo  vertice  infinitamente  vicino  al  primo,  ed  il  quinto  al  quarto, 
somministra  la  seguente  relazione  fra  quattro  punti  di  una  conica  e  le  tangenti  in  due 
di  essi: 

Se  un  quadrangolo  e  inscritto  in  una  conica,  le  tangenti  in  due  vertici  concorrono 
sulla  retta  che  unisce  due  punti  diagonali. 

Donde  si  conclude  facilmente  che  le  diagonali  del  quadrilatero  formato  da  quattro 
tangenti  di  una  conica  sono  i  lati  del  triangolo  avente  per  vertici  i  punti  diagonali 
del  quadrangolo  formato  dai  quattro  punti  di  contatto. 
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(e)  Se  di  un  quadrangolo  completo  abed  sono  dati  i  tre  punti  diagonal!  pqr  ed  un 
yertice  a,  il  quadrangolo  e  determinato  ed  unico.  Infatti,  il  vertice  5  e  il  coniugato 
arinonico  di  a  rispetto  ai  punti  in  cui  pq,  pr  segano  ar~  ecc.  Dunque  le  coniche  pas- 
santi  per  uno  stesso  punto  a  e  coniugate  ad  un  dato  triangolo  pqr  formano  un  fasdo> 
ossia  (92): 

TuUe  le  coniche  coniugate  ad  un  dato  triangolo  formano  una  rete. 

(f)  Le  curve  di  questa  rete  che  dividono  armonicamente  un  dato   segmento  oof 
formano  un  fascio.  Infatti,  se  i  e  un  punto  arbitrario,  tutte  le  coniche  della  rete  pas- 
santi  per  i  hanno  altri  tre  punti  comuni,  eppero  incontrano  la  retta  oo'  in  coppie  di 
punti  in  involuzione  (49).  Ma  anche  le  coppie  di  punti  che  dividono  armonicamente  oo' 
costituiscono  un'  involuzione  (25,  a),  e  le  due  involuzioni  hanno  una  coppia  comune  di 
punti  coniugati;  dunque  per  i  passa  una  sola  conica  della  rete,  la  quale  sodisfaccia  alia 
condizione  riehiesta,  c.  d.  d.  In  altre  parole,  la  rete  contiene  un  fascio  di  coniche, 
rispetto  a  ciaseuna  delle  quali  i  punti  oo  sono  poll  coniugati. 

In  una  rete  due  fasci  hanno  sempre  una  curva  comune;  dunque,  se  si  cerca  la 
conica  della  rete  rispetto  alia  quale  il  punto  o  sia  coniugato  si  ad  0'  che  ad  0",  cioe  0 
abbia  per  polare  0*0",  il  problema  ammette  una  sola  soluzione  ;  vale  a  dire  :  vi  e  una 
sola  conica,  rispetto  alia  quale  un  dato  triangolo  sia  coniugato,  e  un  dato  punto  sia 
polo  di  una  data  retta. 

(g)  Siano  pqr,p'qY  due  triangoli  coniugati  alia  conica  fondamentale  ;  $,t  i  punti 
in  eui  le  rette  p'q'  ,p'r  segano  gr\  s'  ,tf  quelli  ove  qY  e  incontrata  dalle  pq,pr.  Le 
polari  de*  punti  q,r,s,t  sono  evidentemente  le  rette  p(r,q9r,g[)9  che  incontrano 
qY  in  £,s\rq.  Ma  il  sistema  di  queste  quattro  rette  e  quello  de'  loro  poli  hanno 
lo  stesso  rapporto  armonico  (107),  dunque: 


ossia  (1): 

(qrst} 

?ale  a  dire,  le  quattro  rette  pq,pr,p'q',p'r  incontrano  le  qr,qY  in  due  sistemi  di 
quattro  punti  aventi  lo  stesso  rapporto  anarmonico.  Dunque  (60)  i  sei  lati  dei  due 
triaEgoli  proposti  formano  un  esagono  di  BRIANCHON.  Inoltre  i  due  fasci  di  quattro 
rette  p'fe,  r,  #',  r}»  p(q,  r,  q',  r7)  hanno  lo  stesso  rapporto  anarmonico,  onde  (59)  i  sei 
tertici  de'triaagoli  medesimi  eostituiseono  un  esagono  di  PASCAL*).  Ossia: 


*)  STMDOBE,  SystemaMsche  Enbtnckelunff  der  AbMngigkdt  geometrischer  Gestcdten  von  ein- 
ander,  Berlin  1832,  p.  308  (Aufg.  46),  —  CHABLMS,  M&noire  sur  les  lignes  conjointes  dans  les 
(Journal  de  M.  LIOUVILLSS,  aout  1838,  p.  398). 
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Se  due  triangoli  sono  circoscriUi  ad  una  conica,  essi  sono  inscritti  in  un'altra;  e 
viceversa. 

Affinche  due  triangoli  siano  coniugati  ad  una  stessa  conica,  e  necessario  e  sufficiente 
che  essi  siano  circoscriUi  ad  un'altra  conica,  ovvero  inscritti  in  ima,  terza  conica. 

Questa  proprieta  si  puo  esprimere  eziandio  dicendo  che  la  conica  tangente  a  cinque 
de:  sei  lati  di  due  triangoli  coniugati  ad  una  conica  data  tocca  anche  il  sesto;  e  la 
conica  determinata  da  cinque  vertici  passa  anche  pel  sesto,  Donde  s'inferisce  che: 

Se  una  conica  tocca  i  lati  di  un  trian-  Se  una  conica  passa  pei  vertici  di  un 
golo  coniugato  ad  una  seconda  conica,  infi-  triangolo  coniugato  ad  un'altra  conica,  sara 
niti  altri  triangoli  coniugati  a  questa  saran-  pur  circoscritta  ad  infiniti  altri  triangoli 
no  circoscritti  alia  prima;  cioe  le  tangenti  coniugati  alia  medesima;  cioe  ogni  punto 
condotte  alle  due  coniche  dal  polo  (relative  della  prima  conica  sara,  rispetto  alia  se- 
alla  seconda)  di  ciascuna  retta  tangente  alia  conda,  il  polo  di  una  retta  segante  le  due 
prima  formeranno  un  fascio  armonico.  curve  in  quattro  punti  armonici. 

109.  Le  coniche  circoscritte  ad  un  quadrangolo  abed  sono  segate  da  una  trasversale 
arbitraria  in  coppie  di  punti  che  formano  un'  involuzione  (49).  Fra  quelle  coniche  vi 
sono  tre  paja  di  rette;  dunque  le  coppie  di  lati  opposti   (be,  ad],  (ca,bd),  (ab,cd) 
del  quadrangolo  incontrano  la  trasversale  in  sei  punti  afal ,  b\ ,  <Jci  accoppiati  invo- 
lutoriamente.  [86j  Vice  versa,  se  i  lati  di  un  triangolo  abc  sono  segati  da  una  trasversale 
ne'  punti  a'b'c,  e  se  questi  sono  accoppiati  in  involuzione  coi  punti  a^Ci  della  stessa 
trasversale,  le  tre  rette  aal ,  bbi ,  ccl  concorreranno  in  uno  stesso  punto  d. 

Sia  or  dato  un  triangolo  abc,  i  cui  lati  bc,ca,  ab  seghino  una  trasversale  in  a,V,cf\ 
e  sia  inoltre  data  una  conica,  rispetto  alia  quale  i  punti  ai ,  &j. ,  d  situati  nella  stessa 
trasversale  siano  poli  coniugati  ordinatamente  ad  a,  V,  cf.  Le  tre  coppie  di  punti 
a'0!  ,&'&!,  (ft^  sono  in  involuzione  (108),  eppero  le  rette  aal,bblyccl  passano  per  uno 
stesso  punto  d.  Se  di  piu  si  suppone  che  a ,  b  siano  poli  ordinatamente  coniugati  ad 
</,  &',  le  polari  di  a\  V  sono  le  rette  aal ,  &&L ,  talche  il  polo  della  trasversale  sara  il 
punto  d.  Dunque  la  polare  di  d  e  cci9  ossia  anche  i  punti  c,e'  sono  poli  coniugati. 
Abbiamo  cosi  il  teorema: 

Se  i  termini  di  due  diagonali  aaf ,  bb'  d'un  quadrilatero  complete  formano  due  coppie 
di  poli  coniugati  rispetto  ad  una  data  conica,  anche  i  termini  della  terza  diagonale  cc 
sono  coniugati  rispetto  alia  medesima  conica*). 

110.  Se  un  polo  percorre  una  data  curva  Cm  delTordine  m,  avente  6  punti  doppi 


*)  HESSE,  De  octo  punctis  intersectionis  trium  superficierum  secundi  ordinis  (Dissertatio  pro 
venia  legendi),  Eegiomonti  1840,  p.  17. 
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e  y.  cuspidi,  la  retta  polare  (relativa  alia  conica  fondamentale  C3)  inviluppa  una  seconda 
curva  della  classe  w,  dotata  di  8  tangent!  doppie  e  x-  flessi,  la  quale  e  anche  il  luogo 
dei  poll  delle  rette  tangent!  a  Cm  (103).  Le  due  curve  diconsi  polari  reciproclie. 


(a)  Se  la  conica  fondamentale  C2  e  il 
sistema  di  due  rette  concorrenti  in  un  punto 
i,  la  polare  d'ogni  punto  o  passa  per  i,  ed 
invero  essa  e  la  coniugata  armonica  di  oi 
rispetto  al  pajo  di  rette  costituenti  la  co- 
nica (73,  b) ;  ma  la  polare  del  punto  i  e 
indeterminata  (72),  cioe  qualunque  retta 
nel  piano  puo  essere  considerata  come  po- 
lare di  L  Donde  segue  che  ogni  retta  pas- 
sante  per  i  ha  infiniti  poli  tutti  situati  in 
un'altra  retta  passante  per  i,  mentre  una 
retta  non  passante  per  i  ha  per  unico  polo 
questo  punto. 

Percio  se  e  data  una  curva  della  classe 
r,  considerata  come  inviluppo  di  rette,  la 
sua  polare  reciproca,  ossia  il  luogo  dei  poli 
delle  sue  tangenti,  sara  il  sistema  di  r  rette 
passanti  per  i  e  ordinatamente  conjugate 
armoniche  (rispetto  alle  due  rette  onde 
consta  Cy  di  quelle  r  tangenti  che  si  pos- 


(a')  Se  la  conica  fondamentale  C2,  ri- 
sguardata  come  inviluppo  di  seconda  classe, 
e  una  coppia  di  punti  oo':  il  polo  di  ogni 
retta  R  giace  nella  retta  oo',  e  questa  e 
divisa  arrnonicamente  dal  polo  e  dalla  po- 
lare. Pero  il  polo  della  retta  od  e  indeter- 
minate, cioe  qualunque  punto  del  piano  puo 
essere  assunto  come  polo  di  quella  retta. 
Ond'  e  che  ogni  punto  della  retta  od  ha  in- 
finite polari  tutte  incrociantisi  in  un  altro 
punto  della  rnedesima  retta;  mentre  un 
punto  qualunque  esterno  alia  od  non  ha  al- 
tra  polare  che  questa  retta. 

Dunque,  se  e  data  una  curva  dell'or- 
dine  r,  la  sua  polare  reciproca,  cioe  T in- 
viluppo delle  polari  de'  suoi  punti,  e  il 
sistema  di  r  punti  situati  in  linea  retta  con 
00',  i  quali  sono,  rispetto  a  questi  due,  i 
coniugati  armonici  di  quelli  ove  la  curva 
data  incontra  la  retta  od. 


sono  condurre  da  i  alia  curva  data. 

(b)  NelFipotesi  (a)  e  evidente  che  ogni  trilatero  coniugato  avra  un  vertice  in  i, 
e  due  lati  fonneranno  un  sistema  annonico  colle  due  rette  costituenti  la  conica  fon- 
damentale. Viceversa,  se  un  trilatero  dato  e  coniugato  ad  una  conica  che  sia  un  pajo 
di  rette,  queste  dovranno  tagliarsi  in  un  vertice  e  formare  un  fascio  annonico  con  due 
lati  dei  trilatero  medesimo;  e  in  particolare,  un  lato  di  questo,  considerate  come  il 
sistema  d!  due  rette  coincident!,  terra  luogo  di  una  conica  coniugata  al  trilatero.  Per 
consegueB^a,  le  tre  rette  costitueati  il  trilatero  eontengono  i  punti  doppi  delle  coniche 
ad  esso  conjugate,  ossia  (92 ;  108,  e)  I'Hessiana  della  rete  formata  dalle  coniche  coniu- 
g®£$  ad  mi  trila^ro  $Mo  e  il  trilatero  medesimo. 

111.  In  virtft  del  teorema  generale  (110),  la  polare  reciproca  di  una  conica  K  ri- 
spetto ad  ua'aJtra  conica  Gt  ft  una  terza  conica  K';  le  due  curve  K,Kf  avendo  tra 
loro  tai  relazioiie  che  le  tangenti  di  ciaseuna  sono  le  polari  dei  punti  delPaltra  rispetto 
a  <V  Ne'  qaattro  punti  eonmni  a  K,  la  conica  fondamentale  C2  6  toccata  dalle  quattro 
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tangent!  comimi  a  K';  dtinqtie  (108,  d)  le  tre  coniche  03?  K,  K'  sono  coniugate  ad  uno 
stesso  triangolo. 

(a)  Se  R  e  la  polare  di  un  pimto  r  rispetto  a  K,  e  se  r,  R'  sono  il  polo  e  la  polare 
di  R ,  r  rispetto  a  Co ,  e  evidente  clie  r'  sara  il  polo  di  R'  rispetto  a  Iv . 

(b)  I  punti  comuni  a  K,K'  sono  i  poli,  rispetto  a  C2,  delle  tangent!  comuni  alle 
medesime  coniche.  Donde  segue  che,  se  piu  coniche  sono  circoscritte  ad  nno  stesso 
quadrangolo,  le  loro  polari  reciproche  saranno  inscritte  in  uno  stesso  quadrilatero.  E  sic- 
come  le  prime  coniche  sono  incontrate  da  una  trasversale  arbitraria  in  coppie  di  punti 
formanti  un'  involuzione,  cosi  le  tangenti  condotte  da  un  pimto  qualunque  alle  coniche 
inscritte  in  un  quadrilatero  sono  pur  accoppiate  involutoriamente. 

(c)  Se  sono  date  a  priori  entrambe  le  coniche  K,  K',  le  quali  si  seghino  ne'  punti 
abed  ed  abbiano  le  tangenti  comuni  ABCD,  la  conica  rispetto  alia  quale  K,  K'  sono 
polari  reciproche  dovra  essere  coniugata  (111)  al  triangolo  fonnato  dai  punti  diago- 
nali  del  quadrangolo  alcd  e  dalle  diagonal!  del  quadrilatero  ABCD  (108,  c).  Per  de- 
terminare  completamente  questa  conica,  bastera  aggiungere  la  condizione  che  il  punto 
a  sia,  rispetto  ad  essa,  il  polo  di  una  delle  quattro  rette  ABCD  (108,  f).  Donde  segue 
esservi  qtiattro  coniche,  rispetto  a  ciascuna  delle  quali  due  coniclie  date  smo  polari  re- 
ciproche. 

(d)  Date  due  coniche  K,  K',  la  prima  di  esse  sia  circoscritta  ad  un  triangolo  pqr 
coniugato  alia  seconda.  Se  Ca  e  una  conica  rispetto  a  cui  le  date  siano  polari  reci- 
proche, e  se  le  rette  PQR  sono  le  polari  de'  punti  pqr  rispetto  a  C2,  il  trilatero  PQR 
sara  circoscritto  a  K'.  Ma  il  triangolo  pqr  e  supposto  coniugato  a  K';  dunque  (a)  il 
trilatero  PQR  sara  coniugato  a  K.  Ossia: 

Se  una  conica  e  circoscritta  ad  un  triangolo  coniugato  ad  una  seconda  conica,  vi- 
ceversa  questa,  e  inscritta  in  un  trilatero  coniugato  alia  prima ;  e  reciprocamente  *). 

Quindi, '  avuto  riguardo  al  doppio  enunciate  (108,  g): 

Se  una  conica  e  inscritta  in  un  triangolo  coniugato  ad  un'altra  conica  (ossia,  se 
questa  e  circoscritta  ad  un  triangolo  coniugato  a  quella),  la  polare  reciproca  della 
seconda  conica  rispetto  alia  prima  e  F  inviluppo  di  una  retta  che  tagli  armonicamente 
le  due  coniche  date ;  e  la  polare  reciproca  della  prima  rispetto  alia  seconda  e  il  luogo 
di  un  punto  dal  quale  tirate  le  tangenti  alle  due  coniche  date,  si  ottenga  un  fascio 
armonico. 

(e)  In  generate,  date  due  coniche  K,K',  proponiamoci  le  seguenti  quistioni **) : 


*}  HESSE,  Vorlesungen  tiber  analytiscTie  Geotnetrie  des  Baumes,  Leipzig  1861,  p.  175. 
**)  STAUDT,  Ueber  die  Kurven  2.  Ordnung,  Niirnberg  1831,  p.  25. 

Cremona,  torno  I.  27 
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Quale  e  Finviluppo  di  una  retta  che 
seghi  le  coniche  date  in  quattro  punti  ar- 
monici?  Quante  rette  dotate  di  tale  pro- 
prieta  passano  per  un  punto  qualunque, 
ex.  gr.  per  uno  de1  punti  abed  comuni  alle 
coniche  date?  Affinche  una  retta  condotta 
per  a  seghi  K ,  K'  in  quattro  punti  armo- 
nici,  tre  di  questi  dovranno  coincidere  in 
a,  doe  le  sole  tangenti  che  per  a  si  pos- 
sano  condurre  all'inviluppo  richiesto  sono 
le  due  rette  che  ivi  toccano  Puna  o  Faltra 
eonica.  Dunque  Finviluppo  e  una  conica  F 
tangente  alle  otto  rette  che  toccano  in  abed 
le  curve  date. 

Di  queste  otto  rette,  le  quattro  che  toc- 
cano K'  sono  anche  tangenti  (111)  alia  co- 
nica H,  polare  reciproca  di  K  rispetto  a 
K';  ossia  le  coniche  K',  H,  F  sono  inseritte 
neUo  stesso  quadrilatero.  Dunque,  se  una 
tangente  di  H,  non  comune  a  K1,  sega  ar- 
monicamente  K ,  K' ,  le  coniche  H ,  F  coin- 
cidono.  Cio  accade  quando  K  e  circoscritta 
ad  un  triangolo  coniugato  a  K'  (d). 


Quale  £  il  luogo  di  un  punto  dal  quale 
si  possa  condurre  un  fascio  armonico  di 
tangenti  alle  coniche  date?  Quanti  punti 
dotati  di  questa  proprieta  esistono  in  una 
retta  qualunque,  ex.  gr.  in  una  delle  tan- 
genti ABCD  comuni  alle  coniche  date?  E 
evidente  che  le  sole  intersezioni  della  retta 
A  col  luogo  di  cui  si  tratta  sono  i  punti  in 
cui  la  retta  medesima  tocca  Tuna  o  1'altra 
conica  data.  II  luogo  richiesto  e  dunque 
una  conica  F'  passante  per  gli  otto  punti 
in  cui  le  curve  date  sono  toccate  dalle  loro 
tangenti  comuni. 


Di  questi  otto  punti,  i  quattro  situati 
in  K  appartengono  anche  alia  conica  H', 
polare  reciproca  di  K'  rispetto  a  K ;  vale  a 
dire,  le  coniche  K ,  H' ,  F'  appartengono  ad 
uno  stesso  fascio.  Dunque,  se  un  punto  di 
Hf,  non  comune  a  K,  e  centro  d'un  fascio 
armonico  di  rette  tangenti  a  K ,  K' ,  le  co- 
niche H' t  F'  si  confondono  in  una  sola.  Cio 
aecade  quando  K7  e  inscritta  in  un  trian- 
golo coniugato  a  K  (d). 

Se  Gt  e  una  conica  rispetto  alia  quale  K ,  K'  siano  polari  reciproche,  evidentemente 
le  coniche  F,F'  (come  pure  H»H')  sono  polari  reciproche  rispetto  a  C2. 

(f)  Siano  K,K'7KW  tre  coniche  circoscritte  ad  uno  stesso  quadrangolo  abed,  e  le 
prime  due  siano  separatamente  circoscritte  a  due  triangoli  coniugati  ad  una  medesima 
conica  C*.  Le  coniche  H,  H',  H",  polari  reciproche  di  quelle  prime  tre  rispetto  a  C2, 
saranno  tutte  toccate  dalle  rette  ABCD,  polari  de'  punti  abed  rispetto  a  C2  (b).  Dunque 
(d)  la  retta  A  sega  armonicamente  si  le  due  coniche  Gs»,K,  che  le  due  C2,K';  cioe 
le  intersezioni  di  C2  con  A  sono  i  punti  doppi  delF  involuzione  (quadratica)  che  le 
coaiche  del  fascio  (KK')  determinano  sopra  A.  Di  qui  si  trae  che  A  taglia  armoni- 
camente  aache  Ca,E?\  ossia  (e): 

Se  in  due  conieke  sono  separa&amente  inscritti  due  triangoli  coniugati  ad  una  conica 
ctUra  arnica  deseritta  pei  punti  comuni  alk  prime  due  sara  pur  circo- 
un  tn*m$c&&  coniugato  aUa  conica  data.    [*7] 
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ART.  XIX. 
Curve  descritte  da  mi  puuto,  le  indicatrici  del  quale  variino  con  legge  data. 

112.  Riprendendo  il  caso  generale  d'una  curva  fondamentale  Cn  d'ordine  qualsi- 
voglia  n,  cerchiamo  cli  condurre  per  un  dato  punto  p  una  retta  che  tocchi  ivi  la  prima 
polare  d'alcun  punto  o  clella  retta  medesima  *).  Le  prime  polari  passanti  per  p  hanno 
i  loro  poll  nella  retta  polare  di  questo  punto.  Se  inoltre  p  dev'essere  il  punto  di  con- 
tatto  della  priina  polare  con  una  tangente  condotta  dal  polo  o ,  anclie  la  seconda  polare 
di  o  dovra  passare  per  p  (70);  talche  o  sara  una  delle  intersezioni  della  retta  polare 
colla  conica  polare  di  p,  cioe  po  dev'essere  tangente  alia  conica  polare  di  p. 

Dunque  le  rette  che  risolvono  il  problema  sono  le  due  tangenti  che  da  p  si  possono 
condurre  alia  conica  polare  di  questo  punto,  ossia  le  due  indicatrici  del  punto  p  (90,  c). 

(a)  Se  p  e  un  punto  delFHessiana,  la  sua  conica  polare  e  un  pajo  di  rette  incro- 
ciantisi  nel  corrispondente  punto  o  della  Steineriana,  pel  quale  passa  anche  la  retta 
polare  di  p.  I  punti  di  questa  retta  sono  poli  di  altrettante  prime  polari  passanti  per  p 
ed  ivi  aventi  una  comune  tangente  (90,  a);  donde  segue  che  questa  e  un' indicatrice  del 
punto  p.  Ma  le  indicatrici  di  p  sono  insieme  riunite  nella  retta  po  (90,  c);  dunque  (98,  b): 

La  retta  che  unisce  un  punto  dell'Hessiana  al  corrispondente  punto  della  Steineriana 
tocca  nel  primo  di  questi  punti  tutte  le  prime  polari  passanti  per  esso. 

Ond'e  che  la  linea  della  classe  3(w  —  l)  (n  —  2),  -inviluppo  delle  tangenti  comuni 
ne'  punti  di  contatto  fra  le  prime  polari  (91,  b),  puo  anche  essere  definita  come  V invi- 
luppo delle  rette  che  uniscono  le  coppie  di  punti  corrispondenti  dell'Hessiana  e  della 
Steineriana  (98,  b). 

(b)  Data  una  retta  R,  in  essa  esistono  2  (n  —  2)  punti,  eiascun  dei  quali,  o ,  e  il 
polo  d'una  prima  polare  tangente  ad  R  in  un  punto  p  (103,  c);  eppero  in  una  retta 
qualunque  m  sono  2(n —  2)  punti,  per  dascuno  de'  quali  essa  e  un* indicatrice. 

Se  R  e  una  tangente  della  curva  fondamentale,  nel  punto  di  contatto  sono  riuniti 
due  punti  o  ed  i  due  corrispondenti  punti  p. 

113.  Quale  &  il  luogo  del  punto  jp,  se  una  delle  sue  indicatrici  passa  per  un  punto 
fisso  2?  Ciascuna  retta  condotta  per  i  contiene  2(n — 2)  posizioni  del  punto  p(112,b); 
ed  i  rappresenta   altri  due  punti  p,  corrispondenti  alle  due  indicatrici   dello  stesso 
punto  i.  Dunque  il  luogo  richiesto  e  una  curva  L»*  delFordine  2(w — 2)-f-2=2(W — 1), 
che  passa  due  volte  per  i. 


*)  CLEBSCH,  I.  c.  p.  280-285. 
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Considerando  una  tangente  della  curva  fondamentale,  nel  punto  di  contatto  sono 
riuniti  due  punti  p\  dunque  la  linea  L"  tocca  Cn  negli  n(n — 1)  punti  di  contatto  delle 
tangenti  condotte  a  questa  dal  punto  L 

Quando  il  polo  o  (112)  prende  il  posto  del  punto  i,  le  (n  —  l)  (n—  2)  intersezioni 
della  prima  colla  seconda  polare  di  i  sono  altrettante  posizioni  del  punto  p.  Viceversa, 
se  p  e  nella  seconda  polare  di  i,  la  conica  polare  di^p  passa  per  i\  ma  i  dee  giacere 
in  una  tangente  condotta  da  p  alia  conica  polare  di  quest'ultimo  punto,  dunque  anche 
la  retta  polare  di  p  passera  per  i,  e  conseguentemente  p  giacera  nella  prima  polare 
di  i.  Quegli  (n  —  l)  (n  —  2)  punti  sono  pertanto  i  soli  che  la  curva  L*f  abbia  comuni 
colla  seconda  polare  di  i ;  ond'  e  che  in  tutti  quei  punti  le  due  curve  si  toccano.  Con- 
cludiamo  adunque  che  la  curva  L"  tocca  la  curva  fondamentale  e  la  seconda  polare 
del  punto  i  ovunque  le  incontra,  e  gli  n(n  —  l)  +  (n —  1)  (n — 2)  punti  di  contatto 
giacciono  tutti  nella  prima  polare  di  L 

Siccome  la  prima  polare  di  i  presa  due  volte  puo  considerarsi  come  una  linea  del- 
Pordine  2(n  —  1),  e  siccome  la  curva  fondamentale  e  la  seconda  polare  di  i  costitui- 
scono  insieme  un'altra  linea  dello  stesso  ordine;  cosi  (41)  per  i  2(n — I)2  punti 
ne'  quali  la  prima  polare  di  i  sega  C«  e  la  seconda  polare,  si  puo  far  passare  un  fascio 
di  curve  dell'ordine  2(n —  1),  ciascuna  delle  quali  tocchi  la  curva  fondamentale  e  la 
seconda  polare  di  i  in  tutti  quei  punti.  Fra  le  infinite  curve  di  questo  fascio,  quella 
che  passa  per  i  e  IA 

114.  Di  qual  classe  e  P  inviluppo  delle  indicatrici  dei  punti  di  una  data  curva  Cm 
d'ordi&e  m?  Ossia,  quanti  punti  di  questa  curva  hanno  un1  indicatrice  passante  per  un 
punto  i  fissato  ad  arbitrio?  II  luogo  di  un  punto  p9  unMndicatrice  del  quale  passi 
per  i,  6  (113)  una  curva  delPordioe  2(n  —  1),  che  seghera  Cm  in  2m (n — l)  punti; 
dunque  in  i  concorrono  2m  (n  —  1)  tangenti  delP  inviluppo  richiesto. 

Si  noti  poi  che  quest'  inviluppo  tocca  la  curva  fondamentale  ovunque  essa  e  incon- 
trata  da  CL ;  e  cio  perchfe  ciascuna  di  queste  intersezioni  ha  le  sue  indicatrici  confuse 
insieme  nella  r£lativa  tangente  di  CH.  Dunque: 

Le  indicatrici  dei  punti  di  una  linea  d* ordine  m  inviluppano  una  lined  della  dasse 
2m  (n  —  1),  che  tovca  la  curva  fondamentale  ne7  punti  ove  questa  e  incontrata  dalla  linea 
d'ordme  w. 

(a)  Di  qui  per  m— 1  si  ricava  che  le  indicatrici  dei  punti  di  una  retta  data  invi- 
tappano  tma  eanra  della  classe  2 (n—l),  la  quale  tocca  in  2(»  —  2)  punti  la  retta 
raedestea,  perdiife  questa  fe  indicatrice  di  2(n — 2)  suoi  punti  (112,b)*). 


*)  fQtiella  cunra^  dell'ordine  8^  —  14,  e  contiene,  oltre  ai  2(w— 2)  punti  suddetti,  anche 
le  3(m— S}  +  ^  interseatiom  della  retta  data  colla  Hessiana  e  oolla  curva  fondamentale.  J 
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(b)  In  virtu  del  teorema  generate  or  dimostrato,  se  il  punto  p  percorre  FHessiana 
clie  e  ana  curva  delFordine  3(n  —  2),  le  indicatrici  di  p  inviluppano  una  linea  della 
classe  6(w — 1)  (n — 2);  ma  siccome  in  questo  caso,  per  ogni  posizione  di  p  le  due 
indicatrici  si  confondono  in  una  retta  tmica  (90,  c),  cosi  la  classe  delF  inviluppo  si  ri- 
durra  a  3(n  —  I)  (n  —  2):  risultato  gia  ottenuto  altrimenti  (91,b:  112,  a). 

A  quest1  inviluppo  arrivano  3(w — 1)  (w  —  2)  tangenti  da  ogni  dato  punto  i\  onde 
ciascuno  del  3(n— 1)  (n — 2)  punti  p  delFHessiana,  le  indicatrici  de'  quali  sono  le  anzi- 
dette  tangenti,  rappresenta  due  intersezioni  dell'Hessiana  colla  curva  Lli  superior- 
mente  determinata  (113). 

Riunendo  questa  proprieta  colle  altre  gia  dimostrate  (113),  si  ha  1'enunciato: 

Dato  un  punto  i,  il  luogo  di  un  punto  p  tale  die  la  retta  pi  sia  tangente  alia  conica 
polare  di  p  e  una  linea  dell' or  dine  2  (n  —  1),  die  passa  due  volte  per  i  e  tocca  la  curva 
fondamentale,  VHessiana  e  la  seconda  polare  di  i  ovunque  le  incontra. 

115.  Cerchiamo  ora  di  determinare  Fordine  del  luogo  di  un  punto  p,  un'indica- 
trice  del  quale  sia  tangente  ad  una  data  curva  Kr  della  classe  r,  cioe  indaghiaino  quanti 
punti  sianvi  in  una  retta  R,  dotati  di  un'  indicatrice  tangente  a  Kr .  Se  il  punto  p  si 
muove  nella  retta  R,  le  sue  indicatrici  inviluppano  (114,  a)  una  linea  della  classe 
2(w  —  1),  la  quale  avra  1r(n — 1)  tangenti  comuni  colla  data  curva  Kr»  Dunque  il 
luogo  richiesto  e  dell'ordine  Zr(n  —  1). 

Se  consideriamo  una  tangente  comune  a  Er  ed  a  Gw ,  nel  contatto  con  quest'ultima 
linea  sono  riuniti  due  punti  p,  pei  quali  la  tangente  fa  Fufficio  d' indicatrice ;  donde 
s'  inferisce  che  il  luogo  richiesto  tocca  la  curva  fondamentale  negli  rn  (n  —  1)  punti 
ove  questa  e  toccata  dalle  tangenti  comuni  a  Kr,  ovvero  (cio  che  e  la  stessa  cosa) 
ne'  punti  in  cui  la  curva  fondamentale  e  incontrata  dalla  prima  polare  di  Kr  (104,  d). 

La  curva  Kr  ha  3r(n — 1)  (n  —  2)  tangenti  comuni  colF  inviluppo  delle  indicatrici 
dei  punti  dell'Hessiana;  talche  Br(n — 1)  (n  —  2)  e  il  numero  dei  punti  comuni  al- 
FHessiana  ed  al  luogo  dell'ordine  2r(n — 1),  di  cui  qui  si  tratta.  Dunque: 

H  luogo  di  un  punto  dal  quale  tirate  le  tangenti  alia  sua  conica  polare,  una  di  queste 
riesca  tangente  ad  una  data  curva  della  classe  r,  e  una  linea  deWordine  2r(n  —  1)  che 
tocca  la  curva  fondamentale  e  VHessiana  ovunque  le  incontra. 

116.  Dati  due  punti  fissi  i,j,  cerchiamo  il  luogo  di  un  punto  p  tale  che  le  rette 
pi, pj  siano  polari  coniugate  (108)  rispetto  alia  conica  polare  di  p.  E  evidente  che 
questo  luogo  passa  per  i  e  per  j. 

Sia  R  una.  retta  condotta  ad  arbitrio  per  j ,  e  p  un  punto  di  R,  Le  rette  polari 
di  p,  i  rispetto  alia  conica  polare  di  p  incontrino  R  ne'  punti  a,  6;  i  quali  se  coin- 
cidessero  in  un  punto  solo,  questo  sarebbe  il  polo  della  retta  pi  relativamente  alia 
detta  conica?  talche  si  avrebbe  in  p  un  punto  del  luogo  richiesto.  Assunto  ad  arbitrio 
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il  punto  a  come  intersezione  di  R  con  una  retta  polare,  gli  corrisponclono  n  —  1  po- 
sizioni  del  polo  p  (i  punti  comuni  ad  R  e  alia  prima  polare  di  a),  e  quindi  altrettanti 
punti  b.  Se  invece  si  assume  ad  arbitrio  &,  come  incontro  di  R  colla  retta  polare  di  i 
rispetto  ad  una  conica  polare  indeterminata,  il  polo  p  di  questa  e  nella  prima  polare 
di  i  relativa  alia  prima  polare  di  6  (69,  d),  cioe  in  una  curva  d'ordine  n  —  2,  le  in- 
tersezioni  della  quale  con  R  sono  le  posizioni  di  p  corrispondenti  al  dato  punto  J; 
ond'e  che  a  questo  punto  corrisponderanno  n  —  2  punti  a  *).  Dunque  il  numero  de'  punti 
p  in  R,  pei  quali  a  e  &  eoincidono,  e  (n —  l)  +  (n —  2);  e  siccome  anche./  e  an  punto 
della  curva  cercata,  cosi  questa  e  dell'ordine  (n  —  l)-f-(w —  2)  +  l  =  2(w  —  1).  La 
designeremo  con  L*°,  perche,  ove  j  coincida  con  i,  essa  rientra  nelia  curva  IA  gia 
considerata  (113)**). 

Sia  p  il  punto  di  contatto  della  curva  fondamentale  con  una  tangente  uscita  da  i\ 
la  retta  polare  di  p  e  pi,  tangente  in  p  alia  conica  polare  dello  stesso  punto  p,  onde, 
qualunque  sia  j,  la  retta  pj  passa  pel  polo  di  pi.  Dunque  p  e  un  punto  di  L#,  cioe 
questa  linea  passa  per  gli  n(n  —  1)  punti  di  contatto  della  curva  fondamentale  colle 
tangenti  che  le  arrivano  da  &;  e  per  la  stessa  ragione  passera  anche  per  gli  n(n  —  l) 
punti  in  cui  Cn  e  toccata  da  rette  condotte  per  j. 

Cerchiamo  in  quanti  e  quali  punti  la  curva  L#  incontri  la  prima  polare  di  i  rela- 
tiva alia  prima  polare  di  j,  la  quale  chiameremo  per  brevita  seconda  polare  mista 
de1  punti  ij .  Se  questa  seconda  polare  mista  passa  per  p,  viceversa  (69,  d)  la  retta 
polare  di  i  rispetto  alia  conica  polare  di  p  passa  per  j,  ossia  i  punti  i,j  sono  poli 
conmgati  (108)  relativamente  alia  conica  polare  di  p.  In  tal  caso,  affinche  le  rette  pi,  pj 
siano  polari  coniugate  rispetto  alia  medesima  conica,  basta  evidentemente  che  la  retta 
polare  di  p  passi  per  i  o  per  j;  eppero  p  dovra  trovarsi  o  neila  prima  polare  di  i  o 
in  quella  di  /,  Dunque'  la  curva  I#  passa  pei  punti  in  cui  la  seconda  polare  mista 
de'  punti  ij  e  segata  dalle  prime  polari  de'  punti  medesimi* 


*)  Variando  il  punto  a  nella  retta  R,  la  prima  polare  di  a  genera  un  fascio  (11),  le  curve 
del  quale  determinano'in  R  un' involuzione  del  grado  n—l.  Ma  ad  ogni  punto  p  corrisponde 
un  punto  b\  dunque,  col  variare  di  a,  il  gruppo  de'  corrispondenti  n  —  1  punti  6  genera  un1  in- 
voluzione  del  grade  n—1.  f88]  Anche  la  prima  polare  di  5,  rispetto  alia  prima  polare  del  punto 
fisso  i,  quando  5  corra  sopra  R,  da  luogo  ad  un  fascio;  eppero,  col  variare  di  b,  il  gruppo 
de*  corrispondenti  n  —  2  punti  a  genera  un'involuzione  del  grado  n~-  2.  Dunque,  variando 
simultaneamente  i  punti  a,  6  producono  due  involuzioni  projettive,  Tuna  del  grado  n—  2, 
1'altra  del  grado  n  —  1.  I  2n  —  3  punti  comuni  a  queste  involuzioni  (24,  b),  insieme  con  J,  sono 
quell!  in  cui  R  incontra  il  richiesto  luogo  geometrico. 

**)  |L*  sega  la  retta  i/nei  2(n— 2)  punti  le  cui  coniche  polari  toccano  quella  retta:  punti 
che  appartengono  anche  alle  curye  L/» ,  L# ,  j 
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Ora  siano  p ,  o  due  punti  corrispondenti  delPHessiana  e  della  Steineriana,  tali  che 
la  retta  po  passi  per  L  Per  esprimere  che,  rispetto  alia  conica  polare  di  p,  le  rette 
pi ,  pj  sono  coniugate,  basta  dire  che  le  rette  polari  di  p  e  j  (relative  alia  conica)  con- 
corrono  in  un  punto  di  pi.  Ma  nel  caso  attuale,  la  conica  polare  di  p  e  un  pajo  di 
rette  incrociantisi  in  o  (90,  a),  talche  per  questo  punto  passano  le  polari  di  p  ej  (rela- 
tive alia  conica  medesima).  E  siccome  anche  pi  contiene,  per  ipotesi,  il  punto  o,  cosi 
p  appartiene  ad  L",  ossia  questa  curva  passa  pei  3(» — 1)  (n — 2)  punti  dell'Hes- 
siana,  le  cui  indicatrici  concorrono  in  i.  Analogamente  la  curva  W  passa  anche  pei 
3(w  —  1)  (n  —  2)  punti  dell'Hessiana,  le  indicatrici  de'  quali  partono  da  j.  Dunque: 

Dati  due  punti  i,j,  il  luogo  di  un  punto  p,  tale  che  le  rette  pi,pj  siano  coniugate 
rispetto  alia  conica  polare  di  p,  e  una  linea  delTordine  2(n — l),  che  passa:  1.°  pei 
'punti  i,j\  2.°  pei  punti  in  cui  la  curva  fondamentale  e  toccata  dalle  tangenti  condotte 
per  i  o  per  j\  3.°  pei  punti  in  cui  la  prima  polare  di  i  (o  di  j)  e  toccata  da  rette  con- 
correnti  in  j  (oini)\  4.°  pei  punti  dell'Hessiana,  le  indicatrici  de}  quali  convergono  ad 
i  o  a  j. 

(a)  In  altre  parole,  la  linea  L#  sega  la  curva  fondamentale  e  FHessiana  ne1  punti 
ove  queste  sono  toccate  dalle  due  linee  L",  L#,  che  dipendono  separatamente  dai 
punti  i,j  (113). 

(b)  Se  il  punto  i  e  dato,  mentre  j  varii  descrivendo  una  retta  R,  la  linea  I>  ge- 
nera un  fascio.  Infatti,  essa  passa,  qualunque  sia  j9  per  4(w — I)2  punti  fissi,  i  quali 
sono:  1,°  il  punto  i\  2.°  gli  n(n— 1)  punti  in  cui  C»  &  toccata  dalle  tangenti  che 
passano  per  i;  3.°  i  3(w — 1)  (n  —  2)  punti  dell'Hessiana,  le  cui  indicatrici  concorrono 
in  i]  4.°  i  2w  — 3  panti  nei  quali  (oltre  a  j  che  S  variabile)  R  sega  L?f;  questi  ultimi 
non  variano,  perche  sono  i  punti  comuni  a  due  involuzioni  projettive,  indipendenti  dal 
punto  j  (vedi  la  nota*)  a  pag,  422). 

Questa  proprieta  si  dimostra  anche  cercando  quante  curve  L#  passino  per  un  dato 
punto  j,  quando  i  sia  fisso  e  j  debba  trovarsi  in  una  retta  R.  Siccome  le  rette  qi,  qj 
devono  essere  coniugate  rispetto  alia  conica  polare  di  #,  cosi  il  punto  j  sara  1'interse- 
zione  di  R  colla  retta  che  congiunge  q  al  polo  di  qi  relative  a  quella  conica.  Dunque  ecc. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  che,  se  i  e  fisso,  le  curve  W  passanti  per  uno  stesso 
punto  2  formano  un  fascio ;  cioe  per  due  punti  dati  q ,  g'  passa  una  sola  curva  L 
relativa  al  punto  fisso  i]  ecc. 

117.  La  precedente  ricerca  (116)  puo  essere  generalizzata,  assumendo  una  curva- 
inviluppo  invece  del  punto  j,  od  anche  una  seconda  curva  invece  di  i,  ovvero  una 
sola  curva  in  luogo  del  sistema  dei  due  punti. 

Data  una  curva  Kr  della  classe  r  e  dato  un  punto  i,  vogliasi  determinare  il  luogo 
di  un  punto  p  tale  che  la  retta  pi  sia,  rispetto  alia  conica  polare  di  p,  coniugata  ad 
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alcuna  delle  tangenti  che  da  p  ponno  condursi  a  Kr :  ovvero  con  altre  parole,  la  retta 
pi  passi  per  alcuno  de'  punti  in  cui  la  retta  polare  di  p  taglia  la  curva  polare  reciproca 
di  K,.  rispetto  alia  conica  polare  di  p  (110). 

La  curva  richiesta  passa  r  volte  per  i,  giacche  se  il  punto  p  cade  in  i,  sonvi  r 
rette  pi  sodisfacenti  all5  anzidetta  condizione:  qaelle  doe  che  da  i  vanno  agli  r  punti 
in  cui  la  retta  polare  di  p  tagiia  la  polare  reciproca  di  K},  (relativa  alia  conica  po- 
lare di  i}. 

Sia  p  un  punto  di  Cn;  la  retta  polare  di  p  sara  la  tangente  alia  curva  fondamentale 
nel  punto  medesimo.  Laonde  se  questa  retta  tocca  anche  Kr ,  p  sara  un  punto  della 
polare  reciproca  di  Kr  (relativa  alia  conica  polare  di  p);  e  siccome,  qualunque  sia  i, 
la  retta  pi  passa  per  p,  punto  comune  alia  detta  polare  reciproca  ed  alia  retta  polare 
di  p9  cosi  questo  punto  apparterra  al  luogo  richiesto.  Ond'e  che  questo  luogo  contiene 
gli  rn(n — l)  punti  di  contatto  della  curva  fondamentale  eolle  tangenti  comimi  a  Kr . 

Se  invece  p  appartiene  a  Gn  e  pi  e  tangente  a  questa  curva  in  p9  la  stessa  retta  pi 
e  la  polare  di  p\  ma  essa  incontra  in  r  punti  la  polare  reciproca  di  Kr,  dunque  p  e 
un  punto  multiple  secondo  r  per  la  curva  richiesta.  Questa  ha  pertanto  n(n — l) 
punti  (r)Pz%  e  son  quelli  ove  C»  e  toccata  da  tangenti  che  concorrono  in  i. 

Sia  p  un  punto  dell'Hessiana,  o  il  corrispondente  punto  della  Steineriana.  Se  po 
e  tangente  alia  data  curva  E?. ,  essa  sara  coniugata  alia  retta  pi  rispetto  alia  conica 
polare  di  p ;  infatti,  si  quella  tangente  che  le  polari  dei  punti  p ,  i ,  relative  a  questa 
conica,  concorrono  nel  punto  o.  Donde  s'inferisce  che  p  e  un  punto  del  luogo  che  si 
considera;  vale  a  dire,  questo  luogo  passa  pei  3r(n — 1)  (n  —  2)  punti  dell'Hessiana, 
le  indicatrici  de'  quali  toccano  K,. . 

Siano  ancora  p,o  punti  corrispondenti  clelFHessiana  e  della  Steineriana;  ma  po 
passi  per  L  Allora,  siccome  la  conica  polare  di  p  e  un  pajo  di  rette  incrociate  in  o, 
cosi  la  polare  reciproca  di  Kr  rispetto  a  tale  conica  sara  (110,  a)  un  fascio  di  r  rette 
concorrenti  in  o.  Ond'e  che  il  punto  o  rappresenta  r  intersezioni  si  della  retta  pi  che 
della  retta  polare  di  p  colla  polare  reciproca  di  KP,  e  per  conseguenza  p  tien  luogo 
di  r  punti  consecutivi  conmni  alia  curva  richiesta  ed  alTHessiana.  Dunque  il  luogo 
geometrico,  del  quale  si  tratta,  ha  un  contatto  (r)*™1*0  [89j  colFHessiana  in  ciascuno 
dei  3(w — l)(n  —  2)  punti  le  cui  indicatrici  passano  per  i. 

Passiamo  da  ultimo  a  determinare  Tordine  della  curva  in  questione.  Sia  K  una 
retta  arbitraria  condotta  per  i,  e  p  un  punto  in  E,  La  retta  polare  di  p  incontri  R 
in  a,  e  la  polare  reciproca  di  Kr  (rispetto  alia  conica  polare  di  p)  seghi  E  in  r  punti  6. 
Se  si  assume  ad  arbitrio  a,  vi  corrispondono  n  —  1  posizioni  di^?  (le  intersezioni  di 
E  colla  prima  polare  di  a)  e  quindi  r(n  —  l)  posizioni  di  6.  Se  invece  si  assume  ad 
arbitrio  bt  come  incontro  di  B  colla  polare  reciproca  di  Kr  rispetto  alia  conica  polare 
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di  un  polo  indeterminate,  questo  polo  giace  (104,  k)  nella  prima  polare  di  K,.  relativa 
alia  prima  polare  di  &;  la  qual  curva  essendo  (104,  d)  dell'ordine  r(n  —  2)  sega  R  in 
altrettanti  punti  p,  ed  a  ciascuno  di  questi  corrisponde  un  punto  a.  Cosi  ad  ogni  punto  a 
corrispondono  r(n  —  1)  punti  6,  ed  ogni  punto  b  individua  r(n  —  2)  punti  a;  onde  la 
coincidenza  di  un  punto  a  con  uno  del  corrispondenti  punti  I  avverra  r(n— l)-\-r(n — 2) 
volte.  Ma  ove  tale  coincidenza  si  verifichi,  il  punto  p  appartiene  alia  curva  cercata. 
Questa  ha  dunque  r(Zn  —  3)  punti  in  R,  oltre  al  panto  i  die  e  multiple  secondo  r\ 
vale  a  dire,  essa  e  delPordine  2r(n — 1). 

(a)  Analogamente  si  dimostra  clie: 

Date  due  curve  Kr,KSJ  le  cui  classi  siano  r,s,  il  luogo  di  un  punto  p  tale  die 
due  tangenti  condotte  per  esso,  Tuna  a  K,, ,  1'altra  a  K>s ,  siano  coniugate  rispetto  alia 
conica  polare  dello  stesso  panto  p,  e  una  linea  delPordine  2rs(n — -1),  la  quale  1.°  passa 
s  volte  per  ciascuno  degli  rn(n — 1)  punti  in  cui  la  curva  fondamentale  C«  e  toccata 
da  rette  tangenti  di  K,.;  2.°  passa  r  volte  per  ciascuno  degli  sn(n — 1)  punti  in  cui 
Cn  e  toccata  da  rette  tangenti  di  Ks;  3.°  ha  colPHessiana  un  contatto  (s)imnto  in  cia- 
scuno dei  3r(n — l)(w—  2)  punti  le  cui  indicatrici  toccano  K>.;  4.°  ha  colPHessiana 
medesima  un  contatto  (r)vunto  in  ciascuno  dei  3s  (n — l)  (n — 2)  punti  le  indicatrici  dei 
quali  sono  tangenti  a  K, . 

(b)  Se  invece  e  dato  un  solo  inviluppo  Kr  della  classe  r,  e  si  cerca  il  luogo  di 
un  punto  p  tale  die  due  tangenti  condotte  da  esso  a  Kr  siano  coniugate  rispetto  alia 
conica  polare  di  p,  si  trova  una  linea  delPordine  rn(r — l)  (n — 1),   la  quale  passa 
r—l  volte  per  ciascuno  degli  rn(n — l)  punti  ove  la  curva  fondamentale  &  toccata 
da  rette  -  tangenti  di  K,,  ed  ha  un  contatto  (r—l}Pimto  colPHessiana  in  ciascuno 
de1  3r(n — ])  (n  —  2)  punti  di  questa  curva,  le  indicatrici  de'  quali  toccano  Kr . 

ART.  XX. 
Alcnne  propriety  della  curva  Hessiaua  e  della  Steineriaiia. 

118.  Sia  p  un  punto  delPHessiana  ed  o  il  corrispondente  punto  della  Steineriana, 
L'ultima  polare  di  p  e  una  retta  passante  per  o,  i  punti  della  quale  sono  poli  d'  altret- 
tante  prime  polari  toccate  in  p  dalla  retta  po\  ma  fra  esse  ve  n'ha  una  dotata  d'un 
punto  doppio  in  p,  e  il  sno  polo  e  o  (88,  d;  90,  a;  112,  a). 

(a)  Siano  0,0'  due  punti  della  Steineriana;  i  poli  della  retta  oo'  saranno  le  (n — I)2 
intersezioni  delle  prime  polari  di  quei  due  punti,  le  quali  hanno  rispettivamente  per 
punti  doppi  i  corrispondenti  punti  p,p'  dell'Hessiana.  Assumendo  o1  infinitamente 
vicino  ad  a,  la  retta  oo'  ossia  la  tangente  in  o  alia  Steineriana  avra  un  polo  in  #; 
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dunque  k  tangenti  detta  Steineriana  sono  le  rette  polari  dei  punti  dell' Hessiana.  Ovvero 
(90,  b): 

La  Steineriana  e  I'inviluppo  di  una  retta  che  abtia  due  poll  coincidenti. 

(b)  Questo  teorema  ci  mena  a  determinare  la  classe  della  Steineriana.  Le  tangenti 
condotte  a  questa  curva  da  un  punto  arbitrario  i  hanno  i  loro  poli  nella  prima  polare 
di  i,  e  questa  sega  FHessiana  in   3(n  —  1)  (n  —  2)   punti.  Dunque  la  Steineriana  e 
della  classe  B(n  —  l)  (w  —  2). 

(c)  Siccome  i  flessi  della  curva  fondamentale  Ctt  sono  punti  delFHessiana  (100), 
cosi  le  rette  polari  dei  medesimi,  cioe  le  tangenti  stazionarie  di  Cw,  sono  anche  tan- 
genti della  Steineriana. 

I  punti  della  Steineriana  che  corrispondono  ai  flessi  di  C» ,  considerati  come  punti 
dell'Hessiana,  giacciono  nelle  tangenti  stazionarie  della  curva  fondamentale;  queste 
tangenti  adunque  toccano  anche  la  curva  della  classe  3(w —  1)  (n  —  2),  inviluppo  delle 
indicatrici  dei  punti  dell'Hessiana  (114,  b). 

(d)  Secondo  il  teorema   generale   (103),  F(n —  \}ma  polare  dell1  Hessiana,  cioe 
P inviluppo  delle  rette  polari  de'  punti  dell'Hessiana,  e  una  curva  H  della  classe 
3(n — 1)  (n  —  2)  e  dell'ordine  3(»  —  2)  (on — 11),  della  quale  fa  parte  la  Steineriana. 

Se  i  e  1'intersezione  di  due  rette  tangenti  alia  Steineriana,  ciascuna  di  esse  ha 
un  polo  nell1  Hessiana,  e  per  questi  due  poli  passa  la  prima  polare  di  i.  Se  le  due 
tangenti  vengono  a  coincidere,  i  due  poli  si  confondono  in  un  sol  punto,  nel  quale 
1'Hessiana  sara  toccata  dalla  prirna  polare  di  i\  eppero  quest' ultimo  sara  un  punto 
dell'(» — l)ma  polare  dell'Hessiana,  riguardata  come  il  luogo  dei  poli  delle  prime  polari 
tangenti  alFHessiana  medesima.  Ma  i  punti  i,  ne'  quali  puo  dirsi  che  coincidano  due 
successive  tangenti  della  Steineriana,  sono,  oltre  ai  punti  di  questa  curva,  quelli  situati 
in  una  qualunque  delle  tangenti  stazionarie  della  curva  medesima.  Per  conseguenza 
la  linea  K,(» —  I)1**  polare  dell'Hessiana,  e  composta  della  Steineriana  e  delle  tan- 
genti stazionarie  di  questa.  Ossia,  la  Steineriana  ha  3(n  —  2)  (5w  — 11) — 3(n  —  2)2 
=  3  (n  —  2)  (4»  —  9)  tangenti  stazionarie. 

Della  Steineriana  conosciamo  cosi  Fordine  3(n— 2)2,  la  classe  3(n— 1)  (n— 2)  ed  il 
numero  3  (n — 2)  (4w— 9)  de'  flessi.  Onde,  applicandovi  le  formole  di  FLICKER  (99,100), 

3 
troveremo  che  la  Steineriana  ha  12  (n— 2)  (n— 3)  cuspidi,  -  (n— 2)  (n— 3)  (3w2— 9n— 5) 

2 
% 

punti  doppi  e  -  (w— 2)  (n—S)  (3n2— 3n— 8)  tangenti  doppie. 

Se  al  numero  delle  cuspidi  s'aggiunge  due  volte  quello  de'  flessi,  se  al  numero  delle 
tangenti  doppie  si  aggiunge  quello  delle  stazionarie,  e  se  il  numero  de'  punti  doppi  e 
sommato  col  numero  de'  punti  in  cui  le  tangenti  stazionarie  segano  la  Steineriana  e 
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si  segano  fra  lore;  si  ottengono  rispettivamente  i  numeri  delle  cuspidi,  delle  tangenti 
doppie  e  dej  punti  doppi  della  complessiva  curva  K  d'ordine  3  (n — 2)  (5w — 11),  (n — I)""1 
polare  dell' Hessiana,  in  accordo  coi  risultati  general!  (103). 

119.  Sia  00'  una  retta  tangente  alia  Steineriana;  o  il  punto  di  contatto;  p  il  corri- 
spondente  punto  dell' Hessiana.  Le  prime  polari  dei  punti  di  od  fonnano  un  fascio  di 
curve,  die  si  toccano  fra  loro  in  p,  avendo  per  tangente  comune  po.  Fra  le  curve  di 
questo  fascio  ve  n'  ha  una,  la  prima  polare  di  0,  per  la  quale  p  e  un  punto  doppio, 
e  ve  ne  sono  altre  3(w — 2)2 — 2,  cioe  le  prime  polari  de'  punti  in  cui  oo!  sega  la  Stei- 
neriana, le  quali  hanno  un  punto  doppio  altrove. 

(a)  Se  00'  e  una  tangente  doppia  della  Steineriana;  o,  d  i  punti  di  contatto;  p,  p' 
i  corrispondenti  punti  dell' Hessiana;  allora  le  prime  polari  di  tutti  i  punti  di  oo'  si 
toccheranno  fra  loro  si  in  p  che  in  p'.  Dunque  (118,  d): 

3 

In  una  rete  geometrica  di  curve  d'ordine  n — 1,  vi  sono  -(n — 2)  (n — 3)  (3w2 — 3w — 8) 

AI 

fasci,  in  ciascuno  dei  quali  le  curve  si  toccano  fra  loro  in  due  punti  distintL 

(b)  Se  nella  tangente  doppia  oo'  i  punti  di  contatto  si  riuniscono  in  0,  per  modo 
che  essa  divenga  una  tangente  stazionaria  della  Steineriana,  anche  i  punti  p,  p'  si  con- 
fonderanno  in  un  solo,  e  le  prime  polari  dei  punti  di  00'  avranno  fra  loro  un  contatto 
tripunto  in  p,  punto  doppio  della  prima  polare  del  flesso  0. 

Inoltre  quelle  prime  polari  toccano  in  p  Y  Hessiana,  perche  le  tangenti  stazionarie 
della  Steineriana  fanno  parte  (118,  d)  del  luogo  de'  poli  delle  prime  polari  tangenti 
air  Hessiana.  Donde  segue  che,  se  o  e  un  flesso  della  Steineriana  e  p  e  il  pmto  doppio 
della  prima  polare  di  o,  la  retta  po  e  tangente  all' Hessiana  in  p. 

Cosi  e  anche  dimostrato  che  in  una  rete  geometrica  di  curve  d'ordine  n  —  ]  ,  v'hanno 
3  (w  —  2)  (4w  —  9)  fasci,  in  tiascm  de3  quali  le  curve  hanno  fra  loro  un  contatto  tripunto , 
doe  si  osculano  in  imo  stesso  punto* 

120.  Consideriamo  una  prima  polare  dotata  di  due  punti  doppi  p,  p,  e  sia  o  il 
polo  di  essa.  Condotta  per  0  una  retta  arbitraria  R,  le  prime  polari  dei  punti  di  R 
formano  un  fascio,  nel  quale  trovansi  3(n  —  2)2  punti  doppi  (88),  cioe  i  3  (n  —  2)2  punti 
comuni  ad  R  ed  alia  Steineriana  sono  i  poli  d'  altrettante  prime  polari  dotate  di  un 
punto  doppio.  Ma,  siccome  due  punti  doppi  esistono  gia  nella  prima  polare  di  0,  cosi 
quel  fascio  avra  solamente  3(w  — 2)2 — 2  altre  curve  dotate  di  un  punto  doppio;  donde 
s'inferisce  che  R  taglia  la  Steineriana  non  piu  che  in  3(n  —  2)2  —  2  punti,  oltre  ad 
o,  cioe  0  e  un  punto  doppio  della  Steineriana.  „ 

Quando  R  prenda  la  posizione  di  P  retta  polare  di  jp,  le  prime  polari  dei  suoi 
punti  passano  tutte  per  p,  eppero  questo  punto  conta  per  due  fra  i  3(«  —  2)2  punti 
doppi  del  fascio  (88,  a).  I  punti  p,  p'  equivalendo  cosi  a  ire  punti  doppi,  il  fascio  eon- 
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terra  soltanto  altre  3(n —  2)2 — 3  curve  aventi  un  punto  doppio;  e  cio  torna  a  dire 
che  la  retta  P  non  ha  che  3(n  —  2)2 — 3  punti  comuni  colla  Steineriana,  oltre  ad  o. 
Questo  punto  equivale  dunque  a  tre  intersezioni  della  curva  con  P;  e  lo  stesso  puo 
ripetersi  per  P',  retta  polare  di  p'. 

Per  conseguenza :  se  una  prima  polare  ha  due  punti  doppi  p,  p,  il  suo  polo  o  e  un 
punto  doppio  della  Steineriana,  la  c[uale  e  ivi  toccata  dalle  rette  polari  di  p,p'. 

Ed  avuto  riguardo  al  numero  de'  punti  doppi  della  Steineriana  (118,d),  si  conclude: 

3 

In  una  rete  geometrica  delVordine  n  —  1,  vi  sono  -  (n  —  2)(n  —  3)(3w2 — 9% —  5) 

£1 

curve,  ciascuna  delle  guali  Jia  due  punti  doppi*}. 

121.  Imaginisi  ora  una  prima  polare  dotata  di  una  cuspide  p,  e  siane  o  il  polo. 
Una  retta  qualunque  R  condotta  per  o  determina  un  fascio  di  prime  polari,  una  delle 
quali  ha  una  cuspide  in  p\  percio  il  numero  di  quelle  dotate  di  un  punto  doppio  (88,  b) 
sara  3(»  —  2)2  — 2.  Dunque  R  incontra  la  Steineriana  in  due  punti  riuniti  in  o. 

Ma  se  si  considera  la  retta  P  polare  di  p,  le  curve  prime  polari  dei  suoi  punti 
passano  tutte  per  p,  e  fra  esse  ve  n'ha  soltanto  3(w  —  2)2 — 3,  che  siano  dotate  di 
un  punto  doppio  (88,  c).  Cioe  il  punto  o  rappresenta  tre  intersezioni  della  retta  P  colla 
Steineriana;  ed  e  evidente  che  tale  proprieta  e  esclusiva  alia  retta  P. 

Dunque:  se  una  prima  polare  Jia  una  cuspide  p,  il  suo  polo  o  e  una  cuspide  della 
Steineriana,  la  quale  ha  ivi  per  tangente  la  retta  polare  di  p  **). 

Ed  in  causa  del  numero  delle  cuspidi  della  Steineriana  (118,  d): 

In  una  rete  geometrica  delVordine  n — 1,  vi  sono  12  (n — 2)(w —  3)  curve,  ciascuna 
delle  quali  e  dotata  di  una  cuspide. 

122.  Una  curva  G,»  d'ordine  m  incontri  THessiana  in  3m (n  —  2)  punti;  le  rette 
polari  di  questi  punti  saranno  tangenti  si  all'(»  —  l)ma  polare  di  Cw  (103,  e)  che  alia 
Steineriana  (118,  a).  Sia  p  uno  di  quei  punti,  ed  o  quello  in  cui  la  Steineriana  e  toc- 
cata dalla  retta  polare  di  p.  La  prima  polare  di  o  ha  un  punto  doppio  in  p,  onde  ha 
ivi  due  punti  coincidenti  comuni  con  Cw;  dunque,  siccome  Y(n — l)wa  polare  di  Cm 
e  il  luogo  dei  poli  delle  prime  polari  tangenti  a  Cw,(103),  cosi  o  e  un  punto  di  questa 
(n~l}ma  polare.  Ossia: 

L*(n  —  l}ma  polare  di  una  data  curva  d'ordine  m  tocca  la  Steineriana  in  %m(n  —  2) 


*)  STBINBR,  1.  c.  p.  4-5. 

**)  STEIN  BR  enuneid  che  la  Steineriana  (da  lui  chiamata  Kerncurve)  ha  12  (n  —  %)(n  —  3) 
cuspidi  (G.  di  GRELLE,  t.  47,  p.  4).  Poi  CLBBSCH,  avendo  trovato  lo  stesso  numero  di  polari  cu- 
spidate, sospetto  che  i  poli  di  queste  fossero  le  cuspidi  della  Steineriana,  e  dimostr6  questa 
propriefca  pel  caso  di  n=k  (Ueber  Curven  verier  Ordnung,  Giornale  CREOLE-BO JEJCHAKPT,  t.  59, 
Serlino  1861,  p.  131). 
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#,  die  sono  i  poll  d'altrettante  prime  polari  aventi  i  punti  doppi  nelle  intersezioni 
della  curva  data  coll'Hessiana. 

Se  m  =  l ,  abbiamo: 

Una  retta  arbitraria  R  sega  1'Hessiana  in  3(w  —  2)  punti,  die  sono  doppi  per  altret- 
tante  prime  polari;  i  poll  di  queste  sono  i  punti  di  contatto  fra  la  Steineriana  e 
Y(n  —  l}ma  polare  di  K. 

Ed  e  evidente  che: 

Se  R  e  una  tangente  ordinaria  dell'Hessiana,  Y  (n  —  l)WIff  polare  di  II  avra  colla 
Steineriana  un  contatto  quadripunto  e  3w  — 8  contatti  bipunti. 

Se  R  e  una  tangente  stazionaria  dell1  Hessiana,  r(n  — 1)M"<  polare  di  R  avra  colla 
Steineriana  un  contatto  sipunto  e  3(w —  3)  contatti  bipunti. 

E  se  R  e  una  tangente  doppia  dell'Hessiana,  l'(w  — l)'n"  polare  di  R  avra  colla 
Steineriana  due  contatti  quadripunti  e  Sn  — 10  contatti  bipunti. 

ART.  XXI, 
Propriety  delle  seconde  polari. 

123.  La  prima  polare  di  un  punto  o  rispetto  alia  prima  polare  di  un  altro  punto  o', 
ossia,  cio  che  e  la  medesima  cosa  (69,  c),  la  prima  polare  di  of  rispetto  alia  prima 
polare  di  o,  si  &  da  noi  chiamata  per  brevita  (116)  seconda  polare  mista  de'  punti  oo. 
Avuto  riguardo  a  questa  denominazione,  la  seconda  polare  del  punto  o,  cioe  la  prima 
polare  di  o  rispetto  alia  prima  polare  di  o  (69,  b)  pud  ancho  cliiamarsi  seconda  po- 
lare pura  del  punto  o. 

Se  la  seconda  polare  mista  de1  punti  oo'  passa  per  un  punto  a,  la  retta  polare 
di  o  relativa  alia  conica  polare  di  a  passa  per  o  (G9,d);  dunque  (108): 

La  seconda  polare  mista  di  due  punti  o  o'  e  il  luogo  di  un  punto  rispetto  alia  conica 
polare  del  quale  i  punti  oof  siano  pott  coniug&ti* 

Ond'  e  che,  data  una  retta  R,  se  in  essa  assumonsi  due  punti  o  o1  i  quali  siano  coniu- 
gati  rispetto  alia  conica  polare  di  un  punto  a,  la  seconda  polare  mista  di  oof  passera 
per  a.  Le  coppie  di  punti  in  R,  coniugati  rispetto  alia  conica  suddetta,  forraano  un'in- 
voluzione  i  cui  punti  doppi  ef  sono  le  intersezioni  della  conica  colla  retta  (108).  I  punti 
ef  sono  pertanto  i  poli  di  due  seconde  polari  pure  passanti  per  a. 

Di  qui  s'inferisce  che,  affinch^  una  seconda  polare  mista,  i  cui  poli  oo'  giacciaao 
in  R,  passi  per  a,  b  necessario  e  sufficiente  che  oo'  dividano  armonicamente  il  seg- 
mento  ef',  vale  a  dire:  se  oo'ef  sono  quattro  punti  armonici,  la  seconda  polare  mista 
di  oof  passa  pei  poli  di  tutte  le  coniche  polari  contenenti  i  punti  ef.  Ora,  quando  una 
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conica  polare  passa  per  due  punti  ef,  il  sue  polo  giace  si  nella  seconda  polare  pura 
di  e  che  in  quella  di  f  (69,  a);  gli  (n  —  2)2  punti  comuni  a  queste  due  seconde  polari 
sono  poli  d'altrettante  coniche  polari  passanti  per  ef,  eppero  sono  anche  punti  comuni 
a  tutte  le  seconde  polari  miste  che  passano  per  a  ed  hanno  i  poli  in  E. 

Dunque  le  seconde  polari  miste  passanti  per  un  punto  dato  e  aventi  i  poli  in  una 
data  retta  formano  un  fascio  d'  or  dine  n  —  2. 

Se  una  seconda  polare  mista  i  cui  poli  giacciano  in  R  dee  passare  per  due  punti 
ab,  essa  e  pienamente  e  in  modo  unico  determinata.  I  punti  di  R,  coniugati  a  due 
a  due  rispetto  alia  conica  polare  di  a,  formano  un' involuzione ;  ed  una  seconda  in- 
voluzione  nascera  dal  punto  &.  I  punti  coniugati  comuni  alle  due  involuzioni  (25,  b) 
sono  i  poli  della  seconda  polare  mista  richiesta. 

Concludiamo  adunque  che  le  seconde  polari  pure  e  miste  i  cui  poli  giacciano  in  una 
data  retta  formano  una  rete  geometrica  delVordine  n  —  2.  Inoltre,  le  seconde  polari  pure 
dei  punti  della  retta  data  formano  una  serie  d'  indice  2 ;  cioe  per  un  punto  arbitrario  a 
passano  due  seconde  polari  pure  i  cui  poli  giacciono  nella  retta  data  (e  nella  conica 
polare  di  a).  E  il  luogo  de'  punti  doppi  delle  seconde  polari  pure  e  miste  de'  punti  della 
retta  data,  cioe  PHessiana  della  rete  anzidetta,  e  una  curva  dell'ordine  3(w  —  3)  (92). 

124.  Abbiamo  or  ora  osservato  che  per  due  punti  ef  della  data  retta  R  passano 
(n  —  2)2  coniche  polari,  i  poli  delle  quali  sono  le  intersezioni  delle  seconde  polari  pure 
di  e,  f.  Se  questi  due  punti  s'avvicinano  indefinitamente  sino  a  coincidere  in  uno  solo  f, 
avremo  (n  —  2)2  coniche  polari  tangenti  in  f  alia  retta  R,  e  i  loro  poli  saranno  le  in- 
tersezioni della  seconda  polare  pura  di  f  con  quella  del  punto  infinitamente  vicino  in  R, 
vale  a  dire,  saranno  altrettanti  punti  di  contatto  della  seconda  polare  pura  di  f  colla 
seconda  polare  della  retta  data  (la  curva  inviluppo  delle  seconde  polari  pure  de'  punti 
di  R,  ossia  il  luogo  de1  poli  delle  coniche  polari  tangenti  ad  R  (104)). 

Si  e  inoltre  notato  che,  se  oo'ef  sono  quattro  punti  armonici  (in  R),  la  seconda  po- 
lare mista  di  oo'  passa  per  le  (n  —  2)2  intersezioni  delle  seconde  polari  pure  di  e,f. 
Ora,  supposto  che  ef  coincidano  in  un  sol  punto  f ,  anche  uno  degli  altri  due  (sia  o') 
cadra  in  f  (4);  dunque  la  seconda  polare  mista  di  due  punti  of  in  R  passa  per  gli 
(n  —  2)2  punti  in  cui  la  seconda  polare  pura  di  f  tocca  la  seconda  polare  di  R.  Ossia: 

La  curva  d'ordine  %(n  —  2),  seconda  polare  di  una  retta  R,  tocca  in  (n  —  2)2 punti 
la  seconda  polare  pura  di  un  punto  qualunque  o  di  R.  I  2(w  —  2)2  punti  in  cui  la  se- 
conda polare  di  n  e  toccata  dalle  seconde  polari  pure  di  due  punti  o,  d  di  R,  giacciono 
tutti  in  una  stessa  curva  d'ordinen  —  2,  che  e  la  seconda  polare  mista  de'  punti  oo. 

(a)  Di  qui  si  puo  dedurre  che  la  seconda  polare  di  una  retta  ha,  rispetto  alle  se- 
conde polari  pure  e  miste  de'  punti  di  questa  retta,  tutte  le  proprieta  e  relazioni  che 
una  conica  possiede  rispetto  alle  rette  che  la  toccano  o  la  segano. 
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(b)  Ne  questo  importante  risultato  e  proprio  ed  esclusivo  alle  curve  seconde  po- 
lari,  ma  appartiene  ad  una  rete  qualsivoglia.  Data  una  rete  geometrica  di  curve  d'or- 
dine  m,  fra  queste  se  ne  assumano  infinite  formanti  una  serie  d'indice  2;  il  loro  in- 
viluppo  sara  una  linea  tangente  a  ciascuna  curva  inviluppata  negli  m2  punti  in  cui 
questa  sega  F  inviluppata  successiva.  Ma  per  un  punto  arbitrario  passano  solamente 
due  inviluppate:  anzi  queste  coincidono,  se  il  punto  e  preso  nella  linea-inviluppo.  Donde 
segue  che  rinviluppo  non  puo  incontrare  un' inviluppata  senza  toccarla;  e  siccome 
queste  due  linee  si  toccano  in  m2  punti,  cosl  T  inviluppo  delle  curve  della  serie  pro- 
posta  e  una  linea  delFordine  2m. 

Tutte  le  curve  di  una  rete,  passanti  per  uno  stesso  punto,  formano  un  fascio.  Ora, 
i  punti  di  contatto  fra  P  inviluppo  ed  un'  inviluppata  nascono  dall'  intersecarsi  di  questa 
colFinviluppata  successiva;  dunque  essi  costituiranno  la  base  d'un  fascio  di  curve  della 
rete.  Ossia  tutte  le  curve  della  rete,  passanti  per  un  punto  ove  T  inviluppo  sia  tan- 
gente ad  una  data  inviluppata,  passano  anche  per  gli  altri  ra2  —  1  punti  di  contatto 
fra  Finviluppo  e  F  inviluppata  medesima. 

Per  due  punti  in  cui  V  inviluppo  sia  toccato  da  due  inviiuppate  different!  passa  una 
sola  curva  della  rete.  Ond'  e  che  una  curva  qualunque,  la  quale  appartenga  bensi  alia 
rete  ma  non  alia  serie,  intersechera  la  linea-inviluppo  in  2m2  punti,  ove  questa  e  toc- 
cata da  due  curve  della  serie. 

(c)  Ritornando  alia  seconda  polare  della  retta  R,  gli  (w— 2)2  punti  di  contatto  fra 
questa  curva  e  la  seconda  polare  pura  di  un  punto  o  di  R  compongono  la  base  di  un 
fascio  di  seconde  polari  iniste,  i  cui  poli  sono  o  ed  un  punto  variabile  in  R.  Se  due 
di  quei  punti  di  contatto  coincidono  in  un  solo,  le  curve  del  fascio  avranno  ivi  la  tan* 
gente  comune,  e  per  una  di  esse  quel  punto  sara  doppio  (47).  Questo  punto  appar- 
terra  dunque  alia  curva  Hessiana  della  rete  fonnata  dalle  seconde  polari  pure  e  miste 
dei  punti  di  R  (123).  Ossia  in  ciascuna  delle  6(n  —  2)  (n  —  3)  intersezioni  di  quest'Hes- 
siana  colla  seconda  polare  di  R,  quest'ultima  curva  ha  un  contatto  quadripunto  con 
una  seconda  polare  pura  (il  cui  polo  e  in  R),  la  quale  tocca  la  medesima  curva  in  altri 
(n  —  2)2  —  2  punti  distinti. 

125.  La  seconda  polare  della  retta  R  puo  anche  essere  considerata  come  il  luogo 
delle  intersezioni  delle  curve  corrispondenti  in  due  fasci  projettivi.  Siano  oof  due  punti 
fissi,  ed  i  un  punto  variabile  in  R.  La  seconda  polare  mista  di  oi  e  la  seconda  polare 
mista  di  o'i  s'  intersecano  in  (n  —  2)2  punti  che  appartengono  alia  seconda  polare  di  R, 
perch&  in  essi  ha  luogo  il  contatto  fra  questa  curva  e  la  seconda  polare  pura  di  i  (124). 
Variando  i  in  R,  mentre  oo1  rimangono  fissi,  quelle  due  seconde  polari  miste  generano 
due  fasci  projettivi  dell'ordine  n  —  2;  ed  il  luogo  de'  punti  comuni  a  due  curve  cor- 
rispondenti &  appunto  la  seconda  polare  di  R. 
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Ai  punti  oo'  se  ne  possono  evidentemente  sostituire  due  altri  qualunque  presi  in  R, 
perche  le  (n  —  2)2  intersezioni  delle  seconde  polari  miste  di  oi  e  di  o'i  altro  non  sono 
che  i  poll  di  R  rispetto  alia  priina  polare  di  i  (77).  Donde  si  ricava  quest' altra  de- 
finizione  (86): 

La  seconda  polare  di  una  retta  e  il  luogo  de1  poli  di  questa  retta  rispetto  alia  prima 
polare  di  un  punto  varialile  nella  retta  medesima*}. 

(a)  Questa  definizione  conduce  spontaneumente  ad  un'  importante  generalizzazione. 
Date  due  rette  R5  R',  quale  e  il  luogo  dei  poli  dell' una  rispetto  alia  prima  polare  di 
un  punto  variabile  nell'altra?  Fissati  ad  arbitrio  due  punti  oof  in  R',  e  preso  un  punto 
qualunque  i  in  R,  le  seconde  polari  miste  de'  punti  oi  eel  o'i  si  segano  in  (n  —  2)8  punti, 
che  sono  i  poli  di  R'  rispetto  alia  prima  polare  di  i.  Variando  i  in  R,  quelle  seconde 
polari  miste  generano  due  fasci  projettivi  dell'ordine  n  —  2;  eel  il  luogo  de'  punti  ove 
si  segano  due  curve  corrispondenti  e  una  linea  dell' ordine  2(n  —  2),  la  quale  e  evi- 
dentemente la  richiesta.  Ad  essa  puo  darsi  il  nome  di  seconda  polare  mista  delle  rette  R  R', 
per  distinguerla  dalla  seconda  polare  pura  di  R,  superiormente  definita. 

(b)  Come  la  seconda  polare  pura  di  R  e  il  luogo  di  un  punto  la  cui  conica  polare 
e  toccata  da  R,  cosi  la  seconda  polare  mista  di  due  rette  RR'  e  il  luogo  di  un  punto 
rispetto  alia  conica  polare  del  quale  le  rette  RR'  siano  coniugate.  Infatti:  se  la  seconda 
polare  mista  di  oi  e  quella  di  o'i  passano  per  un  punto  a,  la  retta  polare  di  i  rispetto 
alia  conica  polare  di  a  passa  per  o  e  per  o'  (123),  cioe  i  e  il  polo  di  R'  rispetto  a 
quella  conica,  c.  d.  d, 

(c)  Se  nella  precedente  ricerca  (a)  si  pone  il  punto  i  alPintersezione  delle  rette  RR', 
troviamo  die  la  seconda  polare  mista  delle  rette  medesime  passa  per  gli  (n  —  2)2  punti 
comuni  alia  seconda  polare  mista  de'  punti  o  i  ed  alia  seconda  polare  mista  de'  punti  di, 
ossia  (124)  per  gli  (n  —  2)2  punti  in  cui  la  seconda  polare  pura  del  punto  i  tocca  la 
seconda  polare  pura  della  retta  R'.  Dunque: 

La  seconda  polare  pura  del  punto  comune  a  due  rette  tocca  le  seconde  polari  pure 
di  queste,  oiascuna  in  (n  —  2)2  punti,  I  2(n  —  2)2  punti  di  contatto  giacciono  tutti  nella 
seconda  polare  mista  delle  rette  medesime. 

126.  Se  la  seconda  polare  mista  di  due  rette  RR',  concorrenti  in  un  dato  punto  i, 
dee  passare  per  un  altro  punto  pur  dato  o,  e  necessario  e  sufficiente  (125,  b)  che  quelle 
due  rette  siano  coniugate  rispetto  alia  conica  polare  di  o,  cioe  ch'esse  formino  un  si- 
stema  armonico  colle  rette  E  F  che  da  i  si  possono  condurre  a  toccare  quella  conica. 
Ossia,  se  le  rette  RR'EF  formano  un  fascio  armonico,  la  seconda  polare  mista  di  RR' 
passa  pei  poli  di  tutte  le  coniche  polari  tangenti  alle  rette  EF.  Ora,  se  una  conica 


*)  SALMON,  Higher  plane  curves,  p.  152. 
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polare  tocca  queste  due  rette,  il  polo  giacera  nelle  seconde  polari  pure  d'entrambe 
(104,  b;  124);  dtmque  le  4(w  —  2)2  intersezioni  di  queste  due  curve  sono  poll  d'al- 
trettante  coniche  polari  inscritte  nell'  angolo  EF,  eppero  sono  punti  comuni  a  tutte  le 
seconde  polari  miste  passanti  per  o  e  relative  a  rette  passanti  per  i.  Ond'  e  die  queste 
seconde  polari  miste  formano  un  fascio. 

Da  cio  consegue  che  per  due  punti  dati  od  passa  una  sola  seconda  polare  mista 
relativa  a  due  rette  (non  date)  concorrenti  in  un  dato  punto  i.  Vale  a  dire,  le  seconde 
polari  pure  e  miste  delle  rette  passanti  per  un  dato  punto  formano  una  rete  aeometrica 
di  curve  dell'ordine  2  (n  —  2). 

Di  qual  indice  e  la  serie  delle  seconde  polari  pure  di  tutte  le  rette  passanti  pel 
dato  punto  i?  Cerchiamo  quante  di  tali  seconde  polari  passino  per  un  punto  arbi- 
trario  o.  L'inviluppo  delle  rette  le  cui  seconde  polari  (pure)  passano  per  o  e  la  conica 
polare  di  questo  medesimo  punto  (104,  g);  ad  essa  arrivano  clue  tangenti  da  i]  tlunque 
per  i  passano  due  sole  rette  le  cui  seconde  polari  (pure)  contengano  il  punto  o.  Ossia 
le  seconde  polari  pure  delle  rette  passanti  per  un  pimto  dato  formano  una  serie  d' indice  2. 

127.  Sia  p  un  punto  comune  alia  seconda  polare  pura  di  R  ed  alTHessiana  (della 
curva  fondamentale  Cn).  Come  appartenente  alia  prima  cli  queste  curve,  p  sani  il  polo 
di  una  conica  polare  tangente  ad  R;  e  come  appartenente  aH'IIessiami,  lo  stesso  punto 
avra  per  conica  polare  un  pajo  di  rette  incrociantisi  nel  punto  corrispondente  o  della 
Steineriana.  OncFe  che  i  punti  comuni  all'Hessiana  ed  alia  seconda  polare  di  R  saranno 
tanti,  quante  sono  le  intersezioni  di  R  colla  Steineriana,  cioe  8(n — 2)2.  Dunque: 

La  seconda  polare  pura  di  una  retta  qualunqiie  tocca  VHessiana  dovungiw  I'incontra, 
cioe  in  3(n  —  2)2  punti. 

Siccome  la  conica  polare  dip  e  formata  da  due  rette  concorrenti  in  o,  cosi  la  retta 
R,  che  passa  per  o,  ha,  rispetto  a  quella  conica,  infiniti  poli  situati  in  un'altra  retta 
pur  concorrente  in  o  (110,  a).  Laonde  una  retta  R'  condotta  ad  arbitrio  (non  per  o) 
contiene  un  polo  di  R  relativo  alia  conica  polare  di  p;  ossia  (125,  b)  p  e  un  punto 
della  seconda  polare  mista  delle  rette  RR'.  Dunque: 

I  6(n — 2)2  punti  in  cui  THessiana  e  toccata  dalle  seconde  polari  pure  di  due  rette 
date  giacciono  tutti  nella  seconda  polare  mista  delle  rette  medesime  *). 

Le  seconde  polari  pure  delle  rette  passanti  per  un  dato  punto  i  formano  (12G)  una 
serie  d'ordine  2(n  —  2)  e  d1  indice  2;  epper6  sono  inviluppate  (124,  b)  da  una  linea 


*)  j  Ne  segue  che  le  seconde  polari  miste  relative  ad  una  retta  fissa  R  fe  ad  una  retta 
variabile]  passano  per  3(n  —  2)2  punti  fissi  della  Hessiana.  Esse  formano  una  rete;  in  fatti,  ae 
la  seconda  polare  mista  deve  passare  per  due  punti  o ,  o' ,  essa  apparterra  (oltre  ad  R)  a  quella 
retta  R'  che  congiunge  i  poli  di  R  relativi  alle  coniche  polari  di  o,  o'.  j 
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deU'ordine  4(^—2).  Questa  linea  e  composta  dell'Hessiana  e  della  seconda  polare  pura 
del  punto  i  (125,  c);  e  gli  8(n  —  2)2  punti,  in  cui  le  seconde  polari  pure  di  due  fra 
quelle  rette  toccano  PHessiana  e  la  seconda  polare  pura  di  i,  giacciono  tutti  nella 
seconda  polare  mista  delle  medesime  due  rette. 

(a)  Si  e  dimostrato  che  la  seconda  polare  (pura)  di  E  tocca  1'Hessiana  in  p\  inoltre 
anche  la  seconda  polare  (pura)  di  o  passa  per  p,  giacche  questo  punto  e  doppio  per 
la  prima  polare  di  o.  D'altra  parte  la  seconda  polare  (pura)  di  o  e  la  seconda  polare 
(pura)  di  E  (retta  passante  per  o)  si  toccano  ovunque  s'incontrano  (124);  dunque: 

L'Hessiana,  in  un  suo  punto  qualungue,  e  tangente  alia  seconda  polare  (pura)  del 
corrispondente  punto  della  Steineriana. 

(b)  Da  cio  segue  che  la  tangente  in  p  all'Hessiana  e  la  coniugata  armonica  di  po 
rispetto  alle  due  rette  che  toccano  la  prima  polare  di  o  nel  punto  doppio  p  (74,  c);  e  se  la 
prima  polare  di  o  ha  una  cuspide  in  p,  la  tangente  cuspidale  tocca  ivi  anche  1'Hessiana. 

Analogamente,  la  tangente  in  o  alia  Steineriana  e  la  coniugata  armonica  di  op  ri- 
spetto alle  due  rette  che  formano  la  conica  polare  di  p. 

(c)  Se  si  considera  una  seconda  retta  E'  passante  per  o,  la  seconda  polare  pura 
di  E'  tocchera  anch'essa  1'Hessiana  in  p.  Viceversa:  le  rette  le  cui  seconde  polari  pure 
passano  per  p  sono  le  tangenti  della  conica  polare  di  p  (104,  g);  ma  questa  conica  si 
risolve  in  due  rette  passanti  per  o;  dunque  le  rette,  le  cui  seconde  polari  pure  con- 
tengono  il  punto  p,  passano  tutte  per  o. 

Ossia,  THessiana  e  toccata  in  p  dalla  seconda  polare  pura  di  0  e  dalle  seconde 
polari  pure  e  miste  di  tutte  le  rette  passanti  per  o. 

(A)  Siccome  i  contatti  dell'Hessiana  colla  seconda  polare  (pura)  di  una  retta  E  cor- 
rispondono  alle  intersejzioni  di  E  colla  Steineriana,  cosi,  se  E  tocca  questa  curva  in 
un  punto  o,  la  seconda  polare  (pura)  di  E  avra  un  contatto  quadripunto  coll'Hessiana 
nel  corrispondente  punto  p,  e  la  tocchera  semplicemente  in  Z(n — 2)s — 2  altri  punti. 

Le  rette  tangenti  alia  conica  polare  d'un  punto  i  sono  le  sole  (104,  g),  a  cui  spettino 
seconde  polari  pure  passanti  per  i.  Ma  quella  conica  ha  6(w — l)(w — 2)  tangenti  comuni 
colla  Steineriana;  dunque  la  serie  formata  dalle  seconde  polari  pure  (di  rette)  aventi 
un  eontatto  quadripunto  coll'Hessiana  e  dell1  indice  6(w — l)(n — 2). 

Se  E  e  una  tangente  doppia  della  Steineriana,  la  seconda  polare  (pura)  di  E  avra 
coll'Hessiana  due  contatti  quadripunti  e  3(w — 2)s — 4  contatti  bipunti. 

E  se  E  e  una  tangente  stazionaria  della  Steineriana,  la  seconda  polare  (pura)  di  E 
avra  coll'Hessiana  un  contatto  sipunto,  oltre  a  3(w— 2)2— 3  contatti  bipunti. 

128.  Quali  sono  le  rette  le  cui  seconde  polari  (pure)  hanno  un  punto  doppio?  Sic- 
come  la  seconda  polare  (pura)  di  una  retta  E  e  il  luogo  dei  poli  delle  coniche  polari 
tangenti  ad  E,  cosi  se  quella  seconda  polare  ha  un  punto  doppio,  e  necessario  che  vi 
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sia  una  conica  polare  avente  piu  di  clue  punti  comimi  con  R,  cioe  una  conica  polare 
die  si  risolva  in  due  rette,  una  delle  quali  sia  R.  [90]  Dunque: 

Le  rette  cui  spettano  seconde  polari  (pure)  dotate  di  punto  doppio  sono  gruelle  die  a, 
due  a  due  costituiscono  le  coniche  polari  del  punti  dell'Hessiana.  E  i  punti  doppi  delle 
seconde  polari  (pure)  di  qiielle  rette  sono  gli  stessi  punti  delVHessiana. 

La  seconda  polare  (pura)  di  un  punto  qualunque  i  sega  FHessiana  in  3  (n — 2)2  punti, 
poli  di  altrettante  coniche  polari  passanti  per  i,  ciascuna  delle  quali  e  il  sistema  di 
due  rette.  Dunque: 

Le  rette  die  costituiscono  le  conicJie  polari  del  punti  dell' Hessiana  inviluppano  una 
C'urva  della  classe  3(n — 2)2. 

129.  La  seconda  polare  mista  di  due  rette  RR'  e  il  luogo  di  un  punto,  alia  conica 
polare  del  quale  condotte  le  tangenti  dal  punto  RR',  queste  tangent!  formino  colic  rette 
date  un  fascio  armonico.  Tali  coniche  polari  costituiscono  una  serie  d'  indice  2  (n — 2)2, 
tanti  essendo  i  punti  in  cui  quella  seconda  polare  mista  e  intersecata  dalla  seconcla 
polare  (pura)  di  un  punto  arbitrario;  dunque  fra  quelle  coniche  ve  ne  sono  4(w — 2)8 
tangenti  ad  una  retta  qualsivoglia  data  (85). 

Ora  sia  data  una  conica  qaalunque  C,  e  si  domandi  il  luogo  di  un  punto  la  cui 
conica  polare  sia  inscritta  in  un  triangolo  coniugato  a  C.  Sia  a  un  punto  arbitrario 
ed  A  la  retta  polare  di  a  rispetto  a  C.  Vi  sono  4(w —  2)2  coniche  polari  tangenti  ad  A 
e  a  due  rette  concorrenti  in  a  e  coniugate  rispetto  a  C,  ossia  4(n — 2)2  coniche  polari 
inscritte  in  triangoli  coniugati  a  C,  un  lato  dei  quali  sia  in  A.  Ma  le  coniche  polari 
tangenti  ad  A  hanno  i  loro  poli  nella  seconda  polare  pura  di  A;  dunque  il  luogo  ri- 
chiesto  ha  4  (n  —  2)2  punti  comuni  colla  seconda  polare  pura  di  una  retta  arbitraria, 
vale  a  dire,  e  una  curva  dell'ordine  2(w —  2), 

Quando  un  triangolo  coniugato  alia  conica  C  abbia  un  vertice  o  sulla  curva,  due 
lati  coincidono  nella  tangente  ed  il  terzo  e  una  retta  arbitraria  passante  per  o.  Dunque, 
se  il  punto  o  appartiene  anche  alia  Steineriana,  cioe  se  o  £  il  punto  doppio  della  conica 
polare  d'un  punto  p  dellTIessiana,  quest  a  conica  pud  risguardarsi  come  inscritta  in 
quel  triangolo.  Per  conseguenza: 

II  luogo  di  un  punto,  la  conica  polare  del  guale  sia  inscritta  in  un  triangolo  coniugato 
ad  una  conica  qualsivoglia  data>  e  una  linea  dell' or  dine  2  (n  —  2),  che  sega  VHessiana 
ne*  punti  corrispondenti  alle  interse$ioni  della  Steineriana  colla  conica  data. 

Questa  linea  d'ordine  2(w —  2),  quando  la  conica  data  degeneri  in  un  pajo  di  rette, 
non  e  altro  che  la  seconda  polare  mista  delle  rette  medesime. 

Cosi  ad  una  conica  qualunque  corrisponde  una  determinata  curva  d'ordine  2(n — 2). 
E  pel  teorema  (ill,  f)  e  evidente  che  a  piti  coniche  circoscritte  ad  uno  stesso  qua- 
drangolo  corrispondono  altrettante  curve  d'ordine  2(w  —  2)  formanti  un  fascio. 


HI. 
CURVE  DEL  TERZTOEDINE. 


ART.  XXII. 
L'HessIana  e  la  Cayleyana  cli  una  cum  del  terz' 


130.  Applichiamo  le  teorie  general!  precedentemente  esposte  al  caso  die  la  curva 
fondamentale  sia  del  terz'ordine,  vale  a  dire  una  cubica  C3>  die  supporremo  priva  cli 
punti  multipli;  ond'essa  sara  della  sesta  dasse  (70)  ed  avri  nove  flessi  (100). 

(a)  Un  punto  qualunque  e  polo  di  una  conica  polare  e  di  una  retta  polare  (68). 
Per  due  punti  presi  ad  arbitrio  passa  una  sola  conica  polare  (77,  a).  Tutte  le  co- 

niche  polari  passanti  per  un  punto  o  hanno  altri  tre  punti  0^03  comuni,  e  i  loro  poli 
giacciono  in  una  retta,  die  e  la  polare  di  ciascuno  di  quei  quattro  punti  oo^o^. 

Una  retta  ha  dunque  quattro  poli  ;  essi  sono  i  vertici  del  quadrangolo  inscritto  nelle 
coniche  polari  dei  punti  della  retta. 

Tutte  le  rette  passanti  per  uno  stesso  punto  o  hanno  i  loro  poli  in  una  conica, 
la  quale  e  la  conica  polare  del  punto  o  (69,  a). 

(b)  La  retta  polare  di  un  punto  o'  rispetto  alia  conica  polare  di  un  altro  punto  o 
coincide  colla  retta  polare  di  o  rispetto  alia  conica  polare  di  o'  (69,  c).  Ond'&  die,  se 
da  o  si  conducono  le  tangent!  alia  conica  polare  di  o',  e  da  o'  le  tangent!  alia  conica 
polare  di  o,  i  quattro  punti  di  contatto  giacciono  in  una  sola  retta:  la  seconda  polare 
mista  der  punti  oo1  (123)  *). 

(e)  Da  un  punto  qualunque  o  del  piano  si  possono,  in  generale,  condurre  sei  tan- 


*)  j  Una  retta  qualunque  6  la  seconda  polare  mista  dei  due  suoi  punti  0,0',  le  cui  coniche 
polari  toeeano  la  retta  medesima  (i  punti  di  contatto  sono  o\ti),  Cio  6  xina  conseguenza  della 
propriety  piu  generale:  la  seconda  polare  mista  di  due  punti  0,0'  6  la  retta  che  unisce  i  poli 
della  retta  oo'  rispetto  alle  eoniche  polari  di  o,  o' .  j 
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genti  alia  cubica  data,  poiclie  questa  e  una  curva  della  sesta  classe.  I  sei  puuti  di 
contatto  giaccono  tutti  nella  conica  polare  del  punto  o. 

(d)  Ma  se  o  e  un  punto  della  cubica,  questa  e  ivi  toccata  si  dalla  retta  polare  die 
dalla  conica  polare  del  punto  medesimo.  In  questo  caso,  da  o  partono  sole  quattro 
rette,  tangent!  alia  cubica  in  altri  punti.  Ed  i  punti  di  contatto  sono  le  quattro  inter- 
sezioni  di  questa  curva  colla  conica  polare  di  o  (71). 

131.  Sia  o  un  punto  della  cubica,  la  quale  intersechi  la  conica  polare  del  medesimo 
(oltre  al  toccarla  in  o)  in  abed:  onde  le  rette  o(a,b,c,d)  saranno  tangent!  alia  cu- 
bica rispettivamerite  in  abed  (130,  d). 

Una  tangente  e  incontrata  dalla  tangente  infinitamente  vicina  nel  suo  punto  di 
contatto  (30);  quindi,  se  o'  e  il  punto  della  cubica  successivo  ad  o,  le  quattro  rette 
o'(a,&,c,d)  saranno  le  quattro  tangenti  die  si  possono  condurre  da  o'.  Siccome  poi 
la  conica  polare  di  o  tocca  la  cubica  in  o  e  la  sega  in  abed,  cosi  i  sei  punti  oo'alcd 
giacciono  tutti  in  essa  conica,  eppero  i  due  fasci  o  (a,  b,  ct  d} ,  o'  (a,  6,  c,  d)  lianno  lo 
stesso  rapporto  anarmonico  (62).  Cio  significa  die  il  rapporto  anarmonico  clelle  quattro 
tangenti  condotte  alia  cubica  da  un  suo  punto  o  non  cambia  passando  al  punto  suc- 
cessivo; ossia: 

11  rapporto  anarmonico  del  fascio  di  quattro  tangenti,  che  si  possono  condurre  ad 
una  cubica  da  un  suo  punto  qiialunque,  e  costante*).  [91] 

(a)  Di  qui  si  ricava  die,  se  o(a,b,c,d),  o' (a1  >V,  <!,<%)  sono  i  due  fasci  di  tangeuti 
relativi  a  due  punti  qualisivogliano  o,  o'  della  cubica,  i  quattro  punti  in  cui  le  tangenti 
del  primo  fascio  segauo  le  corrispondenti  del  secondo  giacciono  in  una  conica  passante 
per  od  (62).  La  corrispondenza  dclle  tangenti  ne'  due  fasci  puo  essere  stabilita  in 
quattro  maniere  diverse,  perclic  il  rapporto  anarmonico  del  fascio  o  (a,  &,  c,  d)  e  iden- 
tico  (1)  a  quello  di  ciascuno  de' tre  fasci  o (b} a, d, <?) ,  o(c9d9a9fy,  o(d,c»Z>,a);  dunque 
i  sedici  punti  no1  quali  le  quattro  tangenti  condotte  per  o  intersecano  le  quattro 
tangenti  condotte  per  o1  giacciono  in  quattro  coniclie  passauti  per  oo'. 

(b)  II  rapporto  anarmonico  costante  delle  quattro  tangenti,  che  arrivauo  ad  una 
cubica  da  un  suo  punto  qualunque,  puo  ossere  chiainato  rapporto  anarmonico  della 
cubica. 

Una  cubica  dicesi  armonica  quando  il  suo  rapporto  anarmonico  e  Vunita  negativa, 
cio^  quando  le  quattro  tangenti  condotte  da  un  punto  qualimquo  della  curva  formano 
un  fascio  armonico. 

Una  cubica  si  dira  eguianarmonica  quando  il  suo  rapporto  anarmonico  sia  una  radice 


*)  SALMON,  TMorbmes  sur  les  courbes  de  troisfatne  degr£  (Giornale  di  CRi3LLB;  t.  42,  Ber- 
lino  1851,  p.  274)  —  Higher  plane  CUTVQS,  p,  151, 
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cubica  imaginaria  (ielYtmita  negativa,  cioe  quando  le  quattro  tangent!  condotte  da  un 
•punto  della  cunra  abbiano  i  tre  rapporti  anarmonici  fondamentali  eguali  fra  loro  (27). 

132.  Se  la  conica  polare  di  un  punto  o  e  un  pajo  di  rette  che  si  seghino  in  o', 
viceversa  la  conica  polare  di  o'  e  un  pajo  di  rette  incrociate  in  o  (78).  Dunque  il  luogo  de' 
punti  doppi  delle  coniche  polari  risolventisi  in  paja  di  rette  e  anche  il  luogo  de'  loro  poli, 
cioe  la  Steineriana  e  FHessiana  sono  una  sola  e  medesinaa  curva  del  terz'ordine  (88,  90). 

(a)  Inoltre,  siccome  la  retta  oo1  tiene  il  luogo  di  due  rette  congiungenti  due  punti 
0,  o  delFHessiana  ai  corrispondenti  punti  o' ,  o  della  Steineriana,  cosi  1'inviluppo  di  oo', 
che  secondo  il  teorema  generale  (98,  b)  sarebbe  della  sesta  elasse,  si  ridurra  qui  alia 
terza  elasse*). 

(b)  I  punti  o ,  o'  sono  poli  coniugati  rispetto  ad  una  qualunque  delle  coniche  polari 
(98,  b),  le  quali  costituiscono  una  rete  geometrica  del  second' ordine.  Dunque: 

II  luogo  delle  cop-pie  di  poli  coniugati  relativi  ad  una  rete  di  coniclie  e  una  curva 
di  terg'ordine  (I'Hessiana  della  rete)  **). 

(c)  Nella  teoria  generale  e  dimostrato  che  la  Steineriana  in  un  suo  punto  qualunque 
e  toccata  dalla  retta  polare  del  corrispondente  punto  dell'Hessiana  (118),  e  che  I'Hes- 
siana e  toccata  in  un  suo  punto  qualunque  dalla  seconda  polare  del  corrispondente 
punto  della  Steineriana  (127,  a).  Nel  caso  della  curva  di  terz'ordine,  queste  due  pro- 
prieta  si  confondono  in  una  sola,  ed  e  che  la  tangente  alFHessiana  in  o  e  la  retta 
polare  di  0';  ossia: 

L'Hessiana  e  I'inviluppo  delle  rette  polari  dej  suoi  punti. 

Questo  teorema  somministra  le  sei  tangenti  che  arrivano  all1  Hessiana  da  un  punto 
arbitrario  L  Infatti,  le  rette  polari  passanti  per  i  hanno  i  loro  poli  nella  conica  polare 
di  it  la  quale  incontra  I'Hessiana  in  sei  punti ;  ciascuno  di  questi  ha  per  retta  polare 
una  tangente  dell'Hessiana,  concorrente  in  i.  Naturalmente  i  punti  di  contatto  di  queste 
sei  tangenti  giacciono  nella  conica  polare  di  i  relativa  all'Hessiana. 

133.  Siano  o,  or  (fig.  S.a  pag.  441)  due  poli  coniugati  (rispetto  alle  coniche  polari);  la 
conica  polare  di  o  sara  il  sistema  di  due  rette  aft,  cd  concorrenti  in  0',  e  la  conica  polare 
di  o'  sara  formata  da  due  altre  rette  ad,  be  incrociantisi  in  o.  Se  le  due  coniche  polari 
si  segano  mutuainente  in  abed,  questi  saranno  (130,  a)  i  poli  della  retta  oo',  e  le  rette 
ac,  Id,  il  cui  punto  comune  sia  M,  formeranno  la  conica  polare  di  un  punto  ii  situato 
nella  retta  00'.  Dunque  u,ur  sono  due  nuovi  poli  coniugati;  ed  u  e  il  terzo  punto 
(F  intersezione  delFHessiana  colla  retta  oo'. 


*)  CATLEY,  M&noire  sur  Zes  courbes  du  troisteme  ordre  (Journal  de  M.  LIOUVILLE    aout 
1844,  p.  290).  ' 

**)  HESSE?  Ueber  die  Wendepuncte  u,  s.  w.  p.  100, 
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La  retta  polare  di  o'  rispetto  alia  cubica  fondamentale  coincide  (69,  b)  colla  polare 
di  o1  rispetto  alia  conica  formata  dalle  due  rette  ad,  be;  dunque  (132,  c)  la  tangente 
in  o  all'Hessiana  e  la  retta  ou,  coniugata  armonica  di  oo'  rispetto  alle  ad,  be:  pro- 
prieta  che  poteva  anche  concludersi  dal  teorema  (127,  b).  Analogamente  la  tangente 
alFHessiana  in  o'  e  o'u.  Dunque: 

Le  tangenti  alVHessiana  in  due  poll  eoniugati  o ,  d  eoneorrono  nel  punto  di  questa 
curva,  che  e  polo  coniugato  alia  terza  intersezione  della  medesima  colla  retta  oo'. 

(a)  Due  punti  di  una  cubica  chiamansi  corrispondenti,  quando  hanno  lo  stesso  tan- 
genziale  (39,  b),  cioe  quando  le  tangenti  in  essi  incontrano  la  curva  in  uno  stesso  punto. 

Usando  di  questa  denominazione  possiamo  dire  die  due  poll  eoniugati  rispetto  ad 
una  rete  di  coniche  sono  punti  corrispondenti  dell'Hessiana  di  questa  rete. 

(b)  Siccome  le  rette  polari  di  0,0'  eoneorrono  in  u,  cosi  la  conica  polare  di  u  pas- 
sera  per  o  e  per  o1.  Ma  u  e  un  punto  dell'Hessiana;  dunque  la  sua  conica  polare  consta 
della  retta  oo'  e  di  una  seconda  retta  passante  per  u'.  Ossia: 

Una  retta  la  qiiale  unisca  due  poli  eoniugati  o ,  0',  e  segM  per  conseguen#a  VHessiana 
in  un  ter#o  punto  u' ',  fa  parte  della  conica  polare  di  quel  punto  u  che  e  polo  coniu- 
gato ad  u'. 

Le  rette  che  costituiscono  le  coniche  polari  dei  punti  dell'Hessiana  inviluppano  una 
curva  di  terza  classe  (128).  Essa  coincide  adunque  coll' inviluppo  della  retta  che  unisce 
due  punti  corrispondenti  dell'Hessiana  (132, a). 

A  questa  curva  daremo  il  nome  di  Oayleyana  della  cubica  data,  in  onore  dell'  illustre 
CAYLET,  che  ne  trovo  e  dimostr6  le  piu  interessanti  proprieta  in  una  sua  elegantis- 
sima  Memoria  analitica  *). 

(c)  Le  tangenti  che  da  un  punto  qualunque  o  dell'Hessiana  si  possono  condurre 
alia  Cayleyana  sono  la  retta  che  unisce  o  al  suo  polo  coniugato  o',  e  le  due  rette 
formanti  la  conica  polare  di  o'. 

(d)  Se  abed  sono  i  quattro  poli  di  una  retta  R,  le  coppie  di  rette  (be,  ad),  (ca,  bd), 
(ab ,  cd)  costituiscono  tre  coniche  polari,  i  cui  poli  giacciono  in  R ;  dunque  i  punti  di 
concorso  di  quelle  tre  coppie  di  rette  appartengono  airHessiana.  Ossia: 

L'Hessiana  e  il  luogo  de*  punti  diagonali,  e  la  Cayleyana  &  I'inviluppo  dei  lati  del 
quadrangolo  completo  i  cui  vertici  siano  i  quattro  poli  di  una  retta  qualunque. 

134.  Siano  aa',bV  due  coppie  di  poli  eoniugati;  c  il  punto  comune  alle  rette 
ab,  a'&';  c'  quello  ove  si  segano  le  ab' ,  a'b.  Allora  aa'bVcc'  saranno  i  sei  vertici  di  un 
quadrilatero  completo;  e  siccome  i  termini  delle  due  diagonali  aa!  ,W  sono,  per  ipo- 


*)  A  Memoir  on  curves  of  the  third  Qrfyr  (Philosophical  Transactions,  vol.  147,  part  2, 
Condon  1857,  p.  415-446), 


440  INTRODUZIONE  AD   UNA   TEORIA   GEOMETRIC!  DELLE   CURVE  PIANE. 


tesi,  poli  coniugati  rispetto  a  qualsivoglia  conica  polare,  cosi  anche  i  punti  cd  saranno 
poll  coniugati  rispetto  alia  inedesima  rete  di  coniche  (109).  Dunque: 

Se  abc  sono  tre punti  delVHessiana  in  linea  retta,  i  tre  poli  a'Vc'  coniugati  a  qiielli 
formano  un  triangolo  i  cut  lati  Vc\  c'a',  a'V  passano  per  a,  6,  c.  *) 

Donde  si  ricava  die,  dati  due  poli  coniugati  a  a'  ed  un  altro  punto  5  dell'Hessiana, 
per  trovare  il  polo  coniugato  V ,  basta  tirare  le  rette  la,  ~ba  clie  seghino  nuovamente 
questa  curva  in  £,</;  il  punto  comune  alle  ca',c'a  e  il  richiesto  **). 

(a)  Le  rette  condotte  da  un  punto  qualunque  o  dell'Hessiana  alle  coppie  di  poli 
coniugati  formano  un' involuzione  (di  secondo  grado).  Infatti:  se  una  retta  condotta 
ad  arbitrio  per  o  sega  THessiana  in  a  e  6,  i  poli  a' ,  V  coniugati  a  questi  sono  pure  in 
linea  retta  con  o\  ondele  rette  oab,oa'V  sono  cosi  tra  loro  connesse  che  Tuna  deter- 
mina  Taltra  in  modo  unico,  Dunque  ecc.  ***). 

(b)  Viceversa,  dati  sei  punti  aa' ,  bV ,  cc' ,  il  luogo  di  un  punto  o,  tale  die  le  coppie 
di  rette  o(«,af),  0(6, 6%  o(c,d)  siano  in  involuzione,  e  una  curva  del  terz'ordine,  per 
la  quale  aa',66',cc'  sono  coppie  di  punti  corrispondenti  ****). 

135.  Quando  due  de'  quattro  poli  (poll  congiunti)  di  una  retta  coincidano  in  un  solo 
o,  questo  appartiene  all'Hessiana  (90,  b),  e  tutte  le  coniche  polari  passanti  per  esso 
hanno  ivila  stessa  tangente  ocl.  Siano  (fig.  S.a)  o^o*  gli  altri  clue  poli  della  retta  (on) 
polare  di  o:  cioe  siano  o^  i  punti  in  cui  le  rette  (ad,  bo)  formanti  la  conica  polare 
di  o'  incontrano  quella  retta  che  passa  per  u'  e  forma  con  oor  la  conica  polare  di  n 
(133,  b). 

Due  delle  tangenti,  che  da  OL  ponno  condursi  alia  Cayleyana  (133,  d),  coincidono 
con  0iO,  e  la  terza  e  0i02;  cosi  pure,  delle  tangenti  che  da  o*  arrivano  alia  Cayleyana, 
due  coincidono  in  030,  e  la  terza  e  o^0i»  Dunque  (30)  le  rette  001,  002  toccano  la  Cay- 
leyana in  0i,  03. 

Ne  segue  che  la  Cayleyana  e  il  luogo  de*  poli  congiunti  ai  punti  dell'Hessiana  (105), 
cioe:  se  una  retta  polare  si  muove  invilitppando  VHessiana,  due  poli  coincident^  percor- 
rono  VHessiana  medesima,  mentre  gli  altri  due  poli  distinti  descrivono  la  Cayleyana. 

(a)  Si  noti  ancora  che  da  un  punto  qualunque  o  dell'Hessiana  partono  tre  tangenti 
0(0i,02,0')  della  Cayleyana;  e  due  di  queste  00L,  002  si  corrispondono  fra  loro  in  modo 
che  la  retta  passante  pel  loro  punti  di  contatto  Oi02  e  pure  una  tangente  della  Cay- 
leyana. 


*)  j  II  triangolo  a'b'c'  e  coniugato  ai  faseio  delle  coniche  polari  dei  punti  della  retta  abc.  \ 
**)  MACLAURIN,  II  c.  p,  242. 

***)  }  I  raggi  doppi  di  questa  involuzione  sono  le  tangenti  della  Cayleyana  passanti  per  o 
e  diverse  da  00'  \  [o  essendo  il  polo  coniugato  di  o]. 

*)  CAYI^YJ  Mtmoire  sur  les  courbes  du  troisi&ne  ordre,  p.  287, 
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(b)  Quella  retta  die  passa  per  if,  e  forma  con  oo'  la  conica  polare  di  u,  sega  la 
Cayleyana,  non  solo  in  0^  poli  congiunti  ad  o,  ma  eziandio  in  o\o'z  poli  congiunti 


ad  or.  Siccomo  poi  quella  retta  6  pure  una  tangente  della  Cayleyana,  cosi  se  ne  infe- 
risce  die  questa  curva  e  del  sest'ordine. 

II  die  puo  dimostrarsi  anche  nel  seguente  modo.  Da  un  punto  i  partono  sei  tangenti 
dell'Hessiana  (132,  c);  ciascuna  di  queste  rette  lia  due  poli  coincident!  in  un  punto 
dell'Hessiana  medesima,  dunque  gli  altri  dodici  poli  giacciono  nella  Cayleyana.  Ma  i 
poli  delle  rette  passanti  per  i  sono  tutti  nella  conica  polare  di  i,  eppero  questa  sega 
la  Cayleyana  in  dodici  punti;  ciofe  la  Cayleyana  e  una  curva  del  sest'ordine, 

(c)  Da  quanto  precede  si  raccoglie  die,  se  ool  6  una  tangente  della  Cayleyana,  ii 
punto  di  contatto  d  e  un  polo  congiunto  a  quel  punto  o  dell'Hessiana  die  giace  in 
quella  retta,  senza  pero  die  vi  giaccia  il  suo  corrispondente  o'.  Dunque,  se  indichiamo 
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con  o)  il  punto  di  contatto  della  oo  colla  Cayleyana,  o  sara  im  polo  congiunto  al 
punto  u. 

Sia  v  il  terzo  punto  in  cui  THessiana  e  segata  dalla  retta  mi,  e  sia  v  il  polo  co- 
niugato  a  v.  Quella  retta  clie  passa  per  v'  e  forma  con  uu  la  conica  polare  di  v  seghera 
oo  nel  punto  <a. 

Ora,  la  retta  polare  di  v  rispetto  alia  conica  polare  di  o  passa  per  o',  perche  questa 
conica  e  un  pajo  di  rette  incrociate  in  o'.  Ma  la  retta  polare  di  v  rispetto  alia  conica 
polare  di  o  coincide  (130,  b)  colla  retta  polare  di  o  rispetto  alia  conica  polare  di  v, 
doe  rispetto  al  sistema  (uu  ,  t/co);  dunque  il  polo  o  ed  i  punti  u',  co,  </,  in  cui  la  retta  oo' 
taglia  la  conica  e  la  retta  polare  anzidette,  formano  un  sistema  armonico  (110,  a); 
ossia: 

La  retta  die  unisce  due  poll  coniugati  e  divisa  armonicamente  dal  terzo  punto  ov'essa 
incontra  I'Hessiana,  e  dal  punto  ove  tocca  la  Cayleyana*}. 

136.  LMnviluppo  delle  rette  polari  de'  punti  di  una  data  retta  R  e  una  conica,  che 
e  anche  il  luogo  dei  poli  delle  coniclie  polari  tangenti  ad  R  (103),  ed  anche  il  luogo 
del  poli  di  R  rispetto  alle  coniche  polari  dei  punti  di  R  medesima  (125).  Questa  conica, 
che  secondo  la  teoria  generale  (104)  e  la  seconda  polare  (pura)  di  R,  si  chiamera,  nel 
caso  attuale,  piu  brevemente  poloconica  (pura)  della  retta  R. 

(a)  La  conica  polare  di  un  punto  i,  oltre  air  essere  il  luogo  de'  punti  le  cui  rette 
polari  concorrono  in  i,  puo  anche  definirsi  IMnviluppo  delle  rette  le  cui  poloconiche 
passano  per  i  (104,  g). 

(b)  Le  rette  le  cui  poloconiche  hanno  un  punto  doppio  son  quelle  che  costituiscono 
le  coniche  polari  dei  punti  delFHessiana  (128),  cioe  sono  le  tangenti  della  Cayleyana. 

Gonsideriamo  adunque  la  retta  oo'  (fig.  8.a)  e  ricerchiamone  la  poloconica,  come 
luogo  dei  poli  delle  coniche  polari  tangenti  ad  oo1.  Siccoine  od  fa  parte  della  conica 
polare  di  u,  cosi  questo  punto  sara  doppio  per  la  poloconica  richiesta  (128).  Osservisi 
poi  che  la  conica  polare  di  ciascuno  de'  punti  0,0'  ha  due  punti  coincident!  comuni 
con  00';  dunque  la  poloconica  di  questa  e  il  pajo  di  rette  uo,uo'. 

Vediamo  cosi  che  VHessiana  e  il  luogo  de*  punti  doppi  delle  poloconiche  risolventisi 
in  due  rette,  ed  e  anche  Vinviluppo  di  queste  rette ;  mentre  la  Cayleyana  e  inviluppata 
dalle  rette  a  cui  si  riferiscono  quelle  poloconiche**). 

(c)  II  luogo  di  un  punto  rispetto  alia  conica  polare  del  quale  due  rette  R ,  R'  siano 
conjugate,  e  una  conica  (la  seconda  polare  mista  di  RR',  giusta  la  teoria  generale), 
la  quale  puo  chiamarsi  la  poloconica  mista  delle  rette  RR'.  Essa  e  anche  il  luogo  dei 


*)  CAYLEY,  A  Memoir  on  curves  etc.,  p.  425. 
**)  CAYLBY,  A  Memoir  on  curves  e£c.>  p.  432T 
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poli  di  una  qualunque  di  queste  rette  rispetto  alle  coniche  polari  del  punti  delPaltra 
(125,  a,b). 

(d)  La  retta  polare  del  punto  comune  a  due  rette  RR'  tocca  le  poloconiche  pure  di 
queste  in  due  punti,  die  giacciono  nella  poloconica  mista  delle  rette  medesime  (125,  c). 

137.  Se  una  retta  R  incontra  VHessiana  in  tre  punti  ale,  la  poloconica  di  R  tocca 
questa  curva  ne'  poli  a'Vc  coniugati  a  quelli  (122,  127).  Donde  segue  che,  se  R  e  una 
tangente  ordinaria  delPHessiana,  il  cui  punto  di  contatto  sia  a  ed  il  punto  di  semplice 
intersezione  &,  la  poloconica  di  R  avra  colPHessiana  un  contatto  quadripunto.  in  a' 
(polo  coniugato  ad  a)  ed  un  contatto  bipunto  in  V  (polo  coniugato  a  V).  E  se  R  tocca 
PHessiana  in  un  flesso  a,  la  poloconica  di  R  avra  colla  curva  medesima  un  contatto 
sipunto  in  a'  (127,  d). 

(a)  I  sei  punti  in  cui  PHessiana  e  toccata  dalle  poloconiche  pure  di  due  rette  gia,c- 
ciono  nella  poloconica  mista  delle  rette  medesime  (127).  Dunque: 

Se  due  rette  incontrano  VHessiana  in  sei  punti,  i  poli  coniugati  a  questi  giacciono  in 
una  stessa  conica  *). 

Se  pei  tre  punti  in  cui  VHessiana  e  toccata  da  una  poloconica  si  fa  passare  un'altra 
conica  qualsivoglia^  questa  taglia  VHessiana  in  tre  nuovi  punti,  ne'  qtiali  questa  curva 
e  toccata  da  una  seconda  poloconica. 

Abbiamo  veduto  (136,  b)  che,  se  0,0'  sono  due  poli  coniugati  (fig.  8.a),  ne1  quali 
PHessiana  sia  toccata  da  rette  concorrenti  in  w,  queste  rette  costituiscono  la  poloco- 
nica (pura)  di  0,0'.  Questa  poloconica  tocca  PHessiana  in  u,o,o'.  Dunque  questi  tre 
punti  ed  altri  tre  analoghi  giacciono  sempre  in  una  stessa  conica. 

(b)  Le  quattro  rette  che  da  w  si  ponno  condurre  a  toccare  altrove  PHessiana  sono 
quelle  che  costituiscono  le  poloconiche  (pure)  delle  due  rette  concorrenti  in  u'  e  for- 
manti  la  conica  polare  di  u  (136,  b).  I  punti  di  contatto  di  quelle  quattro  rette  sono  in 
una  conica  tangente  alPHessiana  in  u  (130,  d),  e  cPaltronde  i  punti'  cii  contatto  del- 
PHessiana  colle  poloconiche  pure  di  due  rette  giacciono  nella  poloconica  mista  di 
queste.  Dunque: 

La  conica  polare  dim  punto  u  ddVttessiana,  rispetto  air  Hessiana  medesima,  coin- 
cide colla  poloconica  mista  delle  due  rette  die  formano  la  conica  polare  di  u,  rispetto  alia 
curva  fondamentale. 

138.  Una  trasversale  condotta  ad  arbitrio  per  un  polo  fisso  o  seghi  la  cubica  fon- 
damentale ne'  punti  a^a^a^  e  la  conica  polare  di  o  in  m^m^  Nella  medesima  trasver- 
sale si  cerchino  i  due  punti  [i^  determinati  dalle  due  equazioni: 

*)  Flu  generalmente,  se  una  conica  fcaglia  FHessiana  in  sei  punti,  i  poli  coniugati  a  questi 
giacciono  in  un'altra  conica  (129), 
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l}  JL=I/J L\     -L^3 
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ossia  dall'equazione  quadratica; 

1  1/1  1\  A.  °  I    1  1     \2 

^  /In"2  Ail     \/im.  /11)7,^  /      l      (01]?,.      /lW/«  ^-VMH,  rt'3}?..1/ 


4  \0wi!  "^  om.2/ 
Ma  per  le  relazioni  che  hanno  luogo  fra  i  tre  punti  aia^a3  ed  i  loro  centri  armonici 

M     /A  vf    TTT  "»     oi    "Ko  » 


(Art.  III.) i  si  ha: 

'          "3' 


!_ 

.  0Wig  3  \0$2  .  0^3 

onde  Tequazione  2)  potra  scriversi  cosi: 

^"       ***     *"       ^ct>i      oa<>      oa^l      \^[^ 


1^1.4--i-— L— L,«0. 


Facendo  girare  la  trasversale  intorno  ad  o,  il  luogo  de1  punti  ^[x2  sara  ana  curva 
di  second' ordine,  che  si  puo  chiamare  cornea  satellite  del  polo  o*). 

Se  i  punti  «->«3  coincidono,  cioe  se  la  trasversale  tocca  la  cubica  in  a2  e  la  sega 

ill  als  Tequazione  3)  manifesta  nel  primo  membro  il  fattore 7.  Dunque  la 

0[L         Odi 

conica  satellite  centime  i  sei  punti  in  cui  la  cubica  fondamentale  e  segata  dalle  tangcnti 
condotte  pel  polo. 

Se  i  punti  mlm2  coincidono,  cioe  se  la  trasversale  tocca  in  mi  la  conica  polare  di  o, 
le  1)  mostrano  che  i  punti  ^(%  coincidono  entrambi  in  m1}  vale  a  dire,  in  questo  punto 
la  trasversale  tocca  anche  la  conica  satellite.  Dunque  la  conica  satellite  tocca  la  conica 
polare  ne9  $nnii  in  cui  questa  e  incontrata  dalla  retta  polare. 

(a)  Da  quanto  or  si  e  detto  e  dal  teorema  (39,  b)  risulta  che,  se  o  e  un  punto 
dell'Hessiana,  cioe  se  la  conica  polare  di  o  e  un  pajo  di  rette  concorrenti  in  of,  anche 
la  conica  satellite  sara  un  pajo  di  rette  concorrenti  in  questo  naedesirno  punto,  e  pro- 


*)  Qual  sarebbe  1'analoga  ricerca  per  una  curva  fondamentale  di  ordine  n?  Essa  dovrebbe 
condurre  ad  una  curva  satellite  delTordine  (n—T)  (w— 2).  Vegg-asi:  SALMON,  Higher  plane  curves, 
p.  68-69. 
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priamente  il  pajo  formato  dalle  rette  saielliti  di  quelle  che  costituiscono  la  conica 
polare  di  o. 

Dunque  ciascuna  delle  due  rette  concorrenti  in  o'  e  facenti  parte  della  conica  polare 
di  o  ha  per  punto  satellite  (39,  b)  il  punto  o'.  Ossia: 

L'Sessiana  £  il  luogo  de1  punti  satelliti  delle  rette  die  toccano  la  Cayleyana. 

(b)  Si  ottiene  un'altra  definizione  della  Cayleyana,  osservando  che  (fig.  8.a)  il  punto 
u  e  (133)  il  tangenziale  di  o'  (come  anche  cli  o)  rispetto  all'Hessiana;  e  siccome  le 
rette  o(a,b7u,u')  formano  un  fascio  armonico,  cosi  oo'  e  la  retta  polare  di  u  rispetto 
alia  conica  polare  di  d.  Dunque  la  Cayleyana  e  Vinvihippo  della  retta  seconda  polare 
mista  di  due  puntl  delTHessiana,  Vun  de'  quail  sla  il  kangenziale  delValtro  *). 

ART.  XXIII. 
Fascio  di  curve  del  terz'ordiue  aventi  i  modesimi  flessi. 

139,  II  teorema  (71),  applicato  alia  cubica  fondamentale  Ca,  significa  che,  se  per 
un  punto  fisso  i  della  curva  si  tira  una  trasversale  qualunque  a  segar  quella  in  altri 
due  punti  ^  i» ,  il  luogo  del  coniugato  armonico  di  i  rispetto  ad  ii  i>  e  la  conica  polare  di  i . 

Ma  se  i  e  un  flesso  della  cubica,  la  conica  polare  si  decompone  nella  relativa 
tangente  stazionaria  ed  in  un'altra  retta  I  die  non  passa  per  i  (80).  Dunque  il  luogo 
del  punto  coniugato  armonico  di  un  flesso  di  una  cubica,  rispetto  ai  due  punti  in  cui 
questa  e  incontrata  da  una  trasversale  mobile  intorno  al  flesso,  e  una  retta  **). 

Alia  retta  I,  cho  sega  la  cubica  ne1  tre  punti  ove  questa  e  toccata  dalle  tre  tan- 
genti  concorrenti  nel  flesso  (39,  c),  si  da  il  nome  di  polare  armonica  del  flesso  i,  e 
non  dee  confondersi  coU'ordinaria  retta  polare  che  &  la  tangente  stazionaria***). 

(a)  Dal  flesso  i  si  tirino  due  trasversali  a  segare  la  cubica  rispettivamente  ne'  punti 
ad,  IV.  Siccome  la  polare  armonica  6  pienamonte  determinata  dai  coniugati  armonici 
di  i  rispetto  alle  coppie  di  punti  ad,  IV,  cosi  essa  non  e  altro  che  la  polare  di  i  ri- 
spetto al  pajo  di  rette  (ab,a'b'}>  oppure  rispetto  al  pajo  (ab\a'b}.  Dunque  (110,  a)  la 
retta  I  passa  pel  punto  comune  alle  rette  (aft,  ciJV]  e  pel  punto  comune  alle  (aV,  o!b). 

Se  le  due  trasversali  coincidono,  si  ottiene  la  proprieta  che,  se  pel  flesso  i  si  con- 
duce una  trasversale  a  sogare  la  cubica  in  a,  b,  le  tangenti  in  questi  punti  vanno  ad 
incontrarsi  sulla  polare  armonica  cli  i. 


*)  CAYLEY,  A  Memoir  on  curves  etc.  p.  439-442, 

**)   MAOTwAURIN,    if.  C.   p.  228. 

#**}  i  prendendo  i  como  centre  e  la  polare  armonica  come  asse  d'omologia,  ogui  cubica  sar& 
omologica  (armonica)  a  sc  stcasa.  \ 
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Quanto  precede  mette  in  evidenza  che  un  flesso  di  una  cubica  ha,  rispetto  a  questa 
ed  alia  sua  polare  armonica,  le  stesse  proprieta  *)  che  un  punto  qualimque  possiede 
riguardo  ad  una  conica  ed  alia  sua  retta  polare  (107).  [92] 

(b)  Se  tre  rette  segano  la  cubica  data  rispettivamente  ne'  punti  iaa',jbb',  led,  e 
se  ijl,  abc  giacciono  in  due  rette,  anclie  cdb'c'  sono  in  linea  retta  (39,  a).  Supposto  die 
i  punti  ijl  coincidano  in  un  solo  (flesso)  i,  le  due  rette  dbc,  a'b'c'  concorreranno,  come 
or  ora  si  e  osservato,  sulla  polare  armonica  di  i.  Se  inoltre  i  punti  ale  coincidono  in 
un  punto  unico,  lo  stesso  avra  luogo  de'  punti  a'b'c']  dunque: 

La  retta  clie  unisce  due  flessi  di  una  cubica  sega  questa  in  un  terzo  flesso  **).  E  le 
tangenti  (stazionarie)  in  due  qiialnnqiie  di  questi  tre  flessi  concorrono  sulla  polare  armo- 
nica del  ter#o.  * 

(c)  Da  questo  teorema  e  dalla  definizione  della  polare  armonica  d'un  flesso  si  rac- 
coglie  che,  se  1 2  3  sono  tre  flessi  in  linea  retta,  il  punto  coniugato  armonico  di  1  ri- 
spetto a  23  e  situato  nella  polare  armonica  di  1,  ecc.;  e  che  per  conseguenza  le  polari 
armoniche  de'  flessi  123  sono  le  rette  che  uniscono  i  vertici  del  trilatero  formato  dalle 
relative  tangenti  stazionarie,  col  polo  della  retta  123  rispetto  al  trilatero  medesimo  (76). 

(d)  II  teorema  "  se  tre  flessi  123  della  cubica  sono  in  linea  retta9  le  loro  polari  armo- 
niche IiI2I3  concorrono  in  uno  stesso  punto  „  pud  dimostrarsi  anche  cosi.  Siano  I*!  1'2 1'3 
le  tangenti  (stazionarie)  della  cubica  ne'  tre  flessi  nominati;  le  coppie  di  rette  Il1!l 
I2r2}  Wa  sono  le  coniche  polari  de1  punti  medesimi,  e  queste  coniche  devono  essere 
circoscritte  ad  uno  stesso  quadrangolo,  i  cui  vertici  siano  i  poli  della  retta  123  (130,  a). 
Vale  a  dire,  le  rette  I3r3  devono  passare  pei  quattro  punti  rj2,  I'll'g,  IJs,  Iil'2.  Ma 
le  tangenti  in  due  de'  flessi  123  s'incontrano  sulla  polare  armonica  del  terzo,  ossia 
I3  passa  pel  punto  rj'a;  dunque  I3  passera  anche  pel  punto  IJ2,  c.  d.  d. 

Di  qui  si  raccoglie  che  i  quattro  poli  di  una  retta  che  contenga  tre  flessi  della  cu- 
bica sono  i  vertici  del  trilatero  formato  dalle  tre  corrispondenti  tangenti  stazionarie,  ed 
il  punto  di  concorso  delle  polari  armoniche  de'  tre  flessi  ***). 

140.  Tre  trasversali  condotte  pel  flesso  i  seghino  la  data  cubica  nei  punti  aa\  bb\  cc'\ 
esse  incontreranno  la  retta  Iy  polare  armonica  di  i,  nei  punti  a,|3,Y  coniugati  armo- 
nici  di  i  rispetto  alle  coppie  ad,  bbr,  cc1.  Ma  gli  stessi  punti  ajB?  giacciono  anche  nella 
conica  polare  di  i  relativa  a  qualsivoglia  cubica  descritta  pei  sette  punti  iadbb'cc'  (139). 
Dunque  questa  conica  polare  si  risolve  in  due  rette,  una  delle  quali  e  I;  vale  a  dire 


*}  CHASLES  j  Sur  les  courbes  du  Se  et  du,  4e  dogre,  Lettres  &  M>  QUBTELBT  (Corresp.  math, 
et  ph.  t.  5,  Bruxelles  1829,  p.  236)  i,  Apercu  Tiistorique,  p.  349. 
**)  MACLAURIN,  /.  c.  p.  231. 
***)  FLICKER,  System  der  analytischen  Geometrie,  p.  288. 
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(80),  i  e  un  flesso  (ed  I  e  la  relativa  polare  arraonica)  per  qualunque  curva  di  terz'or- 
dine  passante  pel  sette  punti  anzidetti  *)  **). 

(a)  Una  cubica  ha  nove  flessi,  die  sono  le  intersezioni  clella  medesima  coll'Hes- 
siana  (100).  Siccome  poi  la  retta  die  unisce  due  flessi  passa  per  un  terzo  flesso  (139,  b), 
cosi  per  ciascuno  di  que1  nove  punti  passeranno  quattro  rette  contenenti  gli  otto  re- 
stanti.  Quindi,  in  virtu  del  precedente  teorema,  qiialimque  linea  del  terz'ordine  descritta 
pel  nove  flessi  di  una  data  cubica  Jia  i  suoi  flessi  in  giwsti  medesimi  punti  ***). 

Le  cubidie  aventi  in  coraune  i  nove  flessi  chiamansi  sizigetiche. 

(b)  Siccome  per  ogni  flesso  clella  cubica  datapassano  quattro  rette,  ciascuna  delle  quali 

4X9 
contiene  altri  due  flessi,  cosi  il  numero  delle  rette  contenenti  tre  flessi  e  -——-=12. 

o 

Indicando  i  flessi  coi  numeri  12  3.,.  9,  tali  rette  si  possono  rappresentare  cosi: 

123,  148,  157,  109, 
456,  259,  2G8,  358, 
789,  367,  349,  247; 

dove  si  fa  manifesto  die  queste  dodici  rette  si  ripartiscono  in  quattro  gruppi,  ciascuno 
de*  quali  6  formato  da  tre  rette  (scritte  nella  stessa  linea  verticale)  passanti  per  tutti 
i  nove  punti  d'  inflessione.  Dunque  pei  nove  flessi  di  una  cubica  passano  quattro  si- 
stemi  di  tre  rette  t),  ossia  in  un  fascio  di  cubiche  smgeticUe  v'hanno  guwttro  cubiche, 
ciascuna  delle  quali  si  risolve  in  tre  rette  (culiche  trilatere). 

Siccome  una  terna  di  rette  puo  risguardarsi  come  una  linea  di  terz'ordine  dotata 
di  tre  punti  doppi,  e  d'altronde  (88)  un  fascio  cli  cubidie  contiene  dodici  punti  doppi, 
cosi  pei  nove  flessi  della  cubica  data  non  passa,  oltre  i  quattro  sistemi  di  tre  rette, 
alcuna  curva  dotata  di  punto  doppio  o  di  cuspide. 

141.  Considerando  il  flesso  i  della  cubica  fondamentale  come  un  punto  delFHessiana 
(cio&  come  un  punto  avente  per  conica  polare  un  pajo  di  rette  incrociate  in  un  altro 
punto  i'),  il  polo  i!  coniugato  (132,  b)  ad  i  6  il  punto  d'  intersezione  della  tangente 
stazionaria  colla  polare  armonica.  In  generale,  le  tangenti  alFHessiana  in  due  poll  co- 


*)  SALMON,  Lettra  c}  M.  A.  L,  CRB&LE  (Gioruale  di  CRBLLEJ,  t.  39,  Berlino  1850,  p.  365). 
**)  |  Se  aaWcc'  sono  sei  punti  di  una  eonica  tali  die  le  rette  aal,  6^',  ccf  concorrano  in  un 
punto  i,  tutte  le  cubiche  passanti  per  aa'bb'edi  avranno  un  flesso  in  i;  e  la  relativa  polare  ar- 
monica sarft  la  polare  di  i  rispetto  alia  conica  data,  j 
***)  HBSSJO,  Ueber  die  Wendepuncte  u.  s*  w.  p.  107, 
t)  PLCCKHR,  System  der  analytischen  Geometrie,  p.  284. 
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niugati  concorrono  in  uno  stesso  punto  della  medesima  (133);  d'altronde  essendo  i 
un  flesso  anclie  per  THessiana  (140,  a),  questa  curva  lia  ivi  colla  sua  tangente  un  con- 
tatto  tripunto;  dunque  la  tangente  in  i'  sega  FHessiana  in  i,  ossia  la  retta  clie  e 
tangente  (stazionaria)  della  cubica  fondamentale  nel  flesso  i  e  anclie  tangente  (ordi- 
naria)  delP  Hessiana  nel  polo  coniugato  i'  *). 

Questa  proprieta  si  poteva  anche  concMudere  dalla  teoria  generate  (118,  c;  119  b), 
dalla  quale  segue  ancora  die  tutte  le  coniche  polari  passanti  per  i  hanno  ivi  fra  lore 
un  contatto  tripunto. 

(a)  Ciascuna  tangente  stazionaria  della  cubica  fondamentale,  essendo  anche  una 
tangente  ordinaria  dell1  Hessiana,  conta  come  due  tangenti  comuni ;  onde  le  due  curve 
avranno  altre  6.6  —  2  .  9  =  18  tangenti  comuni.  Siccome  poi  ogni  tangente  delTHes- 
siana  ha  due  poli  coincident!  nel  punto  coniugato  al  punto  di  eontatto  e  gli  altri  due 
poli  distiati  nella  Cayleyana  (135),  cosi  le  diciotto  tangenti  (ordinarie)  comuni  all'Hes- 
siana  ed  alia  cubica  fondamentale  toccano  quest' ultima  curva  ne'  punti  in  cui  essa  e 
incontrata  dalla  Cayleyana. 

(b)  In  generale,  se  o,  o1  sono  due  poli  coniugati,  e  se  w'  e  il  terzo  punto  comune 
all'Hessiana  ed  alia  retta  oo',  questa  tocca  la  Cayleyana  nel  punto  co  coniugato  armonico 
di  M'  rispetto  ai  due  oo'  (135,  c).  Ma  allorche  o  sia  un  flesso  della  cubica  fondamentale, 
«f  coincide  con  o';  eppero  (4)  anche  to  si  confonde  con  o\  Dunque  la  Cayleyana  tocca 
V Hessiana  nei  nove  poli  coni^lgat^  ai  flessi  della  cubica  fondamentale. 

(c)  Una  tangente  della  Cayleyana,  quale  e  ilr  (fig.  8,a),  sega  questa  curva  in  quattro 
punti  aloha's ,  i  quali  sono  le  intersezioni  di  wV  colle  rette  costituenti  le  coniclie  polari 
di  0,0'  (135).  Quando  o  e  un  flesso  della  cubica  fondamentale,  la  conica  polare  di  o 
e  costituita  dalla  tangente  stazionaria  oo'  e  dalla  polare  armonica,  e  quest'  ultima  si 
confonde  con  w'r ,  perclie  u'  ed  o'  coincidono  insieme.  Ond1  e  die  de1  due  punti  o\  o\ 
Funo  cade  in  o'  (od  w7)  e  Paltro  si  unisce  all'  intersezione  di  due  tangenti  infinitamente 
vicine  «V,  o'o\  della  Cayleyana,  cioe  al  punto  di  contatto  fra  questa  curva  e  la  retta 
«V.  Questa  retta  ha  dunque  un  contatto  tripunto  colla  Cayleyana;  e  siecome  questa 
curva,  essendo  della  terza  classe  e  del  sest'ordine,  non  puo  avere  altre  singolarita 
alFinfuori  di  nove  cuspidi  (99,100),  cosi; 

Le  polari  armoniche  dei  nove  flessi  della  cuUca  fondamentale  sono  tangenti  alia 
Cayleyana  nelle  nove  cuspidi  di  questa  curva. 

(d)  L'Hessiana  e  la  Cayleyana  sono  dotate  di  proprieta  completamente  reciproclie. 
Infatti : 


*)  CLBBSCH,  Ueher  die  Wendetangenten  der  Curven  drifter  Ordnung  (Giornale  CRELT;E>BQR- 
CHARDT,  t.  58,  Berlino  1861,  p.  232). 
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Una  tangente  qualunque  della  Cayle- 
yana  sega  FHessiana  in  due  punti  corri- 
spondenti,  cioe  aventi  lo  stesso  tangenziale, 
ed  in  un  terzo  punto  die  e  il  coniugato  ar- 
monico  del  punto  di  contatto  della  Cay- 
leyana  rispetto  ai  primi  due  (135,  c). 


In  un  punto  qualunque  o  dell'Hessiana 
concorrono  tre  tangenti  della  Cayleyana; 
due  di  esse  sono  correspondent i,  cioe  la  retta 
che  ne  unisce  i  punti  di  contatto  e  una  tan- 
gente della  Cayleyana;  la  terzapoi  e  la  co- 
niugata  armonica,  rispetto  alle  due  prime, 
della  tangente  all'Hessiana  in  o  (135,  a). 

Da  questa  perfetta  reciprocita  segue  die  le  proprieta  della  Cayleyana  si  potranno 
conchiudere  da  quelle  dell'Hessiana  e  vice  versa.  Per  esempio: 

I  nove  punti  i,  ne1  quali  1'Hessiana  e  Le  nove  rette  I  tangenti  alia  Cayleyana 
toccata  dalle  sue  tangenti  stazionarie,  sono  nelle  cuspidi,  sono  tangenti  cuspidal!  per 
i  flessi  anche  delle  infinite  curve  di  terzo 
ordine  passant!  pei  medesimi. 

Al  fascio  di  queste  curve  appartengono 
quattro  trilateri,  cioe  i  nove  flessi  sono  di- 
stribuiti  a  tre  a  tre  su  doclici  rette  B,  delle 
quali  in  ogni  punto  i  ne  concorrono  quattro. 


I  vertici  dei  quattro  trilateri  sono  i  do- 
dici  punti  r  *). 

Fra  le  curve  di  terz'ordine  aventi  i  flessi 
in  commie  coll'Hessiana  v'e  anche  la  cubica 
fondamentale  C3,  rispetto  alia  quale  1'Hes- 
siana e  il  luogo  di  un  punto  die  abbia  per 
conica  polare  un  pajo  di  rette,  e  la  Cayle- 
yana e  Finviluppo  di  queste  rette. 

Le  tangenti  stazionarie  I'  della  cubica 
Ca  toccano  1'Hessiana  e  la  Cayleyana  ne' 
punti  i'  comuni  a  queste  due  curve. 


tutte  le  infinite  curve  di  terza  classe  ch'esse 
toccano. 

Alia  serie  di  queste  curve  appartengono 
quattro  triangoli,  cioe  le  nove  rette  I  con- 
corrono a  tre  a  tre  in  dodici  punti  r,  cia- 
scuna  di  quelle  contenendo  quattro  di 
questi. 

I  lati  dei  quattro  triangoli  sono  le  do- 
clici  rette  R. 

Fra  le  curve  di  terza  classe  aventi  per 
tangenti  cuspidali  le  rette  I  ve  n'ha  una 
KU**),  rispetto  alia  quale  la  Cayleyana  e 
1'inviluppo  di  una  retta  il  cui  primo  in- 
viluppo  polare  (82)  sia  una  coppia  di  punti, 
e  1'Hessiana  6  il  luogo  di  questi  punti. 

Le  cuspidi  della  curva  K3  sono  i  nove 
punti  i1  ove  1'Hessiana  e  la  Cayleyana  si 
toccano. 


142.  Dato  un  fascio  di  cubiche,  una  trasversale  qualunque  le  incontra  in  terne  di 
punti  formanti  un'  involuzione  di  terzo  grado,  e  ne'  punti  doppi  di  questa  la  trasver- 
sale tocca  quattro  cubiche  del  fascio  (49).  Se  le  cubiche  sono  sizigetiche  (ossia  se  hanno 
i  nove  flessi  comuni)  e  se  la  trasversale  6  la  polare  armonica  I  di  un  flesso  i,  le  tre 
intersezioni  di  una  qualunque  fra  quelle  cubiche  sono  i  punti  di  contatto  fra  essa  e 


*)  Questa  propriety  sar&  dimostrata  fra  poco  (142), 
**)  fi  desiderabile  urxa  definizione  di  questa  curva  come  inviluppo  di  una  retta  variabile. 


Cremona,  tomo  I. 
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le  tangent!  che  convergono  al  flesso  i  (139).  Sia  r  uno  de'  punti  doppi  deH'involu- 
zione;  la  cubica  passante  per  r  tocchera  ivi  si  la  trasversale  I  che  la  retta  ri,  cioe 
avra  in  r  un  punto  doppio.  Ma  i  soli  punti  doppi  in  un  fascio  di  cubiche  sizigetiche 
sono  le  intersezioni  scambievoli  delle  terne  di  rette  contenenti  a  tre  a  tre  i  flessi  (140,  b); 
dunque  i  quattro  trilateri  (sizigetici)  format!  da  tali  rette  hanno  i  loro  vertici  allineati 
a  quattro  a  quattro  sulle  polari  armornche  de'  flessi. 

Di  qui  si  ricava  che,  se  r  e  un  vertice  di  un  trilatero  sizigetico,  r  dovra  giacere 
nella  polare  armonica  di  ciascuno  de'  tre  flessi  situati  nel  lato  opposto  del  trilatero 
medesimo  *) ;  ossia : 

I  punti  in  cui  si  segano  a  tre  a  tre  le  polari  armoniche  dei  flessi  sono  i  vertici  del 
quattro  trilateri  formati  dalle  dodici  rette  nelle  quali  giacciono  distribuiti  a  tre  a  tre  i 
flessi  medesimi  **). 

Considerando  uno  qualunque  de'  trilateri  sizigetici,  i  suoi  lati  contengono  i  nove 
flessi,  mentre  pei  vertici  passano  le  nove  polari  armoniche,  Sia  r  uno  dei  vertici  eel 
123  i  flessi  giacenti  nel  lato  opposto.  Siccome  per  r  passano  le  polari  armoniche  di 
123,  le  quali  fanno  parte  delle  coniche  polari  di  questi  punti  rispetto  a  tutte  le  cubiche 
sizigetiche  del  dato  fascio  (140),  cosi  la  retta  123  sara,  relativamente  a  tutte  queste 
curve,  la  retta  polare  del  punto  r  (130,  a).  Dunque  ciascun  vertice  di  un  trilatero  si- 
jzigetico  e  polo  del  lato  opposto  rispetto  a  tutte  le  cubiche  sizigetiche. 

143.  Proseguendo  a  studiare  il  fascio  delle  cubiche  sizigetiche,  una  qualunque  di 
esse  sia  incontrata  dalla  polare  armonica  I  del  flesso  i  ne'  punti  w*wW,  onde  in  questi 
punti  le  tangenti  alia  curva  saranno  i(m,m\m").  La  tangente  (stazionaria)  alia  cubica 
medesima  nel  flesso  i  incontri  I  in  n.  La  cubica  e  individuata  da  uno  qualunque  de' 
quattro  punti  nmm'm",  eppero,  al  variare  di  quella,  la  terna  m wlm'  genera  un'invo- 
luzione  (di  terzo  grado)  projettiva  alia  semplice  punteggiata  formata  dai  punti  n. 

Se  rrifgr8  sono  i  punti  doppi  dell' involuzione,  ess!  sono  anche  (142)  vertici  de' 
quattro  trilateri  sizigetici;  siano  poi  SS^SB  le  intersezioni  dei  lati  rispettivamente  op- 
post!  colla  retta  I.  Per  queste  cubiche  trilatere,  le  tangenti  al  flesso  i  sono  evidente- 
mente  gli  stessi  lati  i(s,sl9$t9  s3);  ond'e  che,  ogni  qualvolta  i  due  punti  wW  coinci- 
dono  in  r,  i  punti  mn  si  confondono  insieme  con  s. 

La  retta  in,  che  tocca  una  cubica  del  fascio  nel  flesso  i,  e  anche  tangente  all'Hes- 


*)  [Altrimenti:]  [Se  r  e  un  vertice  di  un  trilatero  sizigetico,  e  se  i  &  uno  dei  flessi  con- 
tenuti  nel  lato  opposto,  la  polare  armonica  I  e  (139)  il  luogo  del  punto  couiugato  armonico 
di  i  rispetto  alle  intersezioni  degli  altri  due  lati  con  una  trasversale  qualunque  per  i.  Dunque  I 
passa  per  r.  j 

**)  HESSE,  Eigznschaften  der  Wendepuncte  der  Curven  dritter  Ordnung  u.  s.  w.  (Giornale 
di  CEELLB,  t.  38,  BerHno  1849,  p.  257-261). 
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siana  di  questa  nel  punto  n  (141).  Dunque,  se  una  data  cubica  del  fascio  incontra  la 
retta  I  ne'  punti  mm'm",  le  rette  i(m,  m\  w")  sono  tangenti  nel  flesso  i  ad  altrettante 
cubiche  del  fascio,  aventi  per  Hessiana  la  curva  data.  Ossia  una  data  cubica  e,  in  ge~ 
nerale,  Hessiana  di  tre  altre  C'ubiche  siziyetiche  ad  essa  *). 

(a)  Se  la  cubica  data  e  un  trilatero,  un  vertice  del  quale  sia  r  ed  il  lato  opposto 
passi  per  s,  le  tre  tangenti  i(tri,  w"),  iin  riduconsi  alle  due  ir,  is.  La  seconda  di  queste 
rette  puo  risguardarsi  come  tangente  stazionaria  della  cubica  data,  la  quale  e  per  tal 
modo  Hessiana  di  se  stessa.  E  1'altra  retta  ir  sara  tangente  in  i  ad  una  cubica  (del 
fascio)  avente  per  Hessiana  il  dato  trilatero.  Dunque  ciascuna  cubica  trilatera  e  Hes- 
siana di  se  stessa  e  di  un'altra  cubica  (del  fascio).  Cioe  in  un  fascio  di  cubiche  si#i- 
getiche  vi  sono  guattro  curve  le  cui  Hessiane  sono  i  qimttro  trilateri  del  fascio. 

(b)  Cerchiamo  se  nel  dato  fascio  vi  abbia  alcuna  cubica  che  sia  Hessiana  della 
propria  Hessiana.  Una  cubica  C  ha  per  Hessiana  un'altra  cubica,  e  1'Hessiana  di  questa 
e  una  nuova  cubica  C'.  Assunta  invece  ad  arbitrio  nel  fascio  la  curva  C',  questa  e 
Hessiana  di  tre  cubiche,  ciascuna  clelle  quali  e  alia  sua  volta  Hessiana  di  tre  altre 
cubiche  C ;  talche  C'  da  nove  cubiche  C.  Siccome  le  cubiche  C,  C'  sono  individuate  dalle 
rispettive  tangenti  in  i  (46),  od  andie  clai  punti  n,n'  in  cui  queste  segano  la  polare 
armonica  I,  possiamo  dire  che  ad  ogni  punto  n  corrisponcle  un  solo  punto  »',  inentre 
a  ciascun  punto  n1  corrispondono  nove  punti  n]  quindi  la  coincidenza  di  due  punti 
corrispondenti  n,  n  avra  luogo  dieci  volte,  cioe  vi  sono  dieci  cubiche  sodisfacenti  alia 
condizione  proposta.  Di  questo  numero  sono  i  quattro  trilateri  sizigetici;  eppero,  la- 
sciatili  da  parte,  avremo: 

Un  fascio  di  caliche  smyetiche  contiene  sei  cubiche}  ciascuna  ddle  quali  e  Hessiana 
della  propria  Hessiana  **), 

144.  Vogliamo  ora  trovare  la  relazione  segmentaria  esprimente  la  projettivita  che 
ha  luogo  fra  1' involuzione  di  terzo  grado  formata  dai  punti  wwW  e  la  semplice  serie 
generata  dal  punto  n  (148).  Preso  per  origine  de'  segment!  un  punto  r,  cioe  quel 
vertice  di  uno  de1  trilateri  sizigetici  che  cade  nella  retta  I;  e  chiamato  m  uno  qua- 
lunque  de1  punti  wm'm",  la  projettivita  di  che  si  tratta  sara  espressa  da  un'equazione 
della  forma  (24,  a): 


*)  HBSSB,  Ueber  die  Elimination  der  Variabeln  u.  s.  w.  (Giornale  di  CRELLE,  t.  28,  Berlino 
1844,  p.  89). 

**)  SALMON,  Higher  plane  curves,  p.  184.  —  ARONHOLD,  Zur  Theorieder  komogenen  Functio- 
nen  dritten  Grades  von  drei  Variabeln  (Giornale  di  CRBU-B,  t.  39,  Berlino  1850,  p.  153).  — 
|  Le  sei  cubiche  di  cui  sopra  si  parla  si  dividono  in  tre  coppie ;  le  cubiche  di  una  coppia  sono 
Tuna  Hessiana  dell'altra.  i 
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ove  A,  A',B,...  sono  coefficient!  costanti.  II  punto  s  corrispondente  ad  r  (143)  sup- 
pongasi  a  distanza  infinita,  coni'e  lecito  fare  senza  sminuire  la  generalita  deir  indagine ; 
perch£  trattandosi  qui  di  relazioni  fra  rapporti  anarmonici,  possiamo  ai  punti  della  retta  I 
sostituire  le  loro  projezioni  fatte  da  un  centro  arbitrario  sopra  una  retta  parallela  al 
raggio  che  passa  per  s  (8). 

Cio  prernesso,  siccome  i  tre  valori  di  rm  corrispondeuti  ad  r»==yis=oo  devono 
essere  rm=rs,  rw'=0,rm"=0,  cosi  se  ne  trae  A=0,  0=0,  D=0. 

D'altronde  $  e  un  punto  della  retta  polare  di  r  rispetto  a  qualunque  cubica  del 
fascio  (142),  quindi  (11): 

8_  1    .     1         1    _      3Cf, 

rs     rm     rm'     rw!'          D' 

ma  rs  e  infinito,  dunque  C'=0.  Cosi  Tequazione  1)  diviene: 
2)  A'.  m3+  3  (B .  rn  +  B')  rT 


La  condizione  affinche  la  2),  considerando  rm  come  incognita,  abbia  due  radici 
eguali  e: 

3) 


cioe  questa  equazione  del  terzo  grado  rispetto  ad  rn  dara  quei  tre  punti  n  (siS^$3)  a 
ciascuno  dei  quali,  come  ad  s,  corrispondono  due  punti  m  coincident!  (fifVa). 
Se  nella  stessa  equazione  2)  si  fa  rm  =  rn,  ottiensi: 

4)  (A'+3B)  m3  +  3B'  .  m*+  D'=  0  , 

ossia  ciaseuno  de'  punti  n  dati  dalla  4)  coincide  con  uno  de'  corrispondenti  punti  m  . 
Ma  i  punti  n  dotati  di  tale  proprieta  sono  (oltre  ad  s)  gli  stessi  punti  SiS3s3  dati  dalla  3); 
dunque  le  equazioni  3),  4),  dovendo  amrnettere  le  stesse  soluzioni,  avranno  i  coefficient! 
proporzionali. 

L'equazione  4)  non  contiene  Vrn  lineare;  onde  eguagliando  a  zero  il  coefficiente 
di  rn  nella  3),  si  avra  BB'^=0,  ossia  B=0  ;  perche  il  porre  B  =  0  farebbe  scomparire 
il  segmento  rn  dalla  2).  Quindi  le  3),  4)  divengono  : 


donde  eliminando  rn  si  ha: 

5)  (A'—  B)(A'+2B)*=0. 

Posto  A'==B  e  per  brevita  Dr=~4^3B,   ovvero  posto  Ar=  —  2B  e  per  brevita 


INTRODUZIONJB  AD  UNA   TEORIA   GEOMETRICA   DELLE   CURVE   PIANE.  453 

D'—  —  /^B,  le  equazioni  3),  4)  in  entrambi  i  casi  danno: 

6)  ^?_A3=0. 

e  le  radici  di  questa  equazione  saranno  rsl9r§s9rss. 

Fatto  adunque  A3=y»3,  B'—  0  ed  inoltre  A'=B,  ovvero  A'  =  —  2B,  Tequazione  2) 
diviene  nel  primo  caso: 

7)  (rm  —  rn)  (rm  -f-  2  rnf  =  0  , 
e  nel  secondo: 

(rm  —  rn)z  (2m  -|-  ra)  =  0  . 

Cioe  nel  primo  caso  tmo  de'  tre  punti  m  corrispondenti  ad  n=(sl,  52,s3)  coincide 
collo  stesso  n,  mentre  gli  altri  due  si  riuniscono  in  un  sol  punto  (r],r2jr3)  diverso  da 
n.  Nel  secondo  caso  invece,  due  de1  tre  punti  m  corrispondenti  ad  n=($1,$2,s3)  ca- 
drebbero  in  n.  Ma  nella  quistione  die  ci  occupa  si  verifica  il  primo  caso,  non  il  secondo 
(143);  ond'e  che  dobbiamo  assumere  A'=B,  non  gia  A=  —  2B. 

Dunque  la  richiesta  equazione  per  la  projettivita  fra  1'involuzione  formata  dalle  terne 
di  punti  mvdwP  e  la  semplice  punteggiata  formata  dai  punti  n  puo  essere  scritta  cosi: 

8)  ra3-|~3m  .  rm2—  4Ji3=  0  , 

ove  h  espriine  un  coefficiente  costante  *). 

(a)  I  punti  s^Sa  sono  dati  dall'equazione  6),  ed  i  punti  rj.r2r3  dalla  7); 


ossia  dalla: 


dunque  entrambi  i  sistemi  di  quattro  punti  $$i$2$3,  rr^r^  sono  equianarmonici  (27), 
Ne  consegue  che,  se  i  e  un  fiesso  reale  delle  cubiche  sizigetiche,  due  de'  quattro 
vertici  r  giacenti  nella  polare  armonica  I  sono  reali,  gli  altri  due  imaginari  (26),  E 
per  la  reciprocita  gia  avvertita  (141,  d),  due  delle  quattro  rette  R  (lati  de'  trilateri 
sizigetici)  concorrenti  in  i  saranno  reali,  le  altre  due  immaginarie,  Che  almeno  uno 
de'  flessi  di  una  cubica  sia  reale,  risulta  manifesto  dall'essere  dispari  il  numero  totale 
delle  intersection*  della  cubica  coll'Hessiana. 

Sia  dunque  1  uu  flesso  reale;  e  delle  quattro  rette  R  (140,  b),  cio£  123,  148,  157, 
169,  siano  reali  le  prime  due,  imaginarie  coniugate  le  altre.  I  quattro  flessi  57,  69 
saranno  necessariamente  tutti  imaginari,  ed  invero  uno  de'  primi  due  sara  coniugato 


*)  j  I  tre  punti  mw'w"  soiao  i  centri  armonici  (di  3°  grado)  del  punto  n  rispetto  ai  quattro 
punti 
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ad  uno  degli  altri  due.  Siano  coniugati  5  e  9,  6  e  7.  Le  due  rette  reali  59,  67,  e  le 
due  rette  imaginarie  coniugate  56,  79  'si  segano  separatamente  in  due  punti  reali  r,rl7 
situati  nella  polare  armonica  del  fiesso  1  (139,  a). 

Essendo  reali  le  rette  123,  148,  i  flessi  23,  e  cosi  pure  48,  sono  o  entrambi  reali,  o 
imaginari  coniugati.  D'altronde  le  coppie  di  rette  (24,  38),  (28,  34)  devono  dare  gli 
altri  due  vertici  r2,r3,  situati  in  linea  retta  con  r,^.  Ma  r2rs  sono  imaginari,  dunque 
i  punti  2348  non  possono  essere  ne  tutti  reali,  ne  tutti  imaginari;  cioe  2  3  sono  reali, 
e  48  imaginari. 

Da  cio  segue  che  dej  nove  flessi  di  una  cubica  tre  soli  (in  linea  retta)  sono  reali, 
essendo  gli  altri  imaginari  coniugati  a  due  a  due  *).  E  delle  dodici  rette  R,  che  con- 
tengono  le  terne  de1  flessi,  quattro  (123,  148,  259,  367)  sono  reali;  le  altre  no.  Uno 
de1  quattro  trilateri  sizigetici  ha  un  solo  vertice  reale;  un  altro  ne  ha  tre;  i  rimanenti 
nessuno. 

(b)  Come  si  e  supposto  sin  qui,  sia  m  uno  de'  punti  in  cui  una  data  cubica  del 
fascio  sega  la  retta  I,  e  sia  n  V  intersezione  di  questa  medesima  retta  colla  tangente 
al  flesso  L  Supponiamo  poi  che  i  punti  M,N  abbiano  analogo  significato  per  1'Hes- 
siana  della  cubica  suddetta;  avremo  similmente  alia  8): 


Ma  FHessiana  passa,  come  si  e  gia  osservato  (143),  pel  punto  n,  talche  sara: 
9).  r 


donde,  dato  il  punto  w,  si  desume  il  punto  N.  Per  esempio,  se.n  cade  in  r,  si  ha 
rN=oo,  cioe  N  coincide  con  s;  e  se  n  e  uno  de'  punti  ?w*3,  ossia  se  n  e  dato  clal- 
1'equazione 

si  ottiene: 


vale  a  dire,  N  e  uno  de'  punti  s^s^  Di  qui  si  ricava  che  le  cubiche  sizigetiche  le 
cui  tangenti  al  flesso  i  passano  per  uno  de'  punti  rr^r^  hanno  per  Hessiane  i  trila- 
teri  sizigetici;  come  gia  si  e  trovato  altro ve  (143,  a). 

Se  invece  e  dato  il  punto  N,  1'equazione  9)  da  i  tre  punti  n  corrispondenti  alle 
tre  cubiche,  la  comune  Hessiana  delle  quali  e  la  curva  relativa  al  dato  punto  N  (143). 

*)  FLICKER,  System  der  analytischen  Geometrie,  p.  265, 
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(c)  Se  la  cubica  data  e  Hessiana  della  propria  Hessiana  (143,  b),  si  avra  oltre 
Fequazione  9)  anclie  la: 

rN3  +  3m.^N2  —  4A3  =  0. 

Sottraggasi  questa  dalla  9),  e  dalla  risultante,  omesso  il  fattore  rn  —  rN  che  corri- 
sponde  alle  cubiche  trilatere,  si  elimini  rN  mediante  la  medesima  9);  ottiensi  cosi  la: 

10)  rn6  —  20F  .  rn3  —  8fe6  =  0, 

equazione  di  sesto  grado,  che  da  i  sei  punti  n  corrispondenti  alle  sei  cubiche  dotate 
della  proprieta  d'essere  Hessiane  delle  proprie  Hessiane. 

145.  Le  quattro  tangenti  che  in  generale  si  possono  condurre  ad  una  cubica  da 
un  suo  punto,  nel  caso  che  questo  sia  il  flesso  i,  sono  le  rette  «(w,  m,  m'9  m").  Ond'e  che 
il  rapporto  anarmonico  della  cubica  (131,  b)  sara  quello  de'  quattro  punti  nmm'w!', 
ne1  quali  la  polare  armonica  del  flesso  e  incontrata  dalla  tangente  stazionaria  e  dalla 
cubica  medesima. 

Cio  premesso,  possiamo  ricercare  quali  fra  le  cubiche  sizigetiche  del  dato  fascio 
sono  equianarmoniche  e  quali  armoniche  (131,  b). 

Siccome  i  tre  punti  mm'm"  sono  dati  dalla  8),  cosl  i  quattro  punti  nmm'm"  saranno 
rappresentati  dall'equazione: 


11)  rm4  +  2m  .  rm3  —  3w2  .  rm*  —  4/&3  .  rm 

che  si  ottiene  moltiplicando  la  8)  per  rm  —  rn. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinch^  la  11)  esprima  un  sistema  equia- 
nannonico  e  (27); 


che  rappresenta  i  quattro  punti  r^r^.  Dunque  (144,  b)  un  fascio  di  cubiche  sizigetiche 
contiene  quattro  curve  equianarmoniche,  ciascuna  delle  quali  e  anche  dotata  della  proprieta 
d'aver  per  Hessiana  un  trilatero  (swigetico). 

Affinche  la  11)  rappresenti  un  sistema  armonico,  dey'essere  (6): 


Quest'equazione  coincide  colla  10);  dunque  un  fascio  di  cubiche  sizigetiche  contiene  sei 
curve  armoniche,  le  quali  sono  anche  le  cubiche  dotate  della  proprieta  dsessere  Hessiane 
delle  proprie  Hessiane*). 


*)  SALMON,  Higher  plane  curves,  p.  192. 
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ART.  XXIY. 

La  curva  di  terz'ordine  considerata  come  Hessiana 
di  tre  diverse  i*eti  di  eonicke. 

146,  Una  data  cubica  qualsivoglia  C3  puo  risguardarsi  coine  Hessiana  di  tre  altre 
cubiche  ad  essa  sizigetiche  (143).  Ciascuna  di  queste  tre  curve  da  origine  ad  una  rete 
di  coniche  polari,  eppero  la  cubica  data  sara  T  Hessiana  di  tre  distinte  reti  di  coniehe. 
Eispetto  a  ciascuna  di  queste  tre  reti,  la  cubica  data  e  il  luogo  delle  coppie  de'  poli 
coniugati  (132,  b);  dunque  in  tre  guise  diverse  i  punti  di  una  cubica  possono  essere 
coniugati  a  due  a  due,  per  niodo  che  due  punti  coniugati  abbiano  lo  stesso  tangen- 
ziale, ossia  nella  cubica  esistono  tre  sistemi  di  punti  corrispondenti  (133,  a). 

Ed  invero,  se  o  e  un  punto  della  cubica  data  ed  u  e  il  tangenziale  di  esso,  da  u 
partono,  oltre  no,  altre  tre  tangenti  (130,  d);  siano  o'o"ow  i  punti  di  contatto.  Abbiamo 
cosi  le  tre  coppie  di  poli  coniugati  oo',oo\oo'">  in  relazione  alle  tre  diverse  reti  die 
hanno  per  comune  Hessiana  la  cubica  data. 

Applicando  lo  stesso  discorso  a  ciascuno  de'  punti  0 W",  come  al  punto  o,  si  vecle 
tosto  che  per  la  prima  rete  sono  poli  coniugati  oo'  ed  0V";  per  la  seconda  oo"  ed  0'V; 
per  la  terza  oom  ed  oro". 

(a)  Essendo  0o',0V"  due  coppie  di  poli  coniugati  relative  ad  una  stessa  rete,  se  le 
rette  oo",  oW"  si  segano  in  y  e  le  ootf19o'o"  in  #,  anche  ya  sara  una  coppia  di  poli  co- 
niugati relativi  alia  stessa  rete  (134). 

I  punti  o,d\y  sono  in  linea  retta,  eppero  i  loro  tangenziali  (che  sono  anche  i 
tangenziali  ordinatamente  de'  punti  0',  0f",  #)  saranno  allineati  in  una  seconda  retta 
(39,  b).  Ma  i  tangenziali  di  0,0"  coincidono  in  w;  dunque  il  tangenziale  comune  di  y 
e  &  sara  anche  il  tangenziale  di  w.  Donde  si  raccoglie  che: 

Se  00W"  sono  i  punti  ove  una  cubica  e  toccata  dalle  tangenti  condotte  da  un  suo 
punto  w,  i  punti  diagonali  xy0  del  quadrangolo  oo'd'o1"  giacciono  nella  cubica,  e  U  tan- 
genti a  questa  in  uxy&  concorrono  in  uno  stesso  punto  della  curva. 

(b)  Dal  teorema  (134)  risulta  che,  se  aa\lV  sono  due  coppie  di  punti  corrispon- 
denti della  cubica,  affinche  questi  siano  relativi  ad  uno  stesso  sistema  e  necessario 
e  sufficiente  che  il  punto  comune  alle  ab,a{bf  ed  il  punto  comune  alle  ab\dl  giac- 
ciano  nella  curva.  Laonde,  avuto  riguardo  alia  proprieta  (45,  d),  potremo  concludere 
la  seguente: 

Se  un  guadrilat&ro  complete  e  inscritto  in  una  cubica,  i  vertici  opposti  formano  tre 
coppie  di  punti  eorrispondenti  relative  ad  uno  stesso  sistema, ' 
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Qui  si  offre  immediatamente  la  ripartizione  in  tre  diversi  sistemi  de'  quadrilateri 
completi  inscritti  in  una  cubica. 

(c)  Siano  0,0,1,  b<b-2  due  coppie  di  poli  coniugati  relative  a  due  reti  diverse;  a  il  tan- 
genziale  di  a  ed  ax;  [3  il  tangenziale  di  &  e  &2.  Siano  0,63,7  le  terze  intersezioni  della 
cubica  colle  rette  a6,«i&2s  °$;  sara  7  il  tangenziale  si  di  c  die  di  03.  Dunque  c?,c3 
sono  due  poli  coniugati,  relativi  pero  alia  terza  rete  (b),  Cosi  pure,  se  le  rette  ab2 ,  ajb 
segano  la  cubica  nei  punti  Cg,^,  questi  sono  poli  coniugati  rispetto  alia  terza  rete 
medesima*). 

147.  —  Dato  un  punto  o  ed  un  fascio  di  coniche  circoscritte  ad  un  quadrangolo  efgh, 
quale  e  il  luogo  de'  punti  di  contatto  clelle  tangent!  condotte  da  o  a  queste  coniche? 
Siccome  per  o  si  puo  conclurre  una  conica  del  fascio  e  quindi  ad  essa  la  tangente  in  o, 
cosi  il  luogo  richiesto  passa  per  o.  Oltre  ad  o,  ogni  trasversale  tirata  per  questo  punto 
ne  contiene  altri  due  del  luogo,  e  sono  i  punti  doppi  dell'mvoluzione  che  le  coniche 
del  fascio  determinano  sulla  trasversale  (49).  Dunque  il  luogo  richiesto  e  una  cubica, 
la  qualo  passa  anche  per  efgh,  poiche  si  puo  descrivere  una  conica  del  fascio  che  tocchi 
oe  in  c,  ovvero  of  in  f,  eec. 

Ciascuna  conica  del  fascio  sega  la  cubica  in  altri  due  punti  m,  m1  (oltre  efgh),  che 
sono  quelli  ove  la  conica  tocca  le  tangenti  condotte  per  o.  La  retta  mm,  polare  di  o 
rispetto  alia  conica,  passa  per  un  punto  fisso  u  (il  punto  opposto  ai  quattro  efgh)  (65). 
Quando  la  conica  passa  per  o,  i  due  punti  mm1  coincidono  in  0;  laonde  questa  conica 
tocca  la  cubica  in  o,  ed  u  e  il  tangenziale  di  o. 

Fra  le  conicho  del  fascio  vi  sono  tre  sistemi  di  due  rette,  e  sono  le  coppie  di  lati 
opposti  (ef,gh),  (^,A),  (^,/<y)  del  quadrangolo  dato;  per  ciascuno  di  essi  i  punti 
mm1  coincidono  nel  relative  punto  diagonale.  Donde  segue  che  i  punti  diagonali  o'o"o'" 
del  quadrangolo  appartengono  alia  cubica,  e  le  tangenti  in  questi  punti  concorrono  in  ^e. 

Siccome  le  rette  o(e,f,(j,Ji)  sono  tangenti  alia  cubica  in  e,f,g,h,  cosi  la  conica 
determinata  dai  cinque  punti  oefgh  e  la  prima  polare  del  punto  o  rispetto  alia  cubica 
medesima.  Analogamonte  la  conica  uoo'd'c!"  o  la  prima  polare  di  w. 

148.  Sia  o  un  punto  qualunque  di  una  data  cubica  C3,  ed  w  il  tangenziale  di  o. 
Se  K3  e  una  cubica,  la  cui  Hcssiana  sia  C3,  la  conica  polare  di  u  rispetto  a  K3  e  un 
pajo  di  rette,  una  delle  quali  passa  per  o  (133,  b);  dunque  la  retta  polare  di  o  rispetto 
a  K3  passa  per  u.  Ma  u  giace  auche  nella  retta  polare  di  o  relativa  a  C3,   giacche 
quest' ultima  curva  &  toccata  in  o  dalla  retta  ou\  dunque  in  u  concorreranno  le  rette 
polari  di  o,  relative  a  tutte  lo  cubiche  descritte  pei  punti  comuni  a  C3  e  K3  (84,  c), 
ossia: 

*)  HESSE,  Ueber  Curmn  drifter  Ordnung  und  die  Keyelschnitte,  welche  diese  Curven  in  drei 
verschiedenen  Pwwten  berUhren  (Giornale  di  CRELLIS,  t.  36,  Berliuo  1848,  p.  148-152), 
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Se  una  retta  tocca  una  cubica  in  un  punto  o  e  la  sega  in  un  altro  punto  u,  le  rette 
polarl  di  o,  rispetto  alle  culiche  sizigetiche  colla  data,  passano  tutte  per  u  *)**). 

(a)  Siano  ooW  i  punti  di  contatto  delle  tangent!  condotte  alia  cubica  data  dal 
punto  M;  pel  teorema  precedente,  u  giace  nelle  rette  polari  di  ciascuno  dei  quattro 
punti  suddetti,  rispetto  a  tutte  le  cubiche  sizigetiche.  Dunque  le  coniche  polari  di  u 
rispetto  alle  cubiche  medesime  passerauno  per  oo'o"o"'  ***). 

Le  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  odo"o'"  sono  le  coniche  polari  di  u 
rispetto  a  quelle  tre  curve  sizigetiche  la  cui  Hessiana  e  C3,  eppero  saranno  tangenti 
alle  tre  corrispondenti  Cayleyane. 

(b)  Si  noti  inoltre  che  o!o"o'"  sono  i  punti  diagonali  del  quadrangolo  formato  dai 
quattro  punti  di  contatto  delle  tangenti  condotte  alia  cubica  data  dal  punto  o  (146,  a); 
dunque  o1  e  il  polo  della  retta  0V  rispetto  alle  coniche  polari  di  o  relative  a  tutte 
le  cubiche  sizigetiche  (108,  b);  ecc. 

149.  Siano  apf  i  tre  punti  in  cui  una  retta  sega  una  data  cubica,  ed  a0ala^ia^, 
MiMs,  CQC&CS  i  punti  di  contatto  delle  tangenti  che  da  quelli  si  possono  condurre 
alia  curva.  Siccome  i  tangenziali  di  tre  punti  in  linea  retta  sono  pur  essi  in  linea  retta, 
cosi  la  retta  che  unisce  uno  de1  punti  a  con  uno  de'  punti  6  passera  necessariamente 
per  uno  de'  punti  c;  eppero  i  dodici  punti  abc  giacciono  a  tre  a  tre  in  sedici  rette  t). 

Siano  a^QcQ  tre  punti  scelti  fra  quei  dodici  in  modo  che  siano  allineati  sopra  una 
retta;  e  siano  a^c^  a2b2c2,  a^c3  i  punti  corrispondenti  a  quelli  rispettivamente  nelle 
tre  reti  di  coniche,  alle  quali  da  nascimento  la  data  cubica  considerata  come  Hessiana 
(146).  Pel  teorema  (134)  sono  in  linea  retta  le  terne  di  punti: 


oltre  ad 


*)  SALMON,  On  curves  of  the  third  order ,  p,  535. 

**)  |  Dal  teorema  (132,  e)  segue  che,  condotte  per  u  le  altre  tre  tangenti  a  C3,  queste  sono 
le  rette  polari  di  o  rispetto  alle  tre  CTibiche  di  cui  C3  e  la  Hessiana.  Cio^  le  quattro  tangenti 
che  da  un  punto  u  di  una  cubica  C3  si  posson  condurre  a  questa  sono  le  rette  polari  di  uno 
dei  punti  di  contatto,  rispetto  a  C3  ed  alle  tre  cubiche  di  cui  C3  e  Hessiana.  II  rapporto  anar- 
monico  delle  quattro  tangenti  e  quindi  uguale  a  quello  delle  quattro  cubiche :  donde  si  cava 
una  nuova  dimostrazione  della  costanza  del  rapporto  anarmonieo  delle  quattro  tang-en ti,  al 
variare  di  u  (1S1). 

Se  o  e  un  flesso  di  C3 ,  segue  dal  teorema  precedente  che  le  tre  rette  che  da  o  si  possono 
condurre  a  toccare  C3  altrore  sono  le  tangenti  (stazionarie)  in  o  alle  tre  cubiche  di  cui  C3  e 
FHessiana:  il  che  s'accorda  col  teorema  141.  i 
***)  CATLBY,  A  Memoir  on  curves  etc.  p.  443. 

t)  FLICKER,  System  der  analytischen  Geometrie,  p,  272. 
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E  pel  teorema  (146,  c)  sono  in  linea  retta  anche  le  terne: 


Queste  sedici  rette  si  possono  aggruppare  in  otto  sistemi  di  quattro  rette  ciascuno, 
le  quali  contengano  tutt1  i  dodici  punti  di  contatto  *). 

(a)  I  punti  e&i&iCi,  che  corrispondono  ad  aQb0c()  rispetto  ad  una  medesima  rete,  sono 
i  vertici  di  un  triangolo  i  cui  lati  passano  ordinatamente  per  a0,60»^oj  (134),  e  sono. 
anche  i  punti  di  contatto  della  cubica  colla  poloconica  della  retta  ajb&,  relativa  a 
quella  rete  (137).  Dunque  (39)  le  rette  che  uniscono  i  punti  a^b^  ai  vertici  del  triangolo 
formato  dalle  tre  tangenti  y.a{  ,  p?^  ,  7^  concorreranno  in  uno  stesso  punto     [»*]**). 

E  superfluo  accennare  che  la  stessa  proprieta  compete  ai  punti  a3&2c3,  a3&3£3  che 
sono  i  corrispondenti  di  a<A<?o  rispetto  alle  altre  due  reti. 

(b)  Le  rette  aj)(],  aj)i  s'incontrano  sulla  data  curva  in  cc,  onde  questa  passa  si  pei 
punti  comuni  ai  due  sistemi  di  tre  rette  (a^0,  P^Y^o)*  (aP?  #o&o9  &<>&<))»  si  pei  punti  co- 
muni  agli  altri   clue  analoghi   sistemi  (a^,  $bL,  ycd)  ,  (ap,  a^,  &A).  Saravvi  adunque 
(50,  b)  un  luogo  di  terz'ordine  soddisfacente  alia  duplice  condizione  di  passare  pei  punti 
comuni  ai  due  sistemi  (aa0,  p&0>  YCO)»  (aal?  p&i,  TO),  e  di  contenere  le  intersezioni  dei 
due  sistemi  (ap  ,  ajb(}  ,  a060)>  (aP  »  «i&i  »  ^i&i)-  Queste  due  condizioni  sono  appunto  sodisfatte 
dal  sistema  di  tre  rette  (a[5,  [01][10],  7^),  ove  [01]  indica  il  punto  comune  alle  rette 
aa0,P&i»  ed  [10]  il  punto  ove  si  segano  le  aa^pV  D'altronde,  qualunque  luogo  di 
terz'ordine  appartenente  al  fascio  determinato  dai  due  sistemi  (ap,#0&0,  a0&()),  (ap,aA  ,  a^) 
non  puo  essere  altrimonti  composto  che  della  retta  otp  e  di  un  pajo  di  rette  coniugate 
nelF  involuzione  quadratica  i  cui  raggi  doppi  sono  #0&o>  aJh  ***)•  Dunque  la  retta  [01][10] 
passa  pel  punto  c()  t)  ed  e  coniugata  armonica  di  YCO  rispetto  alle  a()&0,  «i&i  (25,  a). 

(c)  Per  la  stessa  ragione,  so  «a0  incontra  p&2,p63  in  [02],  [03],  e  se  p60  incontra 
aa2,aaa  in  [20],  [30],  le  rette  [02][20],  [03][30]  passano  per  c0.  Laonde,  rappresen- 
tato  con  [00]  il  punto  comune  alle  aa0  ,  p60>  i  due  sistemi  di  quattro  punti  [00,  01,  02,  03], 
[00,  10,  20,  80]  avranno  eguali  rapporti  anannonici,  imperocchfe  essi  risultano  dal  se- 
gare  colle  due  trasversali  ac&0,  P^o  uno  stesso  fascio  di  quattro  rette  concorrenti  in  GQ. 

*)  HBSSB,  Ueber  Curven  dritter  Ordnung  u,  s,  w.  p.  153.    [93] 
**)  PLtJcKBR,  System  der  analytischen  Geometric,  p.  46, 

***)  Se  le  coniche  d'un  fascio  hanno  un  punto  doppio  comune  c0,  cio^  se  ciascuna  di  esse 
consta  di  due  rette  incrociate  in  c0,  tutte  le  analoghe  coppie  di  rette  formano  evidentemente 
un'  involuzione,  i  cui  raggi  doppi  rappresentano  le  due  linee  del  fascio  per  le  quali  c0  6  una 
cuspide  (48), 

t)  |Poich&  la  retta  [OlflO]  passa  per  c0,  ne  segue  che  1'esagono  aajbtfib^  &  inscritfco  in 
conica  (S.  BOBBETS,  Ed.  Times,  ottobre  1868)  »| 
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Ne  segue  che  i  rapporti  anarmonici  de'  due  fasci  a(a0,  %,  a2J  a3),  (3(50,  &i>  #2,  &3)  sono 
eguali,  ossia  che  i  sei  punti  [00],  [11],  [22],  [33],  a  ,(5  giacciono  in  una  stessa  conica, 
come  si  e  gia  dimostrato  altrove  (131,  a). 

Analogainente,  concorrendo  in  d  le  quattro  rette  flo&ii  aA>«A>  «Ai  i  due  fasci 
a(a0,  ai,  a2,  a3),  p(6i,  J0»  &3»68)  avranno  eguali  rapporti  anarmonici;  ecc. 

(d)  Come  nel  punto  CQ  concorrono  le  rette  [01][10],  [02J[20],... 
cosi  „  Cl  „  [00][11],[22][33],... 

*  „  [00][22],[33][ll]f... 

c3  „  rOO][33],[ll][22]  ,...*). 

Dunque  i  punti  [00],  [11],  [22],  [33],  ove  si  segano  i  raggi  omologhi  de'  due  fasci 
projettivi  «(a0,  als  as,  a3),  J3(60,  &l}  62,  63)  formano  un  quadrangolo  complete,  i  cui  punti 
diagonal!  ou  c*,  c$  appartengono  alia  cubica  e  sono  i  punti  di  contatto  di  tre  tangenti 
concorrenti  in  7,  terza  intersezione  della  curva  colla  retta  a|3. 

Quando  i  punti  a[3  coincidano,  ritroviaino  un  teorema  gia  dimostrato  (146,  a). 

(e)  I  punti  a,  j3  sono  i  centri  di  due  fasci  projettivi,  ne'  quali  alle  rette  «(a0,  «i, «», 03) 
corrispondono  ^(b^bi,bZ9l^.  Condotta  per  a  una  retta  qualunque  che  seghi  J3&0  nel 
punto  [#0j;  unito  [xO]  con  £0  mediante  una  retta  che  seghi  aa0  in  [Oa?];  sara  p[0#]  la 
retta  corrispondente  ad  a[xQ]  **).  In  questo  modo  sik  trova  che  alia  retta  a(3  corrisponde 
pc0  od  ac0,  secondo  che  aj3  si  consideri  appartenente  al  fascio  a  o  j3.  Dunque  (59)  a<?0,  (3c0 
sono  le  tangenti  in  a,  [3  alia  conica  generata  dai  due  fasci  projettivi;  ossia  (107)  c0  e 
il  polo  della  retta  ap  rispetto  alia  conica  op[00][ll][22][33]. 

•  Analogamente,  i  punti  £i,c2,<?3  sono  i  poli  della  retta  ap  rispetto  alle  altre  tre 
coniche  passanti  per  a(3  e  per  le  intersezioni  delle  tangenti  che  concorrono  in  a  ed 
in  p  (131,  a).  Ossia: 

Le  tangenti  che  si  possono  condurre  ad  una  cubica  da  due  suoi punti  a, (3  si  seyano 
in  sedici  punti  [xy]  sUuati  a  quattro  a  quattro  in  quattro  coniche  passanti  per  a  e  p. 

I  poll  della  retta  ap  rispetto  tt  quests  coniche  giacciono  netta  cubica,  la  quale  e  ivi 
toccata  da  quattro  rette  concorrenti  in  7,  ter#a  intersezione  della  curva  colla  retta  ap. 

I  poli  di  ap  rispetto  a  tre  qualunque  fra  quelle  coniche  sono  i  punti  diagonali  del 
quadrangolo  complete  avente  per  vertici  i  quattro  punti  \%y]  situati  nella  quarta  conica  ***). 

(f)  La  conica  polare  di  ca,  oltre  al  toccare  la  cubica  in  c0j  la  seghi  ne'  punti  pqrs. 
Ogni  conica  passante  per  pqrs  incontra  la  cubica  in  due  altri  punti  che  sono  in  linea 


*)  In  eiascuno  de'  punti  c  concorrouo  sei  rette  analoghe  a  [01]  [10].    [95] 
**)  j  Pereh.6  c0  e  il  punto  in  cui  concorrono  le  rette  che  uniscono  1©  intersezioni  delle  coppie 
alterne  di  raggi,  come  («od>  p^),  (cca^  g&0);  (aa0,  ^ ,  (aaa,  p60);  ecc.    [w]  j 

***)  SALMON,  Tfa&r&mes  sur  les  courbes  de  troi$teme  degrt,  p.  276.  —  Higher  plane  curves, 
p.  134T 
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retta  col  punto  Y»  tangenziale  di  CQ  (147);  dunque  la  conica  descritta  per  pqrs  ed  a 
passera  anche  per  p. 

Si  noti  poi  che  il  quadrangolo  complete  pqrs  ha  i  suoi  punti  diagonal!  in  0iC8c8, 
cioe  ne'  punti  die  hanno  il  tangenziale  comune  con  <?0(146,  a).  Ne  segue  che  il  trian- 
golo  CjCyfis  e  coniugato  rispetto  ad  ogni  conica  circoscritta  al  quadrangolo  pqrs. 

Ma  siccome  c^c^  sono  anche  i  punti  diagonali  del  quadrangolo  [00][11][22][33], 
cosi  il  triangolo  dc^-3  e  pur  coniugato  rispetto  alia  conica  nella  quale  giacciono  i  sei 
punti  «pfOO][ll][22][33].  Dunque  (108, e)  questa  conica  passa  anche  per  pqrs*). 

150.  Se  nel  rnetodo  generate  (67,  c)  per  costruire  il  punto  opposto  a  quattro  punti 
di  una  cubica  C3  si  suppone  che  questi,  coincidendo  per  coppie,  si  riducano  a  due  soli 
a, b,  il  punto  opposto  Y  sara  in  linea  retta  coi  tangenziali  a, (3  di  a,6,  cioe  sara  il  tan- 
genziale della  terza  intersezione  c  della  cubica  colla  retta  ah.  Ogni  retta  condotta  per  Y 
sega  la  cubica  in  altri  due  punti  mn,  pei  quali  passa  una  conica  tangente  in  a  e  b 
alia  cubica  medesima;  onde,  sei  punti  mn  coincidono,  la  conica  e  la  cubica  avranno 
fra  loro  tre  contatti  bipunti.  Pel  punto  Y  passano  quattro  rette  tangenti  a  C3;  uno 
de'  punti  cli  contatto,  c,  e  in  linea  retta  con  a&;  gli  altri  tre  siano  CiC$(k*  e  conside- 
riamo  la  conica  tangente  in  abc{.  I  punti  cc\  sono  poli  coniugati  rispetto  ad  una  delle 
tre  reti  di  coniche,  FHessiana  delle  quali  e  la  cubica  data  (146);  e  se  61  £  il  polo 
coniugato  a  b  nella  stessa  rete,  la  retta  blc[  passera  per  a,  e  le  bci ,  6^  si  taglieranno 
in  «i,  polo  coniugato  ad  a  rispetto  alia  medesima  rete  (134).  Vale  a  dire,  se  la  cubica 
&  toccata  in  abc\  da  una  curva  di  second'ordine,  i  poli  aj^c  coniugati  ad  abci  rispetto 
ad  una  delle  tre  reti  sono  in  linea  retta;  donde  segue  che,  rispetto  alia  rete  mede- 
sima, quella  curva  di  second'ordine  e  la  poloconica  della  retta  aJbiC  (137).  Analoga- 
mente,  se  %&2,a3&;{  sono  i  punti  corrispondenti  ad  ab  nelle  altre  due  reti,  le  coniche 
tangenti  in  abc%,  ab<h  sono  le  poloconiche  delle  rette  aj>$,  ajb$  rispetto  a  queste  reti. 

Cosi  U  coniche  tangenti  ad  una  cubica  in  tre  punti  si  distribuiscono  in  tre  sistemi, 
relativi  alle  tre  reti  aventi  per  comune  Hessiana  la  cubica  data.  I  sei  punti  di  contatto 
di  due  coniche  d'uno  stesso  sistema  giacciono  in  una  conica  segante ;  e  viceversa,  se 
pei  tre  punti  di  contatto  d'una  conica  d'un  certo  sistema  si  descriva  ad  arbitrio  una 
linea  di  second'ordine,  questa  sega  la  cubica  in  tre  nuovi  punti,  ne'  quali  questa  curva 
e  toccata  da  un'altra  conica  dello  stesso  sistema  (137,  a). 

Se  una  poloconica  dee  passare  perdue  punti  dati  0,0',  la  retta  a  cui  essa  corri- 
sponde  sar&  tangente  alia  conica  polare  di  o  ed  a  quella  di  cl  (136,  a)  Ma  due  coniche 


*)  SAMUEL  ROBERTS,  On  the  intersections  of  tangents  drawn  through  two  points  on  a  curve 
of  the  third  degree  (Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics,  vol.  3,  London  1860, 

P. 


462  INTRODUZIONE  AD   tJNA   TEOEIA  GEOMETRICA  DELLE   CURVE  PIANE. 


hanno  quattro  tangent!  coinuni;  dunque  per  due  punti  dati  ad  arbitrio  passano  dodici 
coniche  (quattro  per  ciascun  sistema)  aventi  tre  contatti  bipunti  colla  data  curva  di 
terz'ordine.  [98] 

La  poloconica  di  una  tangente  stazionaria,  per  ciascuna  delle  tre  reti,  ha  un  contatto 
sipunto  coll'Hessiana  (137);  m  sono  adunque  ventisette  coniche  (nove  in  ciascun  sistema) 
aventi  un  contatto  sipunto  colla  cubica  data*}.  I  punti  di  contatto  sono  quelli  die  nei  tre 
sistemi  corrispondono  ai  nove  fiessi,  yale  a  dire,  sono  i  punti  in  cui  la  cubica  e  toccata 
dalle  tangenti  condotte  per  uno  de'  flessi  (39,  d).  Uno  qualunque  di  questi  punti  chiamisi 
p,q  od  r,  secondo  che  appartenga  all'uno  o  all'altro  dei  tre  sistemi. 

Tre  flessi  in  linea  retta  ed  i  nove  punti  pqr  che  ad  essi  corrispondono,  nei  tre 
sistemi,  foraano  un  complesso  di  dodici  punti  ai  quali  si  possono  applicare  le  pro- 
prieta  (149).  Dunque: 

Ogni  retta  che  unisca  due  punti  p  (dello  stesso  sistema)  passa  per  un  flesso; 

Ogni  retta  che  unisca  due  punti  pq  (di  due  diversi  sistemi)  sega  la  cubica  in  un 
punto  r  (del  terzo  sistema), 

Ed  iaoltre  (137,  a): 

I  sei  punti  p  che  (in  uno  stesso  sistema)  corrispondono  a  sei  flessi  allineati  sopra 
due  rette,  giacciono  in  una  conica**). 


*)  STEINER,  Gfeometrische  Lehrsatze  (Giornale  di  CRBLLE,  t,  32,  Berlino  1846,  p.  132). 

**;  HESSE,  Ueber  Curven  dritter  Ordnung  u.  s.  w,  p.  165-175. 

Oltre  alle  Memorie  citate  in  questo  e  nei  precedente  articolo  veggansi  le  seguenti: 

MOBIUS,  Ueber  die  G-rundformen  der  Linien  der  dritten  Ordnung  (Abhaudlungen  der  K. 
Sachsischen  Gesellschaft  der  Wissensehaften,  1.  Bd,  Leipzig  1849,  p.  40). 

BJGJLLA.VITIS,  Sulla  classificazione  delk  curve  del  ters'ordine  (Memorie  della  Society  Italiana 
delle  science,  t.  25,  parte  2,  Modena  1851,  p.  33).  —  Sposizione  dei  nuovi  metodi  di  (/eometria 
analitica  (Memorie  dell'Istituto  Veneto,  vol.  8,  Venezia  1860,  p. 
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ART.  X.  Generazione  delle  linee  plane  ,....,,...  Pag*.  363 
Rapporto  anarmonico  di  quattro  curve  in  un  fascio  (46).  Casi  particolari  relativi  ai  punti- 
base  d'un  fascio  (47,48).  Involuzione  deterniinata  da  mi  fascio  di  curve  sopra  una 
retta  arbitraria  (49).  Luogo  de'  punti  comuui  alle  curve  corrispondenti  in  due  fasci 
projettivi  (50—52).  Problema  snlla  generazione  di  una  ourva  (53).  Teorenri  di  CHASLKS 
(54,55).  Teorema  di  JONQUI^RKS  (56,57).  Different!  soluzioni  del  problema  (58). 

ART.  XL  Costruzione  delle  curve  di  second*  ordine »      372 

Generazione  di  una  conica  inediante  due  stelle  projettive  (59),  e  mediante  due  punteggiate 
projettive  (60).  Identita  delle  curve  di  secorid'ordine  eon  quelle  di  seconda  classe  (6J). 
Probleini  (62—64). 

ART,  XII,  Costruzione  della  curva  di  terz'ordine  determinata  da  nove  punti   .        .    »       370 
Generazione  diuna  cubica  inediante  due  fasci  projettivi,  1'uno  di  rette,  1'altro  di  coniche 
(G5).  Metodo  di  CHASLES  per  descrivere  la  cubica  determinata  da  nove  punti  dati  (6fi). 
Diversi  teoremi  sulle  curve  di  terz'ordine  ((>7). 

Sezione  H.  TEORIA  DELLE  CURVE  POLARI »      376 

ART,  XIIL  Definizione  e  proprieta  fondamentali  dolle  curve  polari  .  .  .  .  »  ivi 
Polari  di  on  pimto  rispetto  alia  curva  fondameutale  (68,69).  Rette  tangeuti  condottedal 
polo  alia  cui'va  fondamentale  (70).  Polari  di  un  punto  della  curva  fondameutale  (71,  72). 
Influenza  del  punti  multipli  della  curva  fondamentale  sulle  polari  di  un  polo  qualuuque 
(T3,  74).  Teorema  di  MACLAtTRiN  (75).  Teorema  di  CATLET  (76).  Le  prime  polari  de'  punti 
di  tuia  retta  forinano  un  fascio  (77).  Punti  doppi  delle  polari  (78,  79).  Proprieta-  ca- 
ratteristica  dei  fiessi  (80),  luviluppo  delle  rette  polari  de'  punti  di  una  data  linea  (81). 
Inviluppi  polari  (82). 

ART.  XIV.  Teoremi  relativi  ai  sistemi  di  curve »      388 

Luogo  dej  punti  comuui  a  due  citrve  corrispondenti  iu  due  serie  projettive  (83).  Polari  di 
un  punto  rispetto  alle  curve  d'una  serie  (84).  Curve  d'una  serie  toccate  da  una  retta 
data  (85).  Luogo  dei  poli  di  una  retta  rispetto  alle  curve  d'una  serie  (SB).  Curve  d'una, 
serie  toccate  da  una  curva  data  (87).  Punti  doppi  delJe  curve  d'un  fascio  (88,  89).  Curva. 
Steineriana  (88,  dj.  Luogo  de'  punti  di  contatto  ±Va  le  curve  di  due  fasci  (90).  Curva 
Hessiana  (90,  a).  Punti  di  coatatto  fra  le  curve  di  tre  fasci  (91).  Inviluppo  delle  tan- 
gent! comuni  ne'  punti  di  contatto  fra  le  curve  di  due  fasci  (93,  a). 

ART.  XV.  Reti  geometricTie »       396 

Definizioni  (92).  Curva  Jacobiana  di  tre  curve  date  (93,  94).  Hessiana  di  una  rete  (95).  Rete 
di  curve  passanti  per  uno  stesso  punto  (96),  Rete  di  curve  toceuutisi  iu  uno  stesso 
punto  (97).  Curva  Steineriana  di  una  rete  (98,  a). 

ART.  XVI.  FormoU  di  FLICKER  .  ,      AC\A 

•  •  .  .  .  •»  rtUT: 

Formola  che  d^  la  cLisse  di  una  curva  (99).  Pormole  pei  flessi  e  per  le  tangenti  doppie      ' 
(100).  Altra  relazione  fra  Sordine,  la  classe  e  le  siugolaritft  di  una  cnrva  (101).  Carat- 
tcristicne  di  una  curva  di  data  ordine  priva  di  punti  multipli  (102). 

ART.  XVII.  Curve  generate  dalle  polari,  quando  il  polo  si  muova  con  legge  data  .  »  406 
Ordine  e  singolarita  della  linea  inviluppata  dalle  rette  polari  dei  punti  di  una  ourva  data 
(103).  Propriety  di  una  refce  (103,  b).  Inviluppo  delle  polari  (di  un  dato  ordine)  dei  punti 
di  una,  curva  data  (104).  Prima  polare  di  una  curva  di  cltvsse  data  (104,  d),  Modo  di 
determinate  1'ordine  di  certi  inviluppi  (104,  f ).  Doppia  dennizione  delle  polari  di  un 
punto  (103,  f;  104,  g).  Teoremi  sulle  polari  delle  curve  (104,  h,k).  Luogo  dei  poli  con* 
giunti  ad  un  polo  variabile  (105).  Luogo  delle  intersezioui  delle  polari  prima  e  aeconda 
di  un  polo  variabile  (106). 


ART.  XVIII,  Applications  alle  curve  di  second7 ordine 


412 
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Poll  e  polari  nelle  coniclie  (107).  Poll  coniugati,  polari  eoniugate;  triangoli  coniugati  (108). 
Teorema  <li  HESSE  (109).  Curve  polari  reciproche  (110).  Hessiana  di  una  rete  di  ooniclie 
coniugO'te  ad  uuo  stesso  triaugolo  (110,  b).  Ooniclie  polari  reciproche  (111).  Oonioa  le  cui 
tangeuti  tagliano  aruionicnmento  due  coniche  date;  ece.  (Ill,  e).  Triangoli  coniugati  ad 
una  couica.  ed  insoritti  t>  oirooHcritti  ad  un'uiltra  (111,  d,  f  ). 

ART.  XIX.  Curve,  descritte  da  un  punto,   le  indicatrici  del  quaU  variino  con  legge 

data          ..............  Pag,  419 

Per  un  dato  punto  condurre  una  refcta  cho  ivi  tocchi  la  polare  d'a/lcun  suo  punto  (112). 
Luogo  di  un  punto  nua  iudioatriee  del  quale  passi  per  mi  punto  da.to  (113).  Inviluppo 
delle  indioatrici  dei  punti  di  una  data  curva  (114).  Lnogo  di  im  punto  uu'  indicatrice 
del  quale  toochi  una  curva  data  (115).  Luogo  di  \u\  punto  variabile  che  uiiito  a  due 
punti  fiHRi  <lia  due  rette  coniugate  rispotto  alia  conica  polare  del  primo  punto  (116). 
ziotia  ddll'antocedontei  problomu  (117), 


ART.  XX.  Alcuna  propriety  delta  curva  Hessiana  e  della  Steineriana  .  .  .  »  425 
LO  rotto  polari  doi  punl-i  dcill'IIoHHinna  inviluppano  la  Stoiueriana  (118).  Caratteristiclie 
della  Stwucriana  (US,  1>—  d).  Le.  prime  polnri  doi  punti  di  uiw  tangente  doppia  dolla 
Steinerianu.  Hi  totM'-ano  Ira  loro  in  duo  punti  (119,  a).  Le  prim©  polari  dei  punti  di  nun. 
tangontu  Htaziomwia  <lolla  Stoinoriana  si  oscnlauo  IVni  loro  in  uno  ntewao  punto  (119,  b). 
Un  puuto  doppio  delbi,  SteitUM'iaua  ft  polo  di  uiia  priina  polare  dotatti  di  due  puiiti 
doppi  (1!2(>).  La  prinia  polaro  di  una  cuspide  dc-illa  Steincriima  b  dotata  di  un  pnnto 
ii'io  (121),  L'ultirna  polsm*  di  niui  curva  data  tocca  la  Steinerinna  nei  punti  cor- 
cuii  alle  intei'HCKioni  della  curva  data  coll'  1-1  ewHijuuii  (122). 


AKT,  XXI.  Proprieta  delle  second?,  polari  ...,...,.»  429 
Secoude  polari  pure  e  ininto  di  punti  (UiJi).  Inviluppo  delle.  curve  d'una  wcrie  d'indioe  2 
(1^4),  Seeonde  polju-i  pure  e  ininto  di  rette  (125).  Le  weeonde  polari  pure  e  rmsta  delle 
rette  ptiHHtniti  per  uu  puuto  dato  formauo  una  rete  (12<>).  La  noconda  polare  pura  di 
una  retta  tocca  I'lIoHHutitifiioviinqno  I'incontra  (127).  Kette  le  cmi  woconde  polari  haimo 
un  pun1-o  doppio  (12H).  Luogo  di  un  punto  la  cornea  polaro  del  quale  sia  inscritta  in 
uu  triangolo  coniugato  ad  uua  coniciii  data  (129). 

Sezione  III.  CURVE  DBL  TBK^'ORDINM        ......        .        .        .    »      436 

ART.  XXII.  L'  Hessiana  e  la  Cayleyana  di  una  curva  del  terz'ordine  .  .  .  »  ivi 
Ketta  pohire  e  conic/a  polare  di  un  punto;  una  retta  ha  qnattro  poli;  da  un  punto  qua- 
luiuiuc  arrivano  «ci  tuugouti  ad  una  cubica  (l.HO),  11  rapporto  anarmonico  delle  quattro 
tangenti  oondotte  ad  una  oubica  da  un  suo  punto  qualunque  e  eostante  (181).  Cubica 
arnxoniea;  cubica  equianannonica  (131,  b).  La  Steiueriana  «  V  Hessian  a  sono  una  eurva 
unica  (132).  Lnogo  delle  coppie  di  poli  coniugati  rinpotto  alle  coniclie  di  una  rete  (1552,  b). 
L'Hessiana  o  1'  in  viluppo  delle  rette  polari  de'  suoi  punti  (132,  c)»  Punti  comspondenti 
dell'HeBsiana;  in  viluppo  della  retta  cbe  li  unifice  (188).  Quadrilatero  i  cui  vertici  sono 
punti  oorriBponclenti  doll'Hett«iana  (134).  La  Oayleyana  e  il  luogo  dej  poli  congiunti 
ai  punti  delPHoswiana  (185).  Una  tangente  della  Cayleyana  e  diviea  armonicamente 
dal  punto  di  contatto  e  dall'lleasiana  (135,  c).  Polocoiiicbe  pure  e  niiste  (186).  Altre 
deilnizioni  dell'Tlessiana  e  della  Cayleyana  (18B,  b).  Ogni  poloconica  pura  tocca  I1  Hes- 
siana in  tro  punti  (187).  Oonica  polare  di  un  punto  delFHaaaiana  rispetto  all'Hessiana 
medesima  (187,  b).  Conica  Hatellit©  (188).  L'Hossiana  e  il  luogo  de'  pnnti  satelliti  delle 
rette  cbe  toccano  la  Cayleyana  (188,  a). 

ART.  XXIII.  Fascio  di  curve  del  terz'ordine  aventi  i  medesimi  flessi        .        .        .    »      445 

Polari  arcaoniohe  de'  ilessi  di  una  cubica  (189).  1  flessi  sono  a  tre  a  tre  in  linea  retta 
(189,  b).  Cubiche  sizigetiohe  (140).  Pei  flesei  di  una  cubica  passano  quattro  sistemi  di 
tre  rette  (140,  b).  Punti  ove  1'  Hessiana  &  toccata  dalle  tangenti  stazionarie  della  cubica 

Cremona,  tomo  I,  30 
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fondamentale  (141).  Punti  di  contatto  fra  1'Hessiana  e  la  Cayleyana  (141,  b).  La  Cayleyana 
e  FHessiana  hanno  proprieta  reeiproche  (141,  d).  Propriety  dei  trilateri  sizigetici  (142), 
Una  cubiea  e  Hessiana  di  tre  cubiche  ad  essa  sizigetiche  (143).  Relazione  segmentaria 
(144).  Una  eubica  ha  soltanto  tre  flessi  reali  (144,  a).  L'Hessiana  di  una  cubica  equianar- 
monica  fe  un  trilatero;  ed  tma  cubica  armonica  &  I'Hessiana  della  propria  Hessiana  (145). 

ART.  XXrV>  La  curva  del  terz'ordine  considerata  come  Hessiana  di  tre  diverse  reti 

di  coniche Pag-.  456 

Una  cubiea  lia  tre  sistemi  di  punti  corrispondenti  (146).  Quadrilateri  completi  mscritti  in 
nna  eubica  (146,  b).  Proprieta  di  quattro  punti  di  ana  cubica,  aventi  lo  stesso  tangen- 
ziale  (147).  Polari  di  un  punto  rispetto  a  pift  cubiche  sizigetiche  (148).  Propriety  de'  punti 
di  contatto  delle  tangenti  condotte  ad  una  cubica  da  tre  suoi  punti  in  linea  retta  (149). 
Tre  sistemi  di  coniche  tangenti  in  tre  punti  ad  una  cubica ;  coniche  aventi  con  essa 
un  contatto  sipunto  (150). 


30. 

COURSES  GAUCHES  DECRITES  SUR  LA  SURFACE 
D'UN  HYPERBOLOIDE  A  UNE  NAPPE  »). 


Annali  di  Matematica  pitra  ed  applicata,  serie  I,  tomo  IV  (1861),  pp.  22-25. 


I.  Courbes  gauches  d'ordre  impair  d^crites  sur  la  surface 
(Fun  hyperboloide  &  une  nappe. 

1.  Etant  donn6s  trois  faisceaux  homographiques,  c'est-a-dire  deux  faisceaux  de 
plans  passant  par  deux  droites  A,  B,  respectivement,  et  un  faisceau  de  surfaces  de 
Tordre  m,  les  points  ou  la  droite  intersection  de  deux  plans  homologues  rencontre 
la  surface  correspondante  de  1'ordre  m,  engendrent  une  courbe  gauche  C  de  1'ordre 
2w-f-l.  Elle  est  entierement  situ6e  sur  la  surface  de  r  hyperboloide  I  engendr6  par 
les  deux  faisceaux  de  plans  (Th^oreme  de  M.  CHASLKS,  Compterendu  du  3  juin  1861). 

2.  Toute  generatrice  de  Vhyperloloide  I,  du  sijsteme  auquel  appartiennent  les  axes 
A,B,  rencontre  la  courbe  G  en  m+1  points;  et  toute  generatrice  du  second  systeme  ren- 
contre C  en  m  points. 

3.  II  y  a  2m2  generatrices  du  premier  systeme  et  2(m2 — l)  generatrices  du  second  qui 
sont  tangentes  a  la  courbe  C. 

4.  La  surface  regUe  dont  les  generatrices  s'appuient  chacune  en  deux  points  sur  la 
courbe  G  et  en  un  point  sur  une  droite  L  est  de  Vordre  w(3m+l);  C  est  une  ligne  mul- 
tiple suivant  2m,  et  L  est  multiple  suivant  m2. 

Si  L  a  un  point  commun  avec  C,  la  surface  de  Vordre  m(3w+l)  se  decompose  en  un 
cone  de  Vordre  I2m  et  en  une  surface  reglee  de  Vordre  m(3m — 1);  pour  celle-ci  L  est 
multiple  suivant  m2,  et  G  suivant  %m — 1 . 

Si  L  a  deux  points  communs  avec  C,  on  a  deu$  cones  de  Vordre  2m  et  une  surface  gaucJie 
de  Vordre  8m(m — 1),  pour  laguelle  L  est  multiple  suivant  m2 — 1 ,  et  C  suivant  2(m — 1). 


*)  Extrait  des  Oomptes  rendus  des  stances  de  TAcad6mie  des  sciences-,  stance  du  24  juin 
1861  [tome  52,  pp.  13194323]. 
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5.  Par  un  point  quelconque  de  I'espace  on  peut  mener:  1.°  m2  droites  qui  rencontrent 
deux  fois  la  courbe  C;  2.°  3 (2m2 — 1)  plans  osculateurs  a  la  course  C;  3.°  un  nombre 
2(m — i)(m3_j-3^s — yyi — 2)  de  plans,  dont  chacun  contient  deux  tangentes  de  la  courbe  G. 

6.  Par  une  droite  quelconque  on  pent  mener  2m(m+l)  plans  tangents  a  la  courbe  C. 

7.  Un  plan  quelconque  contient:  1.°  2w(m2—  l)(w-{-2)  points,  dont  chacun  est  Vinter- 
section  de  deux  tangentes  de  la  courbe  C;  2.°  18m4 — 40m24-5m+18  droites,  dont  chacune 
est  I7 intersection  de  deux  plans  osculateurs  de  la  courbe  C. 

8.  II  suit  de  la  que: 

La  perspective  de  la  courbe  C  est  une  courbe  de  I'ordre  2w-f-l>  et  de  la  classe  2m(w+l), 
ayant  m*  points  doubles,  3  (2m2 — l)  inflexions,  et  2(w—  1)  (w3+3w2 — m— 2)  tangentes 
doubles. 

9.  Les  droites  tangentes  de  la  courbe  G  foment  une  developpable  S  de  I'ordre  2m(w-f-l) 
et  de  la  classe  3 (2m2 — l),  ayant  4(w — l)(3m+2)  generatrices  d*  inflexion. 

10.  Toute  droite  tangente  a  la  courbe  G,  en  un  point,  rencontre  2(m — l)(m-f-2)  droites 
qui  sont  tangentes  a  la  meme  courbe  en  d'autres  points.  Les  points  ou  se  rencontrent  ces 
tangentes  non  consecutives  forment  une  courbe  gauche  K  qui  est  double  (courbe  nodale)  sur 
la  developpable  S.  Les  plans  determines  par  le$  couples  de  tangentes  non  consecutives  de 
G  qid  se  coupent}  enveloppent  une  developpable  S  qui  est  doublement  tangente  a  la  courbe  C. 
II  suit  des  nos  5  et  7  que  la  developpable  S  est  de  la  classe  2(m — I)(m3+3m2 — m — 2), 
et  que  la  courbe  K  est  de  Vordre  2m  (m2— l)(m+2). 

11.  On  peut  d^duire  ces  propri^tes,  et  d'autres  encore,  des  formules  g6n6rales 
donn^es  par  M.  CITLET  (Journal  de  Liouville,  t.  X). 


II.  Nouvelles  courbes  gauches  de  tous  les  ordres  sur  la  surface 
d'un  hyperboloide  k  une  nappe. 

12.  On  donne  trois  faisceaux  de  plans,  dont  les  axes  soient  trois  droites  P,Q,  R. 
Le  faisceau  P  soit  compost  d'un  nombre  infini  de  groupes,  dont  chacun  contient  m 
plans.  Ces  groupes  sont  supposes  en  involution  de  Tordre  m  *),  c'est-a-dire,  un  quel- 
conque des  m  plans  d'un  groupe  d6termine  les  autres  m — 1  plans  du  meme  groupe. 
(Pour  m=2  on  a  I' involution  ordinaire).  Le  deuxieme  faisceau  soit  homographique  au 
premier,  c'est4-dire  les  plans  de  ces  faisceaux  se  correspondent,  un  a  un,  entre  eux. 


*)  DB  JONQUI&EES,   Grtnfralteatio'ri  de  la  thtorie  de  I' involution  (Annali  di  Matematica, 
Roma,  1859). 
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Et  les  plans  du  faisceau  R  correspondent  anharmoniquement,  un  par  fois,  aux  groupes 
du  faisceau  P  (et  par  consequent  aux  groupes  de  Q )  *). 

Le  lieu  des  intersections  des  plans  correspondents  des  trois  faisceaux  est  une  courbe 
gauche  0  de  V ordre  m-|~2  qui  coupe  m~{-\  fois  chacune  des  droites  I*  et  Q,  et  deux  fois 
la  droit  R.  Oette  courbe  C  est  situee  entierement  sur  Vhyperbolo'ide  I  engendre  par  les 
deux  faisceaux  P  et  Q . 

Pour  m=l  on  a  la  cubique  gauche,  et  on  tombe  dans  la  construction  donn^e  par 
M.  CHASLES  (Gompte  rendu  du  10  aoftt  1857).  Pour  m=2  on  a  la  courbe  du  quatrieme 
ordre  6tudi6e  par  M.  SALMON  (Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  V);  j'en  ai 
donn6  la  construction  dans  mon  M&noire  Sulle  superficie  gobbe  del  terz'ordine  (Atti 
deiristituto  Lombardo,  t.  II). 

Hormis  le  cas  de  la  cubiche  gauche  (w=l),  F  hyperbolo'ide  I  est  la  seule  surface 
du  second  ordre  qui  passe  par  la  courbe  C. 

13.  Toute  generatrice  de  rhyperbolo'ide  I,  du  systeme  auquel  appartiennent  les  axes 
P,Q,  rencontre  la  courbe  C  en  m+1  points;  et  toute  generatrice  de  Vautre  systeme  ren- 
contre cette  courbe  en  un  seul  point. 

14.  Les  faisceaux  P  et  R  (de  meme  que  Q  et  R)  engendrent  une  surface  gauche 
de  1'ordre  w-f-1,  dont  Paxe  P  est  une  ligne  multiple  suivant  le  nombre  m. 

15.  Par  la  courbe  C,  par  une  generatrice  du  premier  systeme  de  I'hyperbolo'ide  I,  et 
par  une  droite  qui  s'appuie  en  deux  points  sur  C,  on  peut  faire  passer  une  surface  gauche 
de  Vordre  m-|-l,  dont  la  premiere  directrice  rectiligne  est  une  ligne  multiple  suivant  m. 

16.  Si  V hyperbolo'ide  I  et  2m+3  de  ses  points  sont  donnes,  on  peut  decrire  par  ces 
points,  sur  la  surface  I,  deux  courbes  C. 

17.  Si  autour  de  deux  generatrices  du  premier  systeme  de  V hyperbolo'ide  I  on  fait 
tourner  deux  plans  qui  se  rencontrent  sur  la  courbe  C,  ces  plans  engendrent  deux  fais- 
ceaux homographig/ues. 

18.  II  y  a  2m  generatrices  du  premier  systeme  de  V hyperbolo'ide  I  gui  sont  tangentes 
a  la  courbe  C, 

19.  Le  lieu  d'une  droite  mobile  qui  s'appuie  en  deux  points  sur  la  courbe  C  et  en  un 
point  sur  une  droite  fixe  L,  est  une  surface  de  Vordre  (w-j-1)2.  Les  lignes  C  et  L  sont 

multiples  suivant  les  nombres  m+1  d        1    •   •  respectivement. 


*)  Si  Ton  repr^sente  un  plan  quelconque  du  premier  faisceau  par  P+XP'=0  et  les  plans 
correspondants  des  autoes  faisceaux  par  Q+^Q'=0,  R4-vB;=0,  on  aura  entre  X,  ji,  v  deux  re- 
lations de  la  forme: 


,  (cX™  +dXw-1+  .  .  .)v+c'X^  +d'X^-1+  ,  .  .  *=  0  . 
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20.  Quand  deux  courbes  G  tracees  sur  un  meme  hyperbolo'ide  rencontrent  chacune  en 
m-f-1  points  une  meme  generatrice,  ces  deux  courbes  se  rencontrent  en  2(w+l)  points. 
Et  quand  les  deux  courbes  rencontrent  Vune  en  m+1  points  et  Vautre  en  un  seul  point 
une  meme  generatrice,  elles  se  rencontrent  en  m* -\-1m-\-2  points. 

nry\  f/lfyt      I      1    J 

21.  Par  un  point  quelconque  de  I'espace  on  peut  mener:  1.°  — ^~~ — -  droites  qui  ren- 
contrent la  course  C  cJiacune  en  deux  points;  2.°  3m  plans  osculateurs  a  la  course  C; 
3.°  2m (m — 1)  plans,  dont  chacun  contient  deuce  droites  tangentes  a  C. 

22.  Par  une  droite  quelconque  on  peut  mener  2(w-f-l)  plans  tangent  a  la  courbe  C. 
28.  Un  plan  quekonque  contient:  1.°  2(m2 — 1)  points  dont  chacun  est  V  intersection 

de  deux  tangentes  de  la  courbe  C;  2.°  -(9m2 — 17m~j-10)  droites  dont  chacune  est  l'in- 

& 

tersection  de  deux  plans  oscttlateurs  de  la  courbe  C. 

24.  II  suit  de  ces  th^oremes  que: 

La  perspective  de  la  courbe  C  est>  en  general,  une  courbe  de  Vordre  m-f-2  et  de  la 

classe  2(^+1),   ayant — ^— — tpointes  doulleS)  3m  inflexions  et  2m(m—  l)  tangentes 
doubles. 

Mais  si  Foeil  est  plac6  sur  la  courbe  C5  sa  perspective  est  une  courbe  de  1'ordre 
m-f-1  et  de  la  classe  2m,  ayant  un  point  multiple  suivant  m,  3(m — 1)  inflexions,  et 
2(m — l)(m — 2)  tangentes  doubles. 

25.  Les  droites  tangentes  a  la  courbe  C  forment  une  developpabk  S  de  1'ordre  2(m-(-l) 
et  de  la  classe  3m,  avec  4(m — 1)  generatrices  d' inflexion. 

26.  Toute  droite  tangente  en  un  point  de  la  courbe  C  rencontre  2(m — l)  droites  qui 
sont  tangentes  a  la  meme  courbe  en  d'autres  points.  Les  points  ou  se  rencontrent  deux 
a  deux  les  tangentes  (non  cons<§cutives)  de  C  forment,  sur  la  developpable  S,  une  courbe 
double  K  de  Vordre  2(m2 — 1).  Et  les  plans  ou  se  rencontrent  ces  memes  tangentes,  enve- 
loppent  une  developpable  S,  de  la  classe  Zm(m— 1),  qui  est  doublement  tangente  a  la 
courbe  C. 

27.  Les  courbes  C  et  K  ont  en  commun:  1.°  les  4=(m — l)  points  ou  C  est  touchee  par 
les  generatrices  d9 inflexion  de  S;  2.°  les  2m (m — 1)  points  ou  C  est  coupee  par  les  gene- 
ratrices de  rhyperbolwde  I  qui  sont  tangentes  a  C  (n.  18)*  Ces  derniers  points  sont  des 
points  stationnaires  pour  la  courbe  K. 

28.  II  y  a,  sur  la  courbe  K,  ~  m(m— l)  (m — 2)  points  (doubles),  ou  se  coupent  trois 

tangentes  de  C;  et  il  y  a  ~  (m~  1)  (m— 2)  (m— 3)  plans  (tangents  doubles  de  S),   dont 
chacun  contient  trois  tangentes  de  C. 
Etc.,  etc. 
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29.  Ces  r6sultats  font  voir  que  la  courbe  C  est  r^ciproque  d'  une  certaine  surface 
d^veloppable,  dont  MM.  CAYLEY  et  SALMON  se  sont  occup6s  plusieurs  fois  *).  Autrement: 
T  equation,  en  coordonn^es  tangentielles,  de  notre  courbe  C  est  le  discriminant  d'une 
Equation  de  la  forme 


m+2)  u^+  cr+  .  .  .  -  o  . 

2t 

ou  a,6,c,  ...  sont  des  expressions  lin^aires  des  coordonn6es,  et  t  est  la  quantit6  qu'il 
faut  61iminer. 


*)  Journal  de,  Crellef  t.  XXXIV,  p.  148;  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  vol.  Ill, 
p.  169;  vol.  V,  p.  152. 


31. 

RIVISTA  BIBLIOGRAFICA. 

0,  HESSE  —  YORLESUNGEN  USER  ANALTTISCHB   GrEOMETRIE   DES   RAUMES   INSBESONDEKE 

USER  OBERFLACHEisr  ZWEITER  ORDNTJNG.  Leipzig  1861. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  toino  IV  (1861),  pp.  109-111, 


II  signor  HESSE,  si  noto  ai  matematici  pe'  suoi  lavori  analitici,  coi  quail  ha  poten- 
ternente  cooperate  al  progresso  della  scienza  in  vari  rami  di  essa,  ha  ora  pubblicato 
un  libro  che  riassume  le  lezioni  date  dall'autore  alle  universita  di  Konigsberg,  di  Halle 
e  di  Heidelberg.  Questo  libro  di  geometria  analitica,  nel  quale  sono  specialmente  stu- 
diate  le  superficie  di  second' ordine,  rappresenta  nel  modo  piu  degno  lo  stato  attuale 
della  scienza.  L'autore  fa  uso  dei  metodi  piu  perfetti  che  oggi  si  posseggano,  svolge 
le  sue  formole  con  elegante  simmetria,  e  con  facilita  sorprendente  dimostra  i  piu  belli 
ed  important!  teoremi  relativi  alFargomento,  I  quali  metodi  e  teoremi,  m'affretto  a 
dirlo,  sono  in  buona  parte  dovuti  allo  stesso  signor  HESSE,  che  gia  da  parecchi  anni  ne 
arricchi  la  scienza,  come  e  attestato  dai  yolumi  del  giornale  matematico  di  Berlino, 
in  cui  egli  ha  inserito  le  sue  meinorie,  Pochi  libri  ci  hanno  inspirato  quella  viva  gioia 
che  abbiamo  sentita  nel  leggere  queste  elegantissime  pagine;  e  crediamo  fermamente 
che  il  nostro  entusiasmo  sara  diviso  da  qualunque  abbia  la  fortuna  di  studiare  il  libro 
del  signor  HESSE. 

Non  ci  e  possibile  di  offrire,  colPinabile  nostra  parola,  un' immagine  abbastanza 
esatta  de'  singoli  pregi  di  quest1  opera.  Ci  limiteremo  a  indicare  per  sommi  capi  le 
materie  svolte  ne^  vari  capitoli,  che  1'autore  chiama  le#ioni. 

Dopo  i  preliminari  esposti  nelle  prime  due  lezioni,  la  term  comprende  le  piu  essen- 
ziali  proprieta  armoniche  ed  involutorie  di  un  sistema  di  piani:  proprieta  che  Tautore 
trasporta  ai  circoli  massimi  di  una  sfera.  Queste  proprieta  sono  dimostrate  con  quel 
metodo  si  semplice,  gia  usato  da  FLICKER  e  da  altri,  che  consiste  nel  rappresentare 
il  primo  membro  delFequazione  di  un  piano  (il  secondo  essendo  lo  zero)  con  una  sola 
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lettera  e  nel  combinare  le  equazioni  analoghe  di  piu  piani  per  via  di  somma  o  sottra- 
zione.  Collo  stesso  metodo  simbolico  sono  dimostrati  nella  quarto,  lezione  parecchi  ele- 
ganti  teoremi  relativi  alle  figure  sferiche,  e  nominatamente  alFesagono  di  PASCAL. 

In  quelle  quattro  lezioni  Fautore  non  fa  uso  che  delle  ordinarie  coordinate  cartesiane 
ortogonalL  Nella  guinta  lezione  sono  introdotte  le  coordinate  planari  e  tangenziali,  gia 
inventate  da  CHASLES  e  PLOCKER,  e  col  mezzo  di  esse  Fautore  sviluppa,  rispetto  ad  un 
sistema  di  punti  nello  spazio,  le  proprieta  analoghe  a  quelle  precedentemente  esposte 
per  un  sistema  di  piani. 

Nella  sesta  lezione  troviamo  le  coordinate  omogenee,  ossia  quattro  coordinate  per 
rappresentare  si  un  punto  che  un  piano,  onde  Fequazione  di  un  luogo  o  di  un  invi- 
luppo,  con  tali  coordinate,  riesce  omogenea.  II  signor  HESSE,  co1  suoi  scritti,  ha  molto 
contribuito  a  divulgare  e  rendere  popolari  queste  coordinate  omogenee,  che  alcuni  te- 
naci  del  passato  guardano  cou  sospetto  e  disprezzo,  e  che  pur  giovano  tanto  alia  sim- 
metria  ed  alia  facilita  del  calcolo.  Nelle  successive  lezioni,  Fautore  fa  uso  quasi  esclu- 
sivamente  di  coordinate  omogenee  per  rappresentare  si  i  punti  che  i  piani. 

Affinche  i  giovani  suoi  uditori  o  lettori  non  fossero  costretti  a  cercare  altrove  quelle 
teorie  analitiche  sulle  quali  egli  fonda  i  suoi  metodi,  Fautore  ha  consacrato  la  settima 
lezione  alFesposizione  de'  principal!  teoremi  relativi  ai  determinanti,  e  Yottava  alle 
funzioni  omogenee. 

Nelle  lezioni  successive  s'  incontrano  le  fondamentali  proprieta  delle  superficie  di 
second' ordine;  le  relazioni  fra  le  coordinate  di  un  polo  e  quelle  del  piano  polare,  la 
doppia  rappresentazione  di  una  superficie  di  second'ordine  come  luogo  di  punti  e  come 
inviluppo  di  piani,  il  principio  di  reciprocita  (teoria  delle  polari  reciproche  di  PONCELET), 
le  proprieta  de'  coni  e  delle  coniche  considerati  come  caso  particolare  de'  luoghi  e 
degF  inviluppi  di  secondo  grado,  ecc.  Le  lezioni  sedicesima  e  diciassettesima  (come  anche 
la  ventiditesima),  sono  tra  le  pill  belle  in  questo  libro  che  &  tutto  bello  da  capo  a  fondo. 
Vi  si  considerano  i  tetraedri  polari  relativi  ad  una  o  a  due  o  a  piu  superficie,  di  secondo 
grado;  il  lettore  trovera  qui  dimostrati  con  ammirabile  e  luminosa  spontaneita  quei 
molti  teoremi  che  gia  furono  trovati  dalFautore  e  pubblicati  nel  giornale  di  CRELLE. 

La  ricerca  del  tetraedro  polare  comune  a  due  superficie  di  second' ordine  conduce, 
com'  e  noto,  alia  riduzione  delle  equazioni  di  queste  superficie  ai  soli  termini  quadrati, 
mediante  un  solo  sistema  di  sostituzioni  lineari.  Questo  importante  problema  anali- 
tico,  che  gia  fu  scopo  alle  ricerche  di  JACOBI,  di  CAYLEY  e  di  WEIERSTRASS,  e  trattato 
dal  sig.  HESSE,  con  evidente  predilezione.  La  lezione  diciottesima  e  consacrata  alia 
trasformazione  delle  funzioni  omogenee  di  un  numero  qualunque  di  variabili,  ed  invero: 
dapprima  sono  sviluppate  le  relazioni  che  sussistono  fra  i  coefficient!  delle  sostituzioni 
lineari,  in  generale;  poi  seguono  le  propriety  di  quelle  sostituzioni  lineari  che  ridu- 
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cono  una  funzione  omogenea  di  secondo  grade  a  contenere  i  soli  quadrat! ;  e  da  ultimo 
si  determinant  le  sostituzioni  lineari  che  trasformano  simultaneamente  due  date  fun- 
zioni  quadra-tiche  in  altre  due  prive  de'  termini  rettangoli. 

La  lezione  decimanona  tratta  del  problema  generale  della  trasformazione  delle 
coordinate  tetraedriche,  cioe  delle  coordinate,  per  le  quali  un  punto  o  un  piano  e  rife- 
rito  ad  un  tetraedro  fondamentale.  Come  caso  particolare,  se  una  faccia  del  tetraedro 
va  a  distanza  infinita,  si  hanno  le  formole  per  passare  da  una  ad  un'altra  terna  di 
assi  coordinati,  siano  essi  rettangoli  od  obliqui. 

II  tetraedro  polare  comune  ad  una  data  superficie  di  second'ordine  qualsivoglia  e 
ad  un'arbitraria  superficie  sferica  concentrica  alia  prima,  ha  una  faccia  air  infinito  e 
le  altre  tre  ortogonali  fra  loro;  onde  la  ricerca  di  quel  tetraedro  conduce  agli  assi 
principal!  della  superficie  data.  Questa  ricerca,  con  Panaloga  relativa  alie  coniche,  e 
eseguita  in  due  diverse  maniere  nelle  tre  lezioni  seguenti.  La  seconda  maniera  e  so- 
pratutto  notevole  perclie  somministra  le  coordinate  ellittiche,  ed  e  mirabile  che  I'autore 
deduca  le  formole  differenziali  per  le  coordinate  ellittiche  dalle  equazioni  in  termini 
finiti  fra  le  coordinate  ordinarie,  con  semplice  scambio  di  lettere.  II  qual  processo 
semplice  e  fecondo  e  compreso  in  un  teorema  assai  generale,  dato  dal  prof.  CHELINI 
a  pag.  70  della  sua  interessante  memoria  Sull'uso  simmetrico  de'  principj  relativi  al 
metodo  delle  coordinate  rettilinee*). 

Interessantissima  e  pur  la  ventesimaterza  lezione  che  ha  per  oggetto  le  linee  geo- 
detiche  dell1  ellissoide.  Nella  lezione  successiva  si  considerano  le  curve  focali  di  una 
data  superficie  di  second'ordine,  come  quelle  coniche  che  fanno  parte  del  sistema  di 
superficie  confocali  alia  data;  in  seguito  si  dimostra  che  quelle  curve  sono  anche  il 
luogo  de'  vertici  de'  coni  rotondi  circoscritti  alia  superficie  medesima. 

Nella  lezione  ventesimasesta  si  stabiliscono  le  condizioni  necessarie  perche  una  data 
equazione  quadratica  fra  le  coordinate  rappresenti  una  superficie  di  rotazione.  Tali 
condizioni,  com'e  noto,  sono  due:  mentre,  in  generale,  la  condizione  deU'eguaglianza. 
di  due  radici  in  un'  equazione  algebrica  e  unica.  Di  qui  un  apparente  paradosso,  che 
I'autore  scioglie  mostrando,  come  aveva  fatto  KUMMEB,  che  il  discriminate  deir equa- 
zione cubica  relativa  agli  assi  principal!  e  la  somma  di  sette  quadrati. 

La  lezione  seguente  contiene  la  determinazione  degli  assi  principali  della  sezione 
fatta  da  un  piano  in  una  superficie  di  second'ordine  e  la  ricerca,  in  due  modi  diversi, 
delle  sezioni  circolari  della  superficie  medesima,  Finalmente,  le  ultime  tre  lezioni  trat- 
tano  de'  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  piane,  normal!  ed  oblique,  delle  superficie  in 
generale  e  delle  loro  linee  di  curvatura. 


*)  Eaccolta  scientific*,  Eoma  1849. 
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Concludendo,  il  libro  del  signer  HESSE  e  un  prezioso  dono  fatto  ai  cultori  della 
geometria;  esso  fa  nascere  nel  lettore  un  solo  ma  vivo  desiderio,  ed  e  che  Tillustre 
geometra  pubblichi  presto  un  libro  simile  per  le  altre  teorie,  come  quelle  delle  curve 
piane  di  terzo  e  quart'ordine,  in  cui  egli  ha  gia  fatto  si  mirabili  scoperte. 

Felice  la  gioventu  alemanna  che  e  educata  nelle  matematiche  da  tali  professori! 
E  felici  anche  i  giovani  italiani,  se  fra  noi  si  sapra  trar  profitto  dello  splendido  lavoro 
del  signor  HESSE! 

Bologna,  10  febbraio  1862. 


NOTE  DEI  REVISORI. 


f1]  Pag,  1.  L'argomento  di  questa  Nota  viene  ripreso  con  maggiore  generalita  in  un  lavoro 
successive  (Queste  Opere,  n,  21),  dove  1'Autore,  avendo  avvertito  (come  appunto  ne  fa  cenno 
in  questo  lavoro)  un  errore  a  cui  1'aveva  condotto  un  calcolo  appoggiato  ad  una  considera- 
zione  non  giusta,  sopprime  le  cose  errate  e  riproduce  soltanto  risultati  esatti  della  Nota  in- 
sieme  ad  altri  nuovL 

E  parso  quindi  opportune  di  accogliere  in  questa  edizione  delle  Opere  soltanto  la  prima 
parte  della  Nota,  clie  rimane  libera  dalla  critica. 

M    ftn          ....    "\\ 

[2]  Pag,  5.  Nell'  originale  1'esponente  qui  e  nella  riga  precedente  era  invece  scritto  —^-5  —  -  . 

J 

[3]  Pag.  6  e  7.  Aggiungasi  :  «  intera  »  . 

[4]  Pag.  8.  In  questa  formola  e  in  altre  successive  furono  corretti  alcuni  errori  di  segno 
dell'  originate. 


[5]  P&g-  16*  Nell7  originate  questa  formola  era  scritta  erroneamente  cosl:  cc:^=  —  l:mv. 
La  correzione  &  del  CEJBMONA. 

[6]  Pag.  22.  Per  la  validita  dei  risultati  dei  n.{  8-9  &  essenziale  1'ipotesi  che  le  figure  omo- 
grafiche  considerate  non  siano  affini, 

[7]  Pag.  27,  29,  82  e  33.  Le  questioni  di  cui  si  tratta  nelle  Memorie  4,5,  6,7,  question!  poste 
rispettivamente  nel  tomo  XV,  p.  154;  t.  XV,  p.  383;  t,  XVI,  p.  126;  t.  XVI,  p.  127  della  rac- 
colta  citata,  sono  le  seguenti: 

321.  Dans  un  hexagone  gauche  ayant  les  cotes  opposes  6gaux  et  parall61es,  les  milieux 
des  c6t6s  sont  dans  un  m&me  plan, 

322.  Dans  un  polygone  gauche  d'un  nombre  pair  de  cot6s,  ayant  les  c6t6s  opposes  6gaux 
et  paralteles,  les  droites  qui  joignent  les  sommets  opposes  et  celles  qui  joignent  les  milieux 
des  c6t6s  oppos6s  passent  par  un  seul  et  mSme  point. 

344.  Un  point  nxe  0  est  donn6  dans  un  angle  plan  de  sommet  A;  par  0  onm&ne  une 
transversale  rencontrant  les  c6t6s  de  Tangle  en  B  et  O,  s  et  sl  6tant  les  aires  des  triangles 

OB  A,  OCA,  la  somme  -  +  —  est  constante,  de  quelque  manure  qu'on  m6ne  la  transversale 

s      $i 
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368.  p,q,r  sont  trois  fonetions  entires  lineaires  en  ccet  y;  #=0,  <?=0,  r=0  sont  les 
equations  respectives  des  cdtes  AB,  BC,  CA  d'un  triangle  ABC;  ^  —  ^=0,  0—^=0,  r— p=0 
sont  done  les  equations  de  trois  droites  passant  respectivement  par  les  sommets  B,  C,  A,  et 
se  rencontrant  an  meme  point  D;   soient  «,  £,7  les  points  ou  AD  rencontre  BC,   ou  BD 
rencontre  CA,  ou  CD  rencontre  AB.  Trouver  en  fonction  de  p,  #,  r  1'equation  de  la  conique 
qui  touche  les  cotes  du  triangle  en  « ,  [J ,  7 . 

369.  M£mes  donnees  que  dans  la  question  precedente,  11  s'agit  de  mener  deux  droites  R,  S 
rencontrant  AB  aux  points  rlt  $17  BC  aux  points  r2,  s.2:  CA  aux  points  r3,  $3,  de  telle  sorte  que 
les  trois  systemes  de  cinq  points  rx ,  sl ,  A ,  7 ,  B ;  r2 ,  $2 ,  B ,  a ,  C ;  r3 ,  $3 ,  C ,  p,  A  soient  en  involu- 
tion, a,  P,  7  6tant  des  points  doubles.  Trouver  en  fonction  de  #>7  q,  r  les  equations  des  droites  R ,  S. 

[8]  Pag.  35.  E  no  to  che  i  BeitrQge  zur  Geometric  der  Lage  comprendono  tre  fascicoli;  la 
precedente  Eivista  bibliografica  si  riferisce  ai  primi  due. 

[9]  Pag«  41.  Le  forme  di  rette  qui  indicate  col  nome  di  «fasci»  si  sogliono  chiamare  oggi 
« stelle » ,  In  due  stelle  omografiche  due  raggi  corrispondenti  non  stanno  pero,  in  generale, 
in  uno  stesso  piano.—  Anche  in  seguito  la  parola  «fascio»  (di  rette)  &  usata  per  indicare 
figure  (cono,  rigata)  che  oggi  si  designano  con  altri  nomi. 

[10]  Pag.  44.  La  parola  «contiene»  e  una  correzione  manoscritta  del  CREMONA.  II  luogo 
di  cui  trattasi  &  una  superficie  di  quart'  ordine  avente  i  sei  punti  dati  come  doppi,  e  passante 
per  la  cubica  gobba  da  questi  individuata. 

[u]  Pag.  44.  Nei  n.1  8-10,  in  conformity  di  indicazioni  manoscritte  del  CREMONA,  si  sono  cam- 
biati  i  segni  delle  quantita  y,z  (e,  per  conseguenza,  di  m>  ri)  allo  scopo  di  rendere  simmetriche 
le  formole.  Altrettanto  dicasi  del  segno  di  y  (e  di  |x)  ai  n.1  11-12.  Si  6  pure  tenuto  conto  di 
alcune  aggiunte  manoscritte  del  CREMONA,  dirette  a  mettere  in  rilievo  quella  simmetria. 

[12]  Pag.  49.  Enunciate  corretto  a  mano  del  CREMONA. 

f13]  Pag.  51.  Se  la  retta  data  si  appoggia  alia  cubica  in  un  punto  ed  inoltre  giace  nel  piano 
osculatore  in  questo  punto,  essa  incontra  una  sola  tangente  oltre  quella  che  passa  per  quel 
punto  (Osservazione  manoscritta  del  CREMONA). 

[14]  Pag.  61.  I  primi  membri  di  questa  equazione  e  della  seguente  furono  qui  corretti  in 
conformita  di  un1  indicazione  del  CREMONA. 

[**]  Pag..  68.  In  luogo  di  «linea  di  stringimento »  si  legga  «linea  doppia*. 

[i6]  Pag.  69.  A  questo  punto  furono  soppresse  due  linee  e  mezzo  di  stampa,  cancellate  dal 
CREMONA. 

[i7]  Pag.  69.  Si  sopprimono  sei  linee,  costituenti  una  « Osservazione  »  della  quale  si  e  gia 
tenuto  conto  nella  redazione  dei  n.1  8-10,  Cfr.  f11]. 
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[i8]  Pag.  72.  I  second!  membri  di  queste  tre  equazioni  sono  qui  corretti,  secondo  un'in- 
dieazionc  manoscritta  del  Cremona. 

[to|  Pag.  103.  Questa  equazione,  la  successiva  ed  un'altra  in  seguito  (rappresentante  un'el- 
lisse  o  uxi'  iperbole)  furono  corrette  secondo  T  Errata-corrige  pubblicato  negli  stessi  Annali  a 
pag  384  del  tomo  III  (1860). 

[s°|  Pag.  108.  L1  enunciate  della  questione  e  riprodotto  nel  testo,  dal  tomo  XVII,  p.  186, 
del  Nouv.  Annales. 

[21]  Pag.  112,  114,  116  e  125, Le  question!  a  cu!  si  riferiscono  le  Memorie  14,15,16,17  sono 
enunciate  come  segue,  nei  Nouv.  Annales,  torn!  XVIII  p.  117,  XVIII  p.  444,  e  XIX  p.  43: 
464.  Demontrer  que  1' equation  de  la  sphere  circonscrite  £  un  t6traedre  est 


V  ^P  sin  (T,  8)  sin  (eg,  pf)  sin  (q8,  p8)  _ 
&  sina 


a,  p,  f  ,  8  sont  les  premiers  inembres  des  equations  des  faces  mises  sous  la  forme 

x  cos  a  +  y  cos  af  -f-  z  cos  a"  —  p  =  0  , 


(j,  B)  repr6sente  Tangle  que  fait  la  face  f  avec  la  face  o,  (af  , 
des  faces  «  et  f  avec  T  intersection  des  faces  p  et  f  . 


Tangle  que  fait  T  intersection 
(PROUHET). 


465. 


a  +  8      .  .  .    a  +  (n  —  2)  5    a  +  (n  —  1) 


a  +  83 


4.  (n  _  i)  B 
Si  Ton  fait 


.    a  +  (w  -  3) 


-  2) 


on  retombe  sur  la  question  432  (tome  XVII  p.  185). 

494.  Soicmt  ABC,  a?)c  deux  triangles  dans  le  m§me  plan;  q  est  un  point  variable,  tel  que 
les  droites  qa,  qb,  qc  coupent  respectivement  les  c6tes  BC,  AC,  AB  en  trois  points  qui  sont 
en  ligne  droite:  le  lieu  du  point  q  est  une  ligne  du  troisieme  ordre. 

498.  On  donne;  1.°  une  droite  fixe;  2.°  un  point  B  sur  cette  droite;  3.°  un  point  fixe  A. 
Trouver  une  courbe  telle,  qu'  en  menant  par  un  point  queiconque  pris  sur  cette  courbe  une 
tangente,  et  par  le  point  A  une  parallele  a  cette  tangente,  ces  deux  droites  interceptent  sur 
la  droite  fixe  deux  segments,  compt6s  du  point  B,  tels  que  la  somme  des  carr6s  de  ces  segments 
soit  egale  a  un  carr6  donn6  k'z, 

M§mes  donnees,  mais  prenant  la  difference  des  carres,  ou  bien  le  produit  des  segments, 
ou  "bien  la  somnte  des  inverses  des  segments  6gale  &  une  constante  donn.6e. 
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499.  Solent:  1.°  A,  B,  C,  D  quatre  droites  dans  un  m£me  plan,  et  m,o,l,s  quatre 
points  fixes  dans  ce  plan;  par  m  menons  une  droite  quelconque  coupant  C  et  D  aux  points 
c  et  d,  par  c  efc  o  raenons  la  droite  co  coiipant  A  et  B  aux  points  a  et  &•,  par  a  et  I  menons 
la  droite  al  et  par  c  et  s  la  droite  cs-,  F  intersection  p  des  droites  al  et  cs  decrit  une  ligne  du 
troisieme  ordre. 

2.°  Soit  un  quadrilatere  plan  variable  ABCD  ;  o,  j>,  #,  r  quatre  points  fixes;  o  sur  AB,  p 
sur  BC,  #  sur  CD,  ?•  sur  DA.  Les  sonimets  opposes  A  et  C  sont  sur  deux  droites  fixes  don- 
nees  dans  le  plan  du  quadrilatere;  les  sommets  opposes  B,  D  decrivent  des  lignes  du  troisieme 
ordre, 

y^  I™ ~^\ 

P*]  Pag.  115.  Qui  si  &  corretto  1'esponente  di  (—1),  che  nell' originate  era  —^- — -.  Cosi 

poi,  alia  fine,  stava  per  esponente  ^  "*"    2  \  mentre  dev'essere— ^ .  Cfr.la  notap], 

P3]  Pag.  116.  Sopra  una  sfera,  il  cui  centro  &  qui  implicitamente  supposto  nelForigine  delle 
coordinate,  i  rapporti  x :  y:  z  non  individuano  un  punto,  ma  una  coppia  di  punti  diametralmente 
opposti.  Si  deve  in  conseguenza  fare  qualche  modificazione  alle  afferniazioni  del  testo.  Per  es. 
i  centri  di  una  conica  sferica  (n.°  2)  sono  sei,  e  non  ire.  Cosi  la  conica  sferica  rappresentata 
dall'equazione  (2)  si  spezza  (per  valori  generic!  di  X)  in  due,  cerchi  minori;  il  cono  che  proietta 
questi  dal  centro  &  bensi  bitangente  al  circolo  imaginario  all'  infinito,  ma  i  due  punti  di  con- 
tatto  sono  doppl  per  la  detta  conica. 

p4]  Pag.  123.  Nell'omografia  qui  considerata  tra  i  due  fasci  di  coniche  proposti  la  conica  K, 
ad  essi  comune,  6  omologa  di  se  stessa.  Senza  questa  condizione,  qui  non  esplicitamente  enun- 
ciata,  la  proposizione  cesserebbe  di  esser  valida.  La  stessa  condizione  deve  pure  sottintendersi 
nella  proposizione  in  versa  (p.  124). 

p5]  Pag.  128.  Questo  piano  e  determinate  dall'altra  condizione,  gia  indicata  dianzi,  di  esser 
parallelo  alle  generatrici  dell'unico  cilindro  di  2°  ordine  passante  per  la  cubica. 

p6)  Pag.  139.  Qui  6  stata  soppressa  la  parola  « ortogonali »  e  corrispondentemente;  tanto 
alia  fine  del  n.  2,  quanto  nel  secondo  capoverso  del  n.  7,  alia  parola  *  quadra  to »  si  6  sosti- 
tuita  la  parola  «  rettangolo  » . 

p7]  Pag.  141.  In  questo  numero  e  stata  soppressa  la  prima  proposizione,  cio&  sono  state 
omesse  circa  due  linee  di  stampa  eancellate  dal  Cremona  e  sono  state  introdotte,  nella  terza  pro- 
posizione, le  correzioni  pure  del  Cremona,  relative  all'  indieazione  di  due  angoli  e  di  due  rette. 

[£*]  Pag.  226.  Questo  sistema  oo l  di  rigate  cubiche  non  6  un  fascia  (nel  senso  che  comune- 
mente  si  d&  a  tale  parola),  bensi  una  schiera.  E  fascia  inveee  il  sistema  duale  considerato  al  n.  6. 

p9]  Pag.  228.  Queste  corrispondenze  non  sono  proiettive;  sono  inveee  corrispondenze  (1,  2). 
pa]  Pag.  229.  La  parola  «une»  e  correzione  nxanoscritta  del  CREMONA  (inveee  di  «la»). 
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Inoltre  1'A.,  evidentemente,  intende  riferirsi  a  una  cubica  che  non  soltanto  si  appoggi  alle 
cinque  rette  date,  ma  abbia  queste  come  corde.  II  problema  e  indeterminate;  e  la  cubica  ch'egli 
costruisce  6  soltanto  iina  fra  le  x>  2  che  soddisfanno  alle  condizioni  suddette. 

31]  Pag.  235.  L'A.,  evidentemente,  si  riferisce  a  una  posizione  determinata  non  solo  del  ci- 
lindro  parabolico,  ma  anche  dei  singoli  versi  sulle  sue  genera  trici.  Per  la  curva  di  cui  qui 
sono  scritte  le  equazioni,  il  primo  dei  due  rami  considerati  si  estende  all'  infinite  da  ambo  le 
parti  nel  senso  delle  x  positive, 

P*]  Pag,  241.  Cfr.  nota  [«]. 

[33]  Pag.  242.  Aggiungasi  :  «  e  coraplanari  »  . 

[3i]  Pag.  279.  Negli  estratti  di  qxiesto  lavoro  era  aggiunto:  «  Memoria  .  .  .  letta  ai  7  di  marzo 
1861  davanti  aH'Aceademia  delle  Science  dell'Istituto  di  Bologna*.  Nei  Rendiconti  di  quel- 
1'Accademia  pel  1860-1  861,  a  pag.  58-6tt,  e  esposto  Tin  breve  siinto  della  Memoria,  cogli  enunciati 
dei  principal!  risultati,  senza  le  dimostrazioni. 

[55]  Pag.  290.  La  Memoria  del  DJB  JONQUI^JRBS  a  cui  qui  si  allude  &  la  Generalisation  de 
la  tMorie  de  r  involution  (Annali  di  Matematica,  t.  II,  pp.  86-94). 

[36J  Pag.  291.  Nell1  originate  stava  *  retta  doppia»  inveco  che  «conica  doppia*.  La  corre- 
zione  &  di  CREMONA. 

[37j  Pag.  292.  L'  affermassione  c  in  parte  inesatta:  se  B  e  doppia  o  tripla,  vi  e  una  curva 
doppia  residua,  rispettivamente  del  quinto  o  del  terzo  ordine,  che  taglia  R  in  due  punti. 

[38]  Pag.  297.  Le  parole  «  cambiate  di  segno  »  mancano  nel  testo  del  CREMONA. 


-  ^02.  Qui,  seguondo  un'aitra  correzione  manoscritta  dell'Autore,  s'e  scritto  «  tan- 
gen  ti  alia  curva  D  »  invoce  che  «  osculatori  »  ,  com'  era  nell'originale;  e  anche  nel  ragiona- 
rnento  precedente  si  e  mutata  una  parola  e  si  sono  scambiate  due  lettere. 

[40]  Pag.  317.  Questa  Memoria,  secondo  Findicazione  che  e  a  pag.  314,  fu  presentata  all'  Ac- 
cademia  di  Bologna  nella  sessione  ordinaria  del  19  dicembre  1861.  Giova  riferire  testualniente 
la  relazione  di  detta  sessione  (Rendiconto  della  citata  Accademia,  Anno  1861-62,  pp.  30-31): 

«  II  Ch.  Prof.  L.  CUEMONA  legge  un  sunto  d'  una  sua  Memoria  sulla  Teoria  generale 
delle  curve  piane, 

v  II  tomo  47.°  del  giornale  matematico  di  Crelle  (Berlino  1853)  contiene  fra  Taltre  una 
Memoria  di  sei  pagine  del  celebre  STBINER,  intitolata:  Allgemeine  Eigenschaften  der  alge- 
braischen  Curven,  nella  quale  sono  enunciati  senza  dimostrazione  molti  important!  teoremi  re- 
lativi  alle  curve  algebriche.  Recentemente  una  parte  di  questi  teoremi  fu  dimostrata  dal  sig. 
CLBBSOH  di  Carlsruhe,  che,  a  tal  uopo,  si  6  servito  dell'analisi  piu  elevata  e  della  nuovissima 
dottrina  de'  covarianti. 

Cremona,  tomo  I.  31 
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«  n  prof.  CREMONA,  persuaso  che  le  scoperte  dello  STEINER  sono  dovute  a  metodi  pura- 
mente  geometric!,  ha  desiderato  di  trovare  le  dimostrazioni  taciute  dall'  illustre  autore.  Mirando 
a  tale  scopo,  gli  verme  fatto  di  formare  un'estesa  teoria  geometrica  delle  curve  plane,  la  quale 
comprende  in  s6  i  risultati  pubblicati  dai  Signori  STEINER,  HESSE,  CLEBSCH,  ecc.  ed  altri  af- 
fatto  nuovi.  Tale  teoria  riducesi  in  sostanza  ad  un  atnpio  sviluppo  della  teorica  delle  polari, 
che  1' auto  re  fonda  sulle  proprieta  armoniche  di  un  sistema  di  punti  in  linea  retta,  e  sul  prin- 
cipio  di  corrispondenza  anarmonica;  ed  e  svolta  con  metodo  semplice  ed  uniforme.  Essa  con- 
duce alle  piu  interessaiiti  e  general!  propriety  delle  curve,  che,  altrimenti  trattate,  richiede- 
rebbero  i  piu  sottili  e  perfetti  artifizj  dell'analisi  algebrica-,  ed  applicata  alle  curve  del  3.°  e  4:.° 
ordine  somministra  in  modo  affatto  spontaneo  i  teoremi  gia  ottenuti  da  CAYLEY,  HESSE,  ecc.  » . 

La  Memoria  e  stata  tradotta  in  tedesco  da  M.  CURTZE  nel  volume  intitolato:  Eirileitung 
in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Citrven  (v.  queste  Opere,  n.  61),  volume  che  in  seguito 
si  citera  brevemente  con  Einleitung.  La  traduzione  e  letterale,  fatta  astrazione  da  alcune  ag- 
giunte o  correzioni,  delle  quali  si  terra  conto,  o  nel  testo,  o  in  queste  note,  con  apposite  av- 
vertenze:  rinviando  solo  le  aggiunte  piu  lunghe  al  detto  n,  61.  —  La  numerazione  dei  vari 
articoli,  o  numeri,  e  la  stessa  nella  Einleitung  come  n  ell' original  e. 

In  questa  ristampa  abbiam  profittato  di  un  esemplare  dell'  Introduzione  [esemplare  che 
citeremo  con  (A)],  sul  quale  il  CREMONA  aveva  scritto  a  mano  parecchie  addizioni  o  variant!. 
Le  aggiunte,  che  cosi  si  sono  introdotte,  quando  non  sia  detto  espressamente,  si  riconoscono 
(come  gia  fu  awertito  nella  Prefazione)  dall'essere  racchiuse  fra  j  |. 

Nell' ultima  pagina  della  Memoria  originale,  dopo  un'  «  errata-corrige  »  (di  cui  il  CREMONA 
dice  che  e  dovuto  alia  cortesia  del  suo  egregio  amico  E.  BELTRAMI),  stavano  pure  due  brevi 
aggiunte.  La  l.»  di  queste  e  la  citazione  del  BATTAGLINI  in  nota  al  n.  7.  La  2.a  sara  qui  messa 
in  nota  al  n.  49,  ed  e  data  dall' Auto  re  come  relativa  a  quel  numero  e  al  n.  21. 

[4i]  Pag.  325,  Anche  nel  seguito  la  parola  c  stella »  6  sempre  usata  nel  senso  di  «  fascw 
di  retie » ,  a  differenza  del  significato  che  ora  le  si  d&  comuaemente. 

[*2]  Pag.  325.  Questa  definizione  e  insufficiente  per  gli  scopi  a  cui  poi  la  si  applica.  Occor- 
rerebbe  aggiungere,  ad  esempio,  la  condizione  falYalgebricita  della  relazione  (Cfr.  C.  F.  GEISER, 
Sopra  un  teorema  fondamentale  della  Geometria.  Annali  di  matematica,  2.a  serie,  vol.  4,  1870-71, 
pag.  25-30).  Cosi  in  seguito  (nn.  8,  36,  46,  ecc.)  accade  ripetutamente  che  dalla  sola  Muni- 
vocita  di  Una  corrispondenza  si  conehiuda  che  questa  e  rappresentabile  con  un'equazione  bi- 
lineare. 

[*3]  Pag.  335.  In  un  esemplare  deU'edizione  tedesca  (Einltitung),  sul  quale  FA.  fece  segni 
in  margine,  probabilmente  per  servirsene  in  una  ristampa,  tutto  il  seguito  di  questo  n.  19 
6  segnato  come  cosa  da  sopprimere. 

[44j  Pag.  336.  V.  la  fine  di  [*°]  e  la  nota  a  pie'  di  pagina  al  n.  49. 

[45J  Pag.  342.  Cfr.  la  nota  alia  fine  del  n,  23. 

F6]  Pag.  347.  Qui,  in  nota  ad  (A),  1' Autore  scriveva:  « A  questa  dimostrazione  si  sostituisca 
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una  delle  due  date  da  CHASLES,  fondate  sul  principio  di  corrispondenza  (Comptes  rendus, 
30  sept.  1872,  20  janv,  1873).  » 

[47]  Pag.  347.  Le  parole  seguenti  non  s'intendano  nel  senso  che,  solo  allora  il  numero 
delle  intersezioni  riunite  in  a  possa  divenir  piu  grande.  —  "L'esempio  addotto,  due  righe  dopo, 
6  errato.  II  pun  to  a  non  equivarrebbe  ad  r  (r'+l)  intersezioni,  ma  in  generalesolo  ar'(y+l)  +  l. 
II  sistema  di  r  curve  K  di  second'ordine. . . ,  che  poi  si  assume,  da  luogo  ad  una  particolarit& 
(due  punti  r— pli  successivi)  maggiore  di  quella  del  detto  esempio. 

[48]  Pag,  349.  Qui,  e  nel  seguito,  si  deve  sempre  sottintendere  die  le  serie  di  curve  di  cui 
si  paiia,  e  cosl  le  condizioni  a  cui  le  curve  si  assoggettano,  siano  algebriche. 

[49]  Pag.  349.  A  questo  punto,  nella  traduzione  tedesca  (Einleitung ,  pag.  48-49),  6  aggiunto 
quanto  segue: 

In  eiuer  Keihe  von  Ourven  n~- ter  Ordnung  kann  man  jede  einzelne  als  yon  dem 
Werte  einer  bestimmten  variableu  (Jrosze  abhaugig  betrachten,  wie  etwa,  urn  ein 
Beispiel  anzufiihren,  von  dem  Producte  der  anharmonischen  Verhaltnisze 

(a  b c &,) .  (a b  cxz)  —  (a be x^  , 

worin  a76,c  drei  gegebone  Pnncte  in  gerader  Linie  bedeuten,  und  a:1?  a?t,,..,a;w  die 
Puncte  sind,  in  denen  diese  Geraclo  die  Curve  schneidet. 

Dieser  Grosze,  deren  versohiodene  Werte  zur  Bestimmung  der  verschiedenen  Ourven 
ein  und  derselben  Keihe  dienon,  pflegt  man  den  Namen  Parameter  zu  geben. 

Hangt  die  Curve  von  irrationalen  Punctionen  des  Parameters  ab,  so  werden  die 
verschiedenen  Werte  diesor  Functionen,  es  seien  r,  ebenso  viele  Curven  bestimmen, 
welche  alle  ein  und  demselben  Werte  des  Parameters  entsprechen.  Die  Gruppe  dieser  r 
Curven  kann  als  ein  Ort  der  rw— ten  Ordnung  betrachtet  werden,  and  die  gegebene 
Keihe  als  eine  solche  von  der  rn— ten  Ordnung,  in  welcher  jeder  Wert  des  Parameters 
nur  eine  einzige  Curve  individualisiert  Eine  solche  Reihe  kann  man  zusammengesetxt 
nennen  mit  Rticksiefit  auf  die  Curven  n— ter  Ordnung,  und  einfach  in  Bezug  auf  die 
Gruppen  oder  Curven  dor  rn~- ten  Ordnung.  Daher  ist  klar,  dasz  der  Pall  einer  zusam- 
mengesetzten  Keihe,  aus  diesem  Gesichtspuncte  aufgefaszt,  auf  den  der  einfachen  Keihen 
zurtickgefiihrt  werden  kann.  Wir  werden  im  Eolgenden  daher  nui^  von  letzteren  reden, 
gleichgultig  ob  die  Blemente  derselben  einfache  Curven  oder  Gruppen  von  Curven  sind. 

[50]  Pag.  354.  La  citazione  «  pag.  291  >  riguarda  una  dimostrazione  di  CARNOT,  che  non  ha 
alcun  fondamento.  Vale  invece  la  dimostrazione  contenuta  nell'altro  passo  citato  (nf  378). 

[B1]  Pag.  358.  Qui,  in  margine  ad  (A),  sono  aggiunte  le  parole:  «  se  sono  in  numero  ccl ». 
Accade  in  questo,  come  in  altri  luoghi  della  presente  Memoria,  che  la  locuzione  «  punti  dati, 
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o  presi,  ad  arbitrio  »  vada  intesa  nel  sense  di  «  punti  generici  »  ,  cioe  «  escluse  talune  posizioni 
eccezionali  »  . 

[52]  Pag,  359.  Qnesto  fatto  non  si  puo  asserire  senza  riserve:  perch  e  gli  —  ^  --  1  punti, 
essendo  stati  presi  sulle  due  curve  date,  di  ordini  p,  q,  non  sono  «  punti  presi  ad  arbitrio  »  nel 
senso  della  proposizione  del  n.  41  qui  invocata.  Effettivamente  il  teorema  di  FLICKER,  a  cui 
poi  si  giunge,  esigerebbe  qualche  restrizione  (cfr.  nota  seguente);  e  cosi  pure  i  corollari  che 
se  ne  traggono  in  questo  n.  43  e  nel  n.  44. 

[53]  Pag,  360.  Qui,  in  (A),  si  aggiunge:    «  se  in  numero   ex1  ».  Cfr.  le  due  note  precedent!. 
[54]  Pag.  360.  Anche  qui  occorrono  restrizioni.  La  dimostrazione  che  segue  esige,  fra  altro, 

fn-t  _  777^     ('fl,  —  _  977,      I      Q\ 

che  sia  n<^m-\-p:  se  no,  non  si  posson  prendere  (n*  42)  su  Cp  gli  -  -  ~  --  punti 
per  descrivere  C,t_m  (irriducibile)  .  Cosi  per  tt=^3,m  =  2,j3=l  il  teorema  non  vale.  —  E  vera 
pero,  senza  riserve,  la  proposizione  cosi  modificata  (che  occorre  nel  seguito)  :  Date  due  curve 
Cm,  Gp  che  si  taglino  in  mp  punti,  se  per  questi  passa  una  C«,  ove  #•>.£>,  essa  taglia  ulte- 
riormente  Cm  in  m  (n—p)  punti  situati  sopra  una  curva  d'ordine  n—  p. 

[55]  pag%  36i.  Questo  teorema  vale  solo  (come  gia  dieeva  il  CAYLBY)  colla  condizione 
^<m+p--3.  Anzi,  esso  vamodificato  cosi:  fra  le  mp  intersezioni  di  due  curve  d'ordini  m,p 


(m-4-»  —  n  —  1)  (m-}-p  —  n  —  2)    ,  ,.     ,  ,  -,,     ,. 

se  ne  posson  trovare  mp  —  -  —  -^  --  ~  —  —  -  -   tali  che  qualunque   curva  d  ordine 

^ 

n<m-\-p  —  3  descritta  per  essi  passa  anche  ecc.  ecc. 

f56]  Pag.  36i.  Per  poter  conchiudere  che  si  ha  un'involuzione  non  basterebbe  quel  carat- 
tere:  occorrerebbe  anche  invocare,  per  esempio,  Yalgebricita.  Cfr.  nota  [42]. 

[57]  Pag.  366,  Si  aggiunga  alFuna  o  1'altra  ipotesi  anche  il  caso  $=$'. 

[58j  Pag.  366.  La  determinazione  delle  due  tangenti  in  o  a  C^ni  e  fatta  nel  1.°  articolo 
(n,  4)  della  Memoria  n.  53  «  Sopra  alcune  questioni  nella  teoria  delle  curve  plane  »  . 

[59]  Pag.  367.  La  dimostrazione  di  questo  fatto  viene,  nel  seguito,  scomposta  in  due  parti 
(nn.  54  e  55). 

Nel  n.  54  si  fa  vedere  che,  se  una  C^+u'  contiene  ri1  punti  formanti  la  base  d'un  fascio 
d'ordine  n,  essa  puo  esser  generata  con  due  fasci  projettivi  degli  ordini  w,  n'.  C16  ^  vero;  ma  il 
ragionamento  si  serve  ripetutamente,  per  curve  d'ordine  ^+^'»  ^e^  teorema  del  n.  41  (al  quale  si 
riferiva  la  nota  [5i]),  in  casi  che  si  prestano  a  riserve  simili  a  quelle'che  abbiam  fatto  in  [52]. 

Quanto  all'esistenza  su  ogni  Cn+«/  di  gruppi  di  n*  punti  base  per  fasci  d'ordine  n}  essa 
e  poi  provata  nel  n.  55,  ma  con  solo  oonto  di  costanti:  metodo  che,  in  problemi  di  questa 
natura,  non  serve. 

Ci6  nondimeno  il  fatto  essenziale  e  esatto.  Cfr.  C.  KIPPER,  Projectiw  Erzeugwig  der 
Ourven  m^  Ordnung  (Mathematische  Annalen,  t.  48,  1897,  pag.  401). 
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[60j  Pag'.  368.  Qui,  in  (A)  sta  scritto:  «  perche,  essendo  n>ri,  due  curve  d'ordine  n1  non 
potrebbero  avcre  nri  (>w'2)  punti  comuni». 

|61]  Pag.  870.  1 1  due  numeri  coincidono  per  n=*n'-\-l  e  per  ?i=w'-|-2;  dunque  possiamo 
preiidere  1'  uno  o  T  altro,  secondo  che  n  >  ri ,  oppure  n  ;§  ri.  Nel  2.°  caso,  aggiungendo  ai  8^—2 

/«' ^T        I       1    \        /M' AT        1       O\ 

punti,  che  si  possono  prendere  ad  arbitrio  nella  base  del  1.°  fascio,  gli — ~ -IL2 

,& 

^* ^21  Q  (%'-J-  71) 2 

punti  che  (54,  a)  vsono  arbitrari  nella  base  del  2°,  si  ha  ancora  il  ntimero  ^— — -i-JI^.}    ~   } . 

£i 

Dunque  6  questo,  in  ogni  caso,  il  numero  dei  punti  che  si  possono  prendere  ad  arbitrio  per 
costituire  le  due  basi,  | 

Grazie  a  quest' aggiunta  [di  (A)]  il  CREMONA  poteva,  nel  successivo  n.  56,  dopo  il  primo 
calcolo  che  conduce  al  numero  nn'—l  (quello  fatto  per  ?&>?&' +2:  ipotesi  che  ora  vi  si  puo 
sopprimero),  indicare  [ancora  in  (A)]  come  da  cancellare  i  periodi  seguenti,  passandosi  subito 
alia  conclusion© 'di  quel  n.  56. 

[62|  Pag.  877.  Qui,  in  (A),  TAutore  segnava  il  problema:  «  Date  5  intersezioni  di  una  cubica 
e  di  una  conica,  trovare  la  6.a  »;  e  citava:  PONCBLBT,  Applications  d' analyse,  et  de  gtomdtrie, 
t.  2,  pag.  109. 

fc3]  Pag.  880.  Si  6  corretto  « polare  (s)»l(l » ,  in  « polare  d'ordine  s  » . 

[6ij  Pag.  380.  Si  Mostituinca  questo  ragionamento  insufficiente  con  quello  contenuto  nei 
nu.  5-7  della  Memoria  53,  gift,  citata  in  [58]. 

[65J  Pag.  882.  Applicando  ii  n.  20,  ossia  la  parto  (a)  dell'attuale  n.  73,  che  il  CKEMONA 
contava  (in  una  nuova  edizione)  di  anticipare,  ponendola  subito  dopo  il  n.  68. 

[6ti]  Pag.  382.  II  ragionamento  precedente,  fra  |  |,  riportato  da  (A)  (ove  TAutore  Taveva 
inserito  per  ri  empire  una  lacuna  della  Memoria  originate),  ha  anche  assegnato,  alia  fine,  le 
tangenti  nel  punto  (r—$)itll>  a  quella  polare  (s)m'S  anticipando  cosl  la  proposizione  che,  per 
,s^=l,  si  troverA,  in  principio  del  n.  74, 

[67]  Pag.  384,  |  Piii  generalmente:  il  punto,  in  cui  la  retta  polare  di  o  rispetto  ad  r  dell©  n 
rette  incontra  la  retta  polare  relativa  alle  altre  n—r,  giace  nella  retta  polare  di  o  rispetto 
all©  n  rette.  BBL.TRAMI,  Intorno  alle  coniche  del  nove  punti  ecc.,  [1863,  V.  Opere  matematiche 
di  E.  BBLTRAMI,  t.  I,  p.  45].  | 

[°8]  Pag.  388.  Nell' original©,  invece  di  questo  numero,  stava  scritto  (n— l)  —  (r— !)  —  ($— 1); 
©  quindi  nella  riga  seguent©  stava  n  —  (r+s— 1).  La  correzione  ^  stata  indicata  dallo  stesso 
CREMONA  nell'elenco  dei  « Druckfehter »  alia  fin©  della  Eirileitung,  ©  nel  §  2.°  della  Rivista 
bibliograftca:  Sulla  teoria  delle  coniche.  (Quest©  Oper©,  n.  52)  —  Par©  ch©  in  una  nuova  edi- 
zion©  TAutor©  avr©bb©  soppressa  questa  part©  (c)  -del  n.  81. 

[69]  Pag.  388.  Qui  val©  qu©lla  stessa  oss©rvazion©  ch©,  p©l  n.  7,  s'e  fatta  nella  no ta  [42]. 
Bisogna  aggiunger©,  ad  ©s©mpio,  la  condizione  ch©  la  tegg©  data  sia  algebrica. 
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[70j  Pag.  389.  Nella  traduzione  tedesca  (Einleitung,  pag.  117),  e  detto  invece  che  quel  luogo 
e  «  im  Allgemeinen  hochstens  von  der  (Mw+Nm)  —  ten  Ordnung  *  .  E  subito  dopo  6  aggiunto  : 


Wir  sagen  «  Im  Allgemeinen  hdchstens  »  well  verschiedene  Umstande  die  Ordnung 
der  resultierenden  Curve  erniedrigen  konnen.  Z.  B.,  wenn  die  beiden  Eeihen  singulars 
correspondierende  Elementepaare  enthalten.  Die  Grosze  'M.n+'Nm  musz  man  also  vielmehr 
als  eine  obere  Greuze  betrachten,  wie  als  eine  absolute  Zahl.  Im  Folgenden  Nr.  Ill  bis 
werden  wir  hierzu  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  bemerkenswerte  Beispiele  betrachten. 

(II  n.  Ill  bis  accennato  &  dato,  per  la  parte  a  cui  qui  si  allude,  nella  Memoria  47  di  queste 
Opere).  Vi  e  inoltre,  a  questo  punto  della  Eirileitung,  la  citazione  a  pi&  di  pagina: 

«  Man  sehe  auch  einen  Brief  JONQUIERES'  an  den  Verfaszer  im  Oiornale  di  Matema- 
ticke  ad  uso  etc.,  Napoli  1863  [t.  1.°],  p.  128,  sowie  Bemerkungen  uber  Cnrvenreihen 
ran  beliebigem  Index  von  Gr.  BATTAGLINI  (Grunerts  Archiv  t.  41,  Heft  1,  S.  26)  [=Sulle 
serie  di  curve  d'indice  qualunque,  Rendiconti  Accademia  delle  scienze  di  Napoli,  t.  2,  1863, 
p.  149]. 

La  stessa  modificazione  (ripudiata  poi,  come  diremo  subito,  dal  CREMONA),  consistente 
nell'aggiunta  delle  parole  «  im  Allgemeinen  hGcTistens  »  ,  e  fatta  nella  Einleitung,  &  quegli 
enunciati  dei  successivi  nn.  85,  86,  87,  che  assegnano  numeri  (specialmente  ordini  di  luoghi) 
relativi  a  serie  di  curve  d'indice  N.  —  Quesfci  cambiamenti  son  rilevati  in  modo  particolare 
nella  prefazione  di  M.  CURTZB  alia  Eirileitung. 

La  lettera  del  DB  JONQUI^RBS,  a  cui  si  riferisce  la  citazione  a  pi6  di  pagina  teste  riportata, 
e  data  nel  Griornale,  sotto  il  titolo  «  Corrispondenza  »,  preceduta  dalle  parole:  «  II  Prof.  CREMONA 
ei  prega  di  pubblicare  la  seguente  lettera,  a  lui  diretta  dal  chiarissimo  sig.  DE  JONQUI^HES  *. 
In  essa  questo  geometra  dice  che  i  teoremi  sui  sistemi  di  curve  d'indice  N  da  lui  publicati 
nella  Memoria  del  1861  (citata  in  questa  Introduziom,  n.  34,  ece.)«  Theoremes  yeneraux  etc.  » 
sono  enunciati  in  termini  troppo  assoluti,  danno  solo  dei  limiti  superiori  per  i  numeri  di  cui  si 
tratta.  «  n  faut  done  ajouter  4  la  plupart  de  ces  theoremes  ces  mots:  en  general  et  au  plus  »  .  — 
Alia  lettera  il  CREMONA  fa  seguire  questa  sua  awertenza: 

Non  potendo  ora  occnparmi  dell'argomento,  colla  pubblicazione  di  questa  lettera 
deU'esimio  geometra  francese,  intendo  anehe  di  mettere  in  guardia  i  giovani  lettori  della 
mia  Introduzione  contro  le  magagne  dei  teoremi  che  concernono  le  serie  di  curve 
d'indice  qualsivoglia.  (Bologna,  16  aprile  1863). 

Com'e  esposto  piu  diffusamente  nell'articolo  di  C.  SEGRE,  Intorno  alia  storia  del  principio 
di  corrispondenza  e  dei  sistemi  di  curve  (Bibliotheca  mathematica,  2.a  serie,  t.  6,  1892,  pag.  33), 
i  dubbi  del  DB  JoNQuifeRss,  accolti  provvisoriamente  dal  CREMONA,  erano  derivati  da  qualche 
osservazione  fatta  a  quello  scienziato  dallo  CHASLBS;  e  dipendevano  da  cio  che  il  metodo  di 
dimostrazione  del  DE  JONQUIERBS  (adottato  pure  dal  CREMONA  in  questo  n.  83  e  nel  seguito), 
ossia  1'uso  del  principio  di  Corrispondenza  (come  poi  fu  chiamato  dallo  CHASLTOS),  era  basato 
sulla  considerazione  del  grado  di  un'equazione,  (cosi,  nel  teorema  generale  del  n.  83  da  cui 
abbiam  preso  le  mosse,  si  aveva  un'equazione  del  grado  M^+Nw):  e  CHASLES  obiettava  che 
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quel  grado  potrebbe  abbassarsi,  —  Ma  presto  CREMONA  riesciva  a  togliere  quest' obiezione,  ed 
a  ridare  con  cio  il  loro  primitivo  valore  ai  teoremi  sui  sistemi  di  curve.  In  una  lettera  al  DB 
JoNQirifeRBS,  datata  «  Bologne,  29  Janvier  1864  »,  (che  fu  poi  parzialmente  publieata  a  p.  14-16 
di  un  opuscolo  litografato  «  Documents  rdatifs  a  une  revindication  de  prioriU  et  Reponse  a 
quelques  critiques  nouvelles  de  M.  Chasles,  par  M.  E.  DB  JONQUI&RES,  Paris  le  4  Fevrier  1867 »), 
egli  cosi  si  esprimeva: 

Je  vous  serai  fort  oblig6  d'avoir  la  patience  de  lire  ces  lignes,  et  de  me  commu- 

niquer  votre  sentiment  a  ce  propos. 

Pardonuez-moi  si  j'ose  prendre,  devant  vous,  la  d&fense  de  vos  theor&mes,  mais  je 
ne  cherche  qu'a  etre  convaiucu  et  a  soparer  la  v6rit6  de  I'erreur.  Si  1'objection  contenue 
dans  votre  derniore  lottre  est  la  seule  qu'on  puisse  61  ever  contre  vos  th&oremes,  jene  vois 
pas  pourquoi  1'ou  doute  de  leur  exactitude  ou  de  la  soliditS  de  leur  d6monstration. 

[Qxii  DK  JoNQUiftKios  avvorte:  «  II  rappelle  ensuite  les  elements  de  la  question,  ou  il  s'agit 
de  prouver  que  les  courbes  correspondantes  de  deux  series  projectives  de  degr6  w-,  n  et  d1  indices 
M,  N  se  coupcnt  sur  xine  courbe  de  degr6  wN+*&M,  et  il  ajoute:  »J 

Si  1'on  cherche  1'ordre  clu  lieu  par  la  m6thode  dont  vous  et  moi  nous  avons  fait  usage, 
il  me  parait  6vident  que  le  terme  KxNm.  ?yMn  ne  pourra  pas  manquer,  en  general.  S'il 
raanquait,  i)  faudrait  supposor  qu'a  ^=co  corresponde  [une  ou]  plusieurs  fois  y  =  cc  , 
et  par  cons6quont  ou  la  droite  ix  1'infini  ferait  partie  du  lieu,  ou  latransversale  sur  laqnelle 
on  considSro  los  points  x  et  y  roncontrerait  le  lieu  a  1'infini:  deux  hypotheses  Sgalement 
inadmissibles  en  <j6n&ml... 

Certaiuement  rien  n'ompeche  de  regarder  le  nombre  obtenu  comme  une  iimite  sup6- 
riexire;  mais  je  ne  vois  pas  qu'il  soit  inexact,  de  F6noncer  meme  comme  un  nombre 
absolu.  C'est  ce  qui  arrive  dans  presque  tontes  les  questions  de  g6om6trie  ou  il  s'agit  de 
1'ordre  ou  de  la  classe  d'une  courbe  ou  d'une  surface,  y  compris  le  cas  des  faisceaux  ou 
des  s6rios  de  droites  — 

Je  vous  prie  vivement  d'accueillir  avec  indulgence  ces  id6es  et  de  les  combattre  si 
elles  ne  vous  semblent  pas  justes.  P  aspire  uniquement  a  etre  convaincu  de  mon  erreur. 
Je  vous  prie  de  me  dire  si  vous  et  M.  CHASLES  avez  d'autres  raisons  pour  douter  de  la 
rigueur  de  ces  d6monstrations,  et  principalement  de  me  dire  pourquoi  notre  grand  maitre, 
M.  CHASLES,  doute  absolument  de  Pexactitude  des  th6or6mes  dont  il  s'agit.  Je  suis  dans  la 
plus  grande  perplexitS;  je  doute  de  moi-meme;  je  me  confie  en  vous  pour  etre  rassur6 
ou  d6tromp6  — 

Pnez  M,  CHASLES  d'agr6er  mes  oivilitSs,  et  engagez-le  a  pousser  V impression  de  ses 
coniques,  et  a  publier  ses  autres  m6moires  sur  la  thSorie  g6n6rale  des  courbes,  dont  vous 
m'avez  inspir6  la  plus  grande  curiosit6. 

II  DB  JONQUI&RES  accolse  le  idee  del  CREMONA,  e  nel  Journal  de  mathem.,  2.e  s6rie,  t.  10 
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(1865)  p.  412,  ritiro  le  restrizioni  che  «  dans  un  moment  de  precipitation  »  aveva  creduto  di  dover 
aggiungere  alia  sua  Memoria  del  1861.  f 

[7i]  Pag.  890.  Qui  l'A.  segno  iu  margine:  « Questo  teorema  si  concluda  meglio  dal  n.  23 
e  dal  49  » . 

[7a]  Pag.  391,  Questo  ragionamento  e  imperfetto.  Conviene,  per  cio  che  occorre  poi,  modi- 
ficarlo  nel  modo  seguente: 

Le  prime  polari  rispetto  a  Cn  dei  punti  di  una  retta  A  passante  per  d  hanno  in  d  per 
tangente  comune  la  retta  A'  armonica  di  A  rispetto  alle  due  tangenti  T,  U  di  C/(,  in  d  (73); 
sicch&  il  punto  successive  a  d  su  A'  ha  come  retta  polare  A. 

Si  prenda  ora  come  retta  A  success! vamente  ciascuua  delle  M  tangent!  in  d  alle  M  curve 
Cm  della  data  serie,  le  quali  passano  per  d.  Costruendo  le  M  rette  armoniche  di  queste  tangent! 
rispetto  alia  coppia  TU,  avrerao  M  direzioni  secondo  cui  il  luogo  K  passa  per  d. 

K  passa  dunque  per  d  con  M  ranii,  corrispondentemente  alle  M  curve  C»,  passanti  per  d, 
Se  T  e  U  coincidono,  per  essere  d  punto  stazionario  di  Qn,  coincideranno  in  T  anche  le  M 
armoniche  ora  nominate,  ossia  le  M  tangenti  in  d  a  K. 

p3]  Pag.  391.  La  proposizione  del  n.  32,  che  qui  s'invoca,  non  era  esatta,  come  abbiam 
rilevato  nella  nota  [47],  Tuttavia  il  risultato  a  cui  ora  si  giunge  6  vero.  Infatti  (v.  la  fine 
dell7  ultima  nota)  K  passa  pel  punto  stazionario  d  di  Ctl  con  M  rami  (completi),  aventi  tutti  per 
tangente  la  tangente  T  di  C>z:  laondein  d  saranno  riunite  appunto  3  M  intersezioni  di  K  e  CM . 

[74]  Pag.  393.  Proposizioni  piu  general!  che  quelle  di  questo  n.  88,  intorno  all' influenza  di 
particolari  punti  sul  numero  complessivo  dei  punti  doppi  delle  curve  di  un  fascio,  si  troveranno 
nei  nn.  8-12  della  Memoria  53. 

[75]  Pag.  396.  In  un  foglietto  manoscritto  del  CREMONA  e  detto  di  modificare  la  parfce  che 
segue  nel  testo,  cosi: 

(b)  Se  i  due  fasci  sono  dello  stesso  ordine  m,  e  se  hanno  una  curva  comune,  questa  fara 
parte  dell'  inviluppo  dianzi  ottenuto.  Togliendo  la  curva  comune,  la  quale,  supposta  priva  di 
punti  multipli,  sara  della  classe  m  (m— 1),  rimane  una  curva  della  classe  4m2— 4m  —  m  (m—l) 
—3m  (m— -1) ;  cioe: 

Le  tangenti  comuni  nei  punti  ove  si  toccano  le  curve,  di  due  fasci  d' or  dine  m>  aventi  una 
eurva  comune,  inviluppano  una  linea  della  classe  3m(?n — 1). 

(e)  L'ipotesi  precedente  si  verifica  nel  caso  che  i  due  fasci  siano  formati  da  prime  polari 
relative  ad  una  data  curva  fondamentale  d'ordine  n,  onde  m  =  «— 1.  Allora: 

Le  tangenti  comuni  ne*  punti  di  contatto  ecc.  ecc.  [come  nel  testo]. 

f6]  Pag.  397.  Questa  proposizione  fondamentale  non  deriva  cosi  immediatamente  dalla  den- 
nizione  data  della  rete. 

In  un  foglietto  manoscritto  il  CREMONA  ha  indicate  di  sostituire  alia  parte  del  n.  92  che 

fino  a  questo  punto  la  trattazione  seguente: 
Abbiamo  veduto  [n.  41]  ehe,  se  U^O,  U2=0  sono  le  equazioni  di  due  curve  dello  stesso 
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ordine  >i,  1'equazione  "^l^  +  XolTg^O  rappresenta  un  sistema  semplicemente  infinite  (oo*)  di 
curve  dello  stesso  ordine  n,  individuate  dagli  co1  valori  del  rapporto  o  parametro  ?n  :  X2 .  A  questo 
sistema,  caratterizzato  dalla  proprieta  che  per  un  pun  to  arbitrario  del  piano  passa  una  ed  una 
sola  curva,  si  6  dato  il  norae  di  fascia.  Siccome  i  valori  del  rapporto  Ir  :  X.,  si  possono  rappre- 
sentare  coi  punti  di  una  retta  (punteggiata)  o  coi  raggi  di  un  fascio,  cosl  le  curve  del  fascio 
/^UL  +  ^U-J  —  O  si  possono  riferire  univocamente  agli  element!  di  una  retta  punteggiata  o  di 
un  fascio  di  raggi  (assumendo  ad  arbitrio  tre  coppie  di  element!  corrispondenti). 

Analogamente,  se  Uj  ~0,  U,>  — 0,  U;j^=0  sono  le  equazioni  di  tre  curve  d' ordine  n  non  appar- 
tenenti  ad  uno  stesso  fascio,  ossia  linearmente  indipendenti,  Tequazione  X1U1  +  X2U2  +  X3US  =  0 
rappresenta  un  sistema  doppiamente  in  finite  (co2)  di  curve  d' ordine  n,  determinate  dagli  co2 
valori  dei  due  rapporti  /n  :  ta :  X;, .  A  questo  sistema,  che  e  caratterizzato  dalla  proprieta  che 
per  due  punti  arbitrari  passa  una  sola  curva,  ossia  che  per  un  punto  arbitrario  passano  cc* 
curve  formanti  un  fascio,  si  dft  il  nome  di  rete.  Come  i  valori  dei  rapporti  X,  :  ~LZ :  "A,3  si  pos- 
sono rappresentare  coi  punti  (o  colle  rette)  di  un  piano,  cosi  le  curve  di  una  rete  si  pos- 
sono riferire  univocamente  ai  punti  (o  alle  rette)  di  un  piano.  Rappresentando  per  esempio  le 
curve  della  rete  coi  punti  del  piano,  i  fasci  di  curve  contenuti  nella  rete  vengono  ad  essere 
rappresenta ti  dalle  rette  del  piano  stesso.  Percib  si  vede  subito  che  la  rete  contiene  co^  fasci  ; 
che  due  fasci  della  rete  hanno  una  curva  comune ;  e  che  una  curva  c  comune  a  co1  fasci  [della 
rete].  Una  rete  e  detenninata  da  tre  curve  (dello  stesso  ordine)  non  appartenenti  ad  uno  stesso 
fascio,  ovvoro  da  duo  fasci  (dello  stesso  ordine)  aventi  una  curva  comune,  Tre  curve  non  hanno, 
in  generale,  pxxnti  comuni;  ma  se  tre  curve  determinant!  una  rete  hanno  punti  comuni,  essi 
sono  comuni  a  tutte  le  curve  della  rete. 

In  modo  simigiiante,  Tequazione  "^Uj +X2Uia+X;jUjj+X4U4=0  rappresenta  un  sistema 
triplamvnte  infinite  ( co3)  di  curve  dello  stesso  ordine,  corrispondenti  agli  co3  valori  dei  tre  rap 
porti  \  :  \  :  X,t :  /M,  supposto  cho  le  quattro  curve  U1  =  0,  U2  — 0,  U3-™0,  U4  =  0  non  appar- 
tengano  ad  una  stessa  reto.  In  questo  sistema  tutto  le  curve  che  passano  per  nno  stesso  punto 
arbitrario  formano  una  rete;  tutte  quelle  che  passano  per  due  punti  arbitrari  formanoun  fascio; 
e  per  tre  punti  qtiali  si  vogliano  passa  una  sola  eurva  del  sistema.  I  valori  dei  rapporti 
Xj :  X2 :  X;{ :  X4  si  possono  rappresentare  coi  punti  dello  spazio  a  tre  dimension!;  perc!6  le  oos 
curve  del  sistoma  in  discorso  si  possono  for  corrispondere  univocamente  ai  punti  dello  spazio. 
I  piani  dello  spazio  rapprpsontano  allora  le  reti  contenute  nel  sistema;  e  le  rette  dello  spazio 
ne  rappresentano  i  fasci,  Donde  si  trae  subito  che  due  reti  (del  sistema)  hanno  un  fascio  co- 
rnune,  che  tre  reti  hanno  una  curva  coraune,  che  una  rete  ed  un  fascio  hanno  una  curva  co- 
mune, e  che  due  fasci  hanno  una  curva  comune  solamente  quando  sono  contenuti  in  una 
stessa  rete. 

Proseguendo  si  potrebbero  considerare  sistemi  oo1 ,  oo5 . , .  di  curve  d'  ordine  n.  In  gene- 
rale  un  sistema  cor  &  rappresentato  da  un'equazione  X1U1+X2Ua+ •«• +^r+iUr4,i«ssO,  dove 
le . .  .  fmanca  il  seguito], 

P7j  Pag.  897.  Questa  denominazione  1'  Autore  voleva  poi  sostituita  dovunque  con  Jacobiana 
della  rete,  pur  conservando  il  nome  Hessiana  per  la  linea  dennita  in  (90,  a).  (Ci6  s' accorda 
colla  designazione :  Jacobiana  di  tre  curve,  introdotta  al  n.  93). 

[78]  Pag.  897.  Nell' originale,  dopo  la  citazione  (48),  era  defcto;  «ed  una  di  queste  ha  per 
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tangente  cuspidale  la  retta  T  »  .  Invece  quella  curva  del  fascio  che  ha  T  per  tina  tangente  in 
a  noii  sar&  in  generale  una  deile  due  curve  che  sono  cuspidate  in  a. 

L'Autore,  in  (A),  aveva  cancellato  quella  frase  ed  anche  la  successiva,  con  cui  finisce 
questo  n.  92. 

[79j  Pag-.  401.  Esistono  alcuni  fogli  manoscritfci  del  CREMONA  in  cui  si  ricerca  la  moltipli- 
cit£  della  Jacobiana  di  tre  curve,  in  punti  che  presentano  altri  casi  particolari.  Sono  pero  ab- 
bozzi,  che  non  occorre  publicare.  Bjproduciamo  invece  una  parte  di  cio  che  e  scritto,  in  (A), 
accanto  a  questo  n.  96: 

«  Quando  o  sia  un  punto  (r)pb  per  le  tre  curve  C,  C',  C",  la  curva  K'  corrispondente  ad  una 
retta  L  ha  in  o  un  punto  (2r—  !)?*>,  ed  ivi  ha  per  tangenti  L  ed  i  2(r  —  1)  raggi  doppi  del- 
rinvoluzione  determinata  dai  due  gruppi  di  tangenti  in  0  alle  curve  C,  C'  (in  virtu  del  n.  51). 
Analogamente  per  K";  quindi,  siccome  tutte  le  curve  K',  K"  hanno  in  n  un  punto  (2r  —  !)/>*", 
ed  inoltre  due  curve  corrispondenti  K',  K"  hanno  sempre  una  tangente  comune  L,  cosi  o  sar& 
un  punto  (2(2r—  l)-f-l)p*°  per  la  curva  complessiva  generata  dai  fasci  delle  Kr,  K"  .  Ma  di 
questa  fa  parte  la  l.a  polare  di  o  rispetto  a  C,  che  ha  in  o  un  punto  (T)PI°\  dunque  la  Jaco- 
biana avr&  in  o  un  punto  multiple  secondo  il  numero  2(27-—  1)  4-1—  r=Br—  1. 

«  Se  una  delle  curve  della  rete,  per  esempio  C",  ha  in  o  un  punto  (r+l)pto>  le  tangenti  di 
C"  sono  tutte  tangenti  anche  della  Jacobiana,  Le  altre  2(r  —  1)  tangenti  di  questa  sono  i  raggi 
della  Jacobiana  dei  due  gruppi  di  tangenti  in  o  alle  curve  C,  C'. 

«  Da  cio  segue,  nella  teoria  delle  polari,  che  se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  (r)*;/fl, 
la  Hessiana  ha  ivi  un  punto  (3r—  4)^°-,  le  due  curve  hanno  [in  esso]  r  tangenti  comuni;  percio 
quel  punto  assorbe  3r(r—  1)  intersezioni  »  . 

Seguono  altre  considerazioni  (incomplete)  dirette  a  provare  che  in  generale  un  punto  (r}vl° 
con  s  tangenti  riunite  produce  sul  numero  dei  flessi.  come  (n.  74)  sulla  classe,  la  stessa  dimi- 
ntizione  che  produrrebbero  -  -  ~p  •  —  (s  —  1)  nodi  ed  s  —  1  cuspidi. 

[80|  Pag.  401.  Se  non  si  aggiunge  al  testo  originale  la  eondizione  che  qui  s'6  messa  fra  [  ], 
la  frase  che  vien  dopo  va  modificata  cosi  :  «  la  curva  Hessiana  della  rete  ha  tre  rami  passanti  per 
o,  uno  dei  quaii  e  ivi  tangente  alia  retta  T  e  gli  altri  due  sono  toccati  dalle  due  curve  della 
rete  che  hanna  una  cuspide  in  o».  Questa  modificazione  appunto  si  trova  in  (A).  —  Cfr.  la 
nota  [78]. 

[8i]  Pag.  402.  Cfr.  la  nota  **)  a  pie  di  pag.  394, 

"[8t]  Pag.  404*  Quest'  osservazione,  fra  [  ],  non  stava  nell'  originale  ;  ma  e  necessaria  per 
poter  poi  applicare  il  n,  (97,  d). 

Is3]  Pag.  406.  Qui  1'A.  continua,  in  margine  ad  (A)  (cfr.  la  nota  seguente)  : 
Ne  segue  che  il  numero  delle  curve  di  una  rete  d'ordine  n  —  \^  che  toccano  due  curve 
i  cui  ordini  siano  m,  mr,  e  le  classi  M,  Mf,  e 


4(w  —  2)2  m  m'_j_2  (7i—2)  (mM'+  m  M)  +  M  M'  . 
P4j  Pag,  400.  In  margine  a  queste  due  righe,  1'Autore  ha  scritto  a  matita:  no. 
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Certamente  1'  asserzione  contenuta  nel  testo  6  eccessiva,  poichfe  una  rete  qualsivoglia  di 
curve  non  e  in  generale  un  sistema  di  prime  polari.  Ma  finch  e  si  tratta  di  problemi  numerativi, 
determinati,  su  reti  di  curve,  la  sostituzione  di  queste  con  reti  di  prime  polari  si  pu6  riguar- 
dare  come  un'  applicazione  del  principio  delta  conservazione  del  mimero.  Essa  e  fatta,  non  solo 
qui  in  (103b),  ma  anche  nel  seguito,  come  nei  n.1  119,  120,  121.  —  Cfr.  la  giustificazione,  che 
poi  ne  e  data  al  n.  17  della  Memoria  53. 

[85|  Pag.  411.  jl  punti  comuni  alle  due  curve  d'  ordine  m  ed  mn(n  —  2)  sono  le  3m  (n  —  2) 
intersezioni  della  prima  curva  coll'Hessiana  [di  C,J,  ed  i  punti  [le  coppie  di  punti  distinti]  di 
quella  stessa  prima  curva  che  sono  poli  delle  tangent  ti  doppie  della  curva  K  (103).  ! 


[86j  Pa&'-  415.  Qui?  nella  Einleitung,  e  posta  a  pi6  di  pag.  la  nota  seguente: 

Fallen  die  Puncte  a,  b,  c,  d  paarweise  /Aisammen,  das  heiszt,  beriihren  sich  die 
Kegelschnitte  des  Btischels  in  zwei  Puncten  a  und  c,  so  reducieren  sich  die  beiden  Paare 
von  Gegenseiten  des  Vierecks  auf  die  Beruhrungssehne  ae,  als  das  System  zweier  zusam- 
menfallender  Geraden  betrachtct.  Das  dritte  Paar  Gegeuseiten  wird  durch  die  den  beiden 
gegebenen  Kegelschnitten  gemeiiischaftlicheii  Tangenten  gebildet.  Folglich  bestimmen, 
weun  ein  Kegolschnitt  und  x.vvei  seiner  Tangenten  von  einer  Transversale  geschnitfcen 
werden,  die  vier  Durchsohnittspuncte  eine  quadratische  Involution,  deren  einer  Doppel- 
punct  auf  der  Beruhrungssehne  liegt, 

[873  Pa&*'  418.  Nella  Einleituny  &  stata  qui  inserita,  come  n.  Ill  bis  (a  pag.  167-175),  la  tradu- 
zione,  con  poche  variant!,  clei  due  articoli  «  Salla  teoria  delle  conlche  »  che  si  troveranno  nel 
seguito  di  queste  Opere,  come  n.1  47,  48. 

[88]  Pag.  422.  Quest'  asserzione  non  e  esatta  (la  deduzione  non  regge,  perchfc  la  corrispon- 
denza  fra  p  ©  5  non  6  univoca  in  ambi  i  sensi")  ;  e  cosl  pure  Tanaloga  che  vien  subito  dopo,  sugli 
n—  2  punti  a  corrispondenti  a  uno  stesso  b  .  Si  pu6  dire  invece  che  :  quando  un  pun  to  varia  su 
R,  e  lo  si  prende  successivamente,  o  come  punto  a  ,  o  come  b  ,  i  gruppi  dei  suoi  corrispondenti 
(w—  1,  od  n  —  2)  punti  p  descrivono  due  involuzioni  dei  gradi  n  —  1,  n  —  2,  le  quali  risultano 
riferite  proiettivamente  (alia  puntcggiata  descritta  dal  punto  variabile,  e  quindi  anche)  fra^  loro. 
A  queste  involuzioni  projettive  il  lettore  riferisca  la  fine  della  nota  (che  occorre  poi  in  (b)). 

[89]  Pag.  424.  In  ognuno  dei  punti  p  dell'Hessiana  che  qui  si  son  considerati,  il  luogo  geo- 
metrico  di  cui  si  tratta  avra  un  punto  r^-plo.  Perci6  invece  che  contatto  r—  punto  si  deve  leg- 
gere:  incontro  r  —punto. 

Per  analogue  ragioni  va  fatta  la  stessa  sostituzione  della  parola  «  incontro  »  alia  parola 
«  contatto  »  le  altre  volte  che  questa  s'  in  contra  nel  seguito  di  questo  numero,  in  (a)  e  in  (b). 

[90]  Pag.  435,  Quest'argomentazione  non  regge,  e  il  risultato  a  cui  si  giunge  va  corretto.  Si 
osservi  che,  quando  una  curva  si  pu6  riguardare  come  T  inviluppo  di  una  serie  oo1  d'  indice  2  di 
curve,  i  suoi  punti  doppi  sono  (soltanto):  1.°  ogni  punto  che  sia  comune  a  tutte  le  curve  di  quella 
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serie,  2.°  ogm  punto  dell'  inviluppo  che  sia  doppio  per  Tunica  curva  della  serie  che  vi  passa. 
Applicando  cio  alia  serie  delle  seconde  polari  del  punti  di  una  retta  R,  otteniamo  (se  n>3) 
due  casi  in  cui  la  seconda  polare  (pur  a)  di  R  ha  un  punto  doppio  p:  1.°)  p  e  comune  a  tutte 
le  seconde  polari  del  punti  di  R,  ossia  R  fa  parte  della  conica  polare  di  pi  e  il  solo  caso  che 
sia  considerate  nel  testo.  2.°)  (per  w>3)  p  6  punto  doppio  per  la  seconda  polare  di  un  punto  o 
(anzi  che  per  una  prima  polare,  come  nel  1.°  caso),  ossia  (n.  78)  p  e  un  punto  la  cui  cubica 
polare  (anzi  che  conica  polare)  ha  un  punto  doppio  o,  Presa  allora  come  retta  E  la  tangente 
in  o  alia  conica  polare  di  p,  la  seconda  polare  (pura)  di  R  avra  in  p  un  punto  doppio.  Cosi 
anche  nel  2.°  caso  si  ottengono,  come  nel  1.°,  infinite  rette  R  e  infiniti  punti  p. 

pi]  pag.  437,  Una  dimostrazione  piu  rigorosa  di  questo  teorema  si  trover^  nel  seguito,  al 
n.  149  (c). 

[92j  Pag.  446.  A  questo  punto,  nella  Einteitimy,  pag.  225-226,  6  insert  to,  prima  di  (b),  un 
breve  (afrfs),  tolto  dal  §4  della  Memoria  49  (  Consider  azioni  mile  curve  piane  del  3.°  orpine...) 
di  queste  Opere,  o  dal  n.  26  dell'altra  Memoria  53,  gi&  piu  volte  citata. 

Lo  stesso  dicasi  poi:  per  raggiunta  di  un  139  e)  che  si  trova  nella  Emleituny  a  pag.  227; 
per  un'altra  breve  aggiunta  a  pag,  234,  alia  fine  del  n.  142;  e  finalmente  per  quella  al  n,  148 
che  e  proposta  al  termine  delY  Errata  della  EinUitung. 


[93]  Pag.  459.  Nella  Einleitung,  dopo  questa  citaziotie,  segue  (nella  stessa  nota  a  pie  di  pa- 
gina)  un  quadro  degli  otto  sistemi  di  quattro  rette,  che  si  trovava  gi&  in  HESSE,  loc.  cit.  (—  Ges. 
Werke,  p.  166). 

[9i]  Pag.  459.  SopprimiamOj  d'accordo  con  (A),  un'asserzione  non  esatta  relativa  a  quel 
punto  di  concorso. 

I95]  Pag.  460.  Cosi  in  c0  coneorrono  [01]  [10]  ,  [02][20],  [03]  [30]  ,  [23][32]  ,  [31][13]  ,  [12][21]  . 

[96]  Pag.  460.  Per  quel  pun-to  c0  (eenfcro  di  projettivita)  passa  anche  la  retta  che  unisce  le 
intersezioni  di  (a#0>p&0),  (cca0  ,  Pa0).  |Di  qui  segue  che  le  rette  a&0,  pa0  sono  corrispondenti,  e 
pero  il  loro  punto  comune  appartiene  alia  conica  a  p  [00]  [11]  [22]  [33].  Dunque  i  punti  a0  ,  &0  sono 
coniugati  rispetto  a  questa  conica,  e  le  loro  polari  s'  incrociano  in  un  punto  della  retta  a$  alli- 
neato  con  [00]  e  col  punto  comune  alle  o50  ,  pa0.  Analogamente  per  al  ,  b^  ecc,  | 

[97]  Pag.  461.  i  Le  tangenti  alia  conica  a  p  [00]  [11]  [22]  [33]  nei  punti  [00]  ,  [11]  ,  [22]  ,  [33]  sono 
anehe  tangenti  alia  conica  polare  di  c0  ,  ed  i  punti  di  contatto  sono  situati  rispettivamente  nelle 
rette  a060  ,  a^  ,  a<>b.2  ,  ajb^  (S.  ROBERTS,  p.  120).  | 

p8]  Pag,  462.  (Similmente:  in  ciascuno  dei  B  sistemi  di  coniche  tritangenti  alia  cubica  vi 
sono  otto  coniche  che  passano  per  un  punto  dato  e  toccano  una  retta  data,  e  ve  ne  sono  sedici 
che  toccano  due  rette  date.  \ 
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